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ADVERTENCIA.

» Estos apuntes no han sido corregidos. Cualquier errata o error que se detecte, por favor, escribid
a mi direccién jose.canovas@Qupct.es, para que en un futuro se pueda subsanar.

= No son los apuntes de la asignatura. Son una guia que no tiene porqué corresponderse al cien
por cien con lo explicado en clase.

» Se ha utilizado el simbolo = para denotar un paso en alguna demostracién que, siendo cierto,
no estd bien justificado. Normalmente cuando se trata de permuta de lfmites, como una integral
con un sumatorio. Para un estudio de las pruebas rigurosas al cien por cien nos remitimos a la
bibliografia al final de estas notas.
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Capitulo 1

Transformada de Laplace

Sumario. Funciones continuas a trozos. Defincién de Transformada de Laplace.
Propiedades Bésicas. Transformada de Fourier inversa: propiedades bésicas. Férmula
de inversion compleja. Aplicaciones a la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes.

1.1. Introduccion

Vamos a desarrollar un tema sobre la Transformada de Laplace y su aplicacion a la resolucién de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Estas ecuaciones
surgen de manera natural en el contexto de los circuitos eléctricos.

Consideremos por ejemplo el tipico circuito LRC de la figura

donde la inductancia L, la resistencia R y la capacidad de condensador C' se consideran constantes.
Se tiene entonces que la carga ¢(t) que circula por el circuito estd dada por la ecuacién

Lq"(t) + Rq (t) + q(t)/C = V (1),

y dado que la intensidad I(t) es la derivada de la carga, ésta puede calcularse por la ecuacién

LI'(t) + RI(t) + / t I(s)ds/C = V (1),
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

o equivalentemente con la ecuacién diferencial
LI"(t) + RI'(t) + I(t)/C = V'(¢),

en el caso en que V(t) sea una funcién derivable.

De forma similar, si tenemos un circuito con varias ramas y mds elementos, como por ejemplo

NG | &

- Gl
R %
L
S
R, | b
L

podemos deducir a partir de las leyes de Kirchoff que las intensidades que circulan por los hilos
eléctricos del circuito vienen dadas por

0 = ]1 - ]2 - Ig,
V'(t) = IRy + 1, /Cy + I3 Ry,
O = —]éRQ —f- ]é/L —f- ]3/02,

Si suponemos los elementos del circuito constantes, salvo a lo mejor el voltaje V (t), que supondremos
una funcién derivable, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes con-
stantes.

La Transformada de Laplace es una herramienta que permite transformar los problemas anteriores
en problemas algebraicos y, una vez resuelto este problema algebraico mas fécil a priori de resolver,
calcular a partir de la solucién del problema algebraico la solucién del problema de ecuaciones difer-
enciales.

Esta es la forma en que los ingenieros abordan el estudio de estos problemas, como pone de
manifiesto las referencias [Ogal], [Sen| o [Jam]. Ademds este método es explicado en algunos libros

de ecuaciones diferenciales como [BoPr], [Bral, [Jef] o [?].

Sin embargo, para entender en su justa dimensién la Transformada de Laplace hay que dominar
contenidos bésicos de variable compleja que nuestros alumnos ya han estudiado durante el curso (ver
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por ejemplo [?]). Asi, vamos a presentar la Transformada de Laplace en un primer lugar usando los
conocimientos que el alumno tiene de funciones de variable compleja y una vez explicada ésta, pro-
cederemos a indicar algunas aplicaciones a las ecuaciones y sistemas citadas anteriormente. Nuestros
alumnos también deben conocer y dominar contenidos relativos a integrales impropias que fueron
explicados en la asignatura de primer curso fundamentos matemdticos de la ingenieria.

A modo de introduccién histérica, diremos que la expresion
+oo

Fe) = [ e

oo

fué acunada en primer lugar por Pierre-Simon Laplace en 1782. Su utilizacién dentro de la técnica se
debe en su forma rigurosa a Thomas Bromwich, el cual formalizé utilizando las funciones de variable
compleja y la Transformada de Laplace un célculo operacional inventado por Oliver Heaviside para
la resolucién de circuitos eléctricos.

1.2. Funciones continuas a trozos. Funcién de Heaviside
Previamente a introducir la Transformada de Laplace, hemos de concretar qué tipo de funciones

vamos a considerar para nuestros problemas. Las funciones que van a ser de importancia dentro de
la ingenierfa son aquellas llamadas continuas a trozos, que a continuacién definimos.

Dados los nimeros reales a < b, se dice que la funcién f : [a,b] — C es continua a trozos si existe
una particién de [a, b], a =ty < t; < ... < t,, = b, de manera que f es continua en (t;,¢;11), 0 < i < n,

y existen y son finitos los limites laterales de f en cada uno de los puntos ¢;, 0 < i < n.

Una funcién f : [0, +00) — C se dice que es continua a trozos si para cada intervalo compacto
[a,b] C [0, +00) se verifica que f : [a,b] — C es continua a trozos.

Uno de los primeros ejemplos de funcién continua a trozos es
hy : [0, 4+00) — C,

donde a es un nimero real mayor o igual que cero. Esta funcién estd definida por

0 sit<a,
Mﬂ:{ 1 sit>a,

y se conoce en ingenierfa con el nombre de funcion de Heaviside.

Fisicamente, la funcién de Heaviside realiza la funcién de interruptor, de manera que si f :
[0, +00) — C es una funcién continua se tiene que h, - f es la funcién

0 sit<a,

(ha'f)<t> :{ f(t) Sitza,
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lo que representa que la funcién h, “enciende” a la funcién o senal f en el instante de tiempo t = a.
Adicionalmente, si consideramos 0 < a < b y la funcién h, — hy, : [0, +00) — C, ésta tiene la forma

(ha — ) (1) = { A

Asi, si tomamos ahora la funcién h, - f — hy - f, la funcién hy tiene el efecto fisico de “apagar” la
funcién f, ya que

0 sit<a,
(ha - f—ho- f)t) =< f(t) sta<t<b,
0 sib<t.

Ademis de estas interpretaciones fisicas, la funcién de Heaviside es ttil para describir funciones
continuas a trozos que a su vez sean continuas por la derecha. Por ejemplo, la funcién

t sio<t<l1,
f(fy=9 t—1 sil1<t<3,
sint  si3<t,

puede escribirse como
f(t) =t [ho(t) — ha(t)] 4+ (t = 1) - [ha(t) — hg(t)] + sint - hs(t).

Esta forma de describir funciones continuas a trozos sera ttil en los siguientes apartados del tema
debido a las propiedades de la Transformada de Laplace que posteriormente estudiaremos. Por otra
parte hemos de comentar que al venir la Transformada de Laplace definida como una integral, la
condicion de ser la funcién continua por la derecha es irrelevante y todas las funciones pueden tomarse
de esta forma.

1.3. Definiciéon de Transformada de Laplace

1.3.1. Definiciéon y primeros ejemplos

Sea f : [0, +00) — C una funcién localmente integrable, esto es, existe la integral de Riemann de
f en todo intervalo compacto [0, a] C [0, +00). Se define la Transformada de Laplace de f en z € C
como

LIf1(z) = / ettt (L.1)

siempre que tal integral impropia exista. Como el alumno debe conocer, la convergencia de la integral

+o0o
/0 e £ (1) dt

implica la convergencia de la integral (1.1). Denotaremos por Dy el dominio de L[f], es decir, el
subconjunto del plano complejo donde la expresién (1.1) tiene sentido.

A continuacién vamos a ver ejemplos de Transformadas de Laplace de algunas funciones elemen-
tales.
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» Funcién de Heaviside. Sea a > 0 y consideremos la funcién de Heaviside h, definida anteri-
ormente. Entonces para todo z € C tal que Re z > 0 se verifica

L[he)(z) = /0 +Ooe*“ha(zt)dzt: / +ooe*tht

xT —za —ZT —za
i B i e e e
= lim e Adt = lim ( — ) = .

T—+400 r—+400 4 z z

a

En particular, cuando a = 0 obtenemos
Llhol(z) =
0 =7

» Funcién exponencial. Sea w € C y consideremos la funcién exponencial f(t) = e“!. Se verifica
entonces para todo z € C tal que Rez > Rew

+oo “+o0o
Lifl(z) = /0 eZte”tdt:/O e~ gt

T 1 —(z—w)zx 1
— lim [ e Gt = lim ( _C >:

R sotoo \z—w  z—w z—w

En particular, si w = 0 se verifica que f(t) = 1, con lo que nuevamente

1
L[h,)(z) = ~ para todo z € C tal que Rez > 0.

» Potencias. Sea n un nimero natural y consideremos la funcién f,,(t) = t". Vamos ver que la
Transformada de Laplace de f,, viene dada por la expresion

L(fal(z) = z:“ para todo z € C tal que Rez > 0.

Para ver esto procedemos por induccién calculando en primer lugar la Transformada de f;.
Integrando por partes obtenemos

+o0 x
L[fi](z) = / e #tdt = lim e Ftdt
0

T——400 0
i re 1 —e % 1
= lim + 5 ==,
T——+00 z z z

A continuacién, por la hipétesis de induccién supongamos que L[f,](z) = n!/z""! y calculemos
la Transformada de f, ;1. Consideremos

“+oo x
Llfan](z) = / et = dim [ et (1.2)
0 r=ree Jo
Tomando partes en la expresién anterior
v a"He ™ p41 (7
/ e B tldt = + / et dt. (1.3)
0 —z <z Jo

5



TRANSFORMADA DE LAPLACE

Combinando (1.2) y (1.3) concluimos que

i) = S

E[fn—kl] (Z)

» Funciones periddicas. Las funciones periédicas son bastante importantes en ingenierfa debido
a que su periodicidad las hace controlables. Sea f : [0,4+00) — C una funcién periédica con
periodo T'. Entonces

/On et (1)l = Z/j(”l e (1)t = Z—jo/ et £ (1)

realizando cambios de variable en las integrales y usando que la funcién es periédica de periodo
T. Tomando limites cuando n — +o00, se verifica para todo z € C tal que Re z > 0 la relacién

Cif)(z) = —— / et (1)t

1 —e*T

1.3.2. Dominio de definiciéon de la Transformada de Laplace

Los ejemplos que anteriormente hemos explicado ponen de manifiesto que la funcién Transfor-
mada de Laplace de una funcién f : [0,4+00) — C no tiene porque estar definida en todo el plano
complejo. Vamos a estudiar con precisién cémo es el dominio de definicién de estas funciones, pero
consideraremos una clase especial de funciones que tienen lo que llamaremos orden exponencial.

Una funcién f : [0, +00) — C se dice que tiene orden exponencial si existen constantes A > 0y
B € R de manera que para todo ¢t > 0 se satisface la condicién

[f(t)] < Ae'®. (1.4)

Denotaremos por £ el conjunto de funciones continuas a trozos con orden exponencial, que serdn
las funciones con las que trabajaremos a partir de ahora. El siguiente resultado ofrece una primera
aproximacién sobre el dominio de definicién de la Transformada de Laplace de funciones con orden
exponencial.

Proposition 1 Sea f : [0,4+00) — C una funcidn continua a trozos cumpliendo la condicion (1.4).
Entonces L[f](z) estd definida para todo nimero complejo z tal que Re z > B.

Proof. Vamos a ver que la funcién e~ * f(t) es absolutamente integrable para todo complejo z tal
que Re z > B. Para ello consideramos

+oo +oo
| = [ e ol
0 0
+o0
< A/ e—(Rez—B)tdt
0

— lim A / e~ (Rez=B)t 1y
0

T—+00
1 —z(Rez—B) 1
— A lim _ £ - ,
z—+o0 \ B —Rez B —Rez B —Rez

6
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con lo que la Transformada de Laplace existe en el subconjunto {z € C: Rez > B}. &

Este resultado prueba que {z € C: Rez > B} C Dy. Si definimos
p=inf{B € R:3A >0 con |f(t)| < AeP' para todo t > 0},
y denotamos por
D; ={z € C:Rez > p}.

La Proposicién 1 nos asegura que D} C Dy.

1.4. Propiedades de la Transformada de Laplace

Una vez estudiada la definicién de Transformada de Laplace y caracterizadas algunas condiciones
para que una funcién f tenga Transformada de Laplace L[f] definida en un dominio del plano
complejo Dy, pasamos a estudiar algunas propiedades bdsicas de esta transformada integral. La
primera propiedad que vamos a estudiar es la linealidad.

1.4.1. Linealidad

Esta propiedad serd muy ttil para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes con-
stantes, a la vez que permitird el calculo de la transformada de algunas funciones.

Theorem 2 Sean f,g € £ ya,b € C. Entonces para todo z € Dy N D, se verifica que
Llaf +bg](z) = aL[f](z) + bLg] ().

Proof. La demostracién se sigue inmediatamente de la linealidad de la integral. Consideremos

caf+he) = [ et af (0) + byt

= lim e #af(t) + bg(t))dt

r—-+00 0
T

= a lim e P f(t)dt +b lim e Fg(t)dt

T——400 0 T——400 0

= aLl[f](z) +bLlg)(2),

lo que concluye la prueba. B

A partir de la linealidad de la Transformada de Laplace podemos obtener nuevas Transformadas
de funciones elementales, como muestran los siguientes ejemplos.

» Funcién seno. Sea w € R y consideremos la funcién

ezwt _ e—zwt

f(t) = sin(wt) = 5
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Entonces

11 1w
2 \z—iw 24w/ 224 w?

siempre que Re z > 0.

Funcién coseno. Sea w € R y consideremos la funcién

ezwt + efzwt

f(t) = cos(wt) = 5

De forma andloga a la anterior se obtiene que

siempre que Re z > 0.

Funcién seno hiperbdélico. Sea w € R y consideremos la funcién

wt efwt

f(t) = sinh(wt) = 5

Entonces

(L[e(2) = L[e™")(2))

1 1 B w
2—w z4w/) 22— w?

N = DN

si Rez > |w|.

Funcién coseno hiperbdlico. Sea w € R y consideremos la funcién

wt —wt
f(t) = cosh(wt) = e e
De forma andloga a la anterior se obtiene que
z
L) =50

siempre que Re z > |w|.
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1.4.2. Transformada de la derivada

Se dice que la funcién f € £ es derivable a trozos si es continua, existen las derivadas laterales de
f en cada punto de [0, +00) y en cada subintervalo [a,b] C [0,400) existen a lo sumo una cantidad
finita de puntos donde f no es derivable. Si f es derivable a trozos, definimos f’ : [0, +00) — C como
f'(x) = fi.(z) para todo z € [0,400). Es claro entonces que f’ es una funcién continua a trozos, que
coincidird en casi todos los puntos con la derivada ordinaria. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Theorem 3 Bajo las condiciones anteriores se verifica para todo z € D}
L[f(z) = =L[f)(z) — [(0). (1.5)
Proof. Sean z € D}y x > 0y consideremos

O<ri<I9<..<7xp1<2

los puntos de discontinuidad de f’ en el intervalo (0,z) y fijemos zy = 0 y z,, = x. Entonces,
dividiendo el intervalo de integracién y utilizando la férmula de integracién por partes

/ we’z’ff'(t)dt = z;: /x xl e P f(t)dt

0

_ Z[e_lef(zz) _ e_zxiflf(l“i—l)] + ZZ /wl e_th<t)dt
i=1 Y Ti-1

i=1

= e *f(x)— f(0)+ Z/r e * f(t)dt.

0

Tomando limites cuando © — +o00, y teniendo en cuenta que z € D} y que por tanto existen
A BeR, A>0,Rez > B, tales que

|f(x)e | < AeBRe2T 0 6i 2 — 400,
obtenemos inmediatamente (1.5). B
Procediendo por induccién a partir de la férmula (1.5) se prueba una férmula general para la

derivada k—ésima de la funcién f en el caso de que f*~V sea derivable a trozos para k € N. Esta
férmula viene dada para todo z € D} por

LIPN(2) = 2 Lf1(2) = 2571 F(0) = 2272 f1(0) — .. = 2f*72(0) — F*(0), (1.6)
donde las derivadas sucesivas de f en 0 se entienden como derivadas por la derecha.

Las féormulas 1.5 y 1.6 serdn claves para resolver ecuaciones y sistemas diferenciales lineales con
coeficientes constantes, como veremos en el apartado de aplicaciones de este tema.

9
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1.4.3. Transformada de la integral
Sea f € £ y definamos la funcién .
o) = [ (51
0

que obviamente estd bien definida y es continua para todo t € [0, +00). La relacién entre las Trans-
formadas de Laplace de ambas funciones viene dada por el siguiente resultado.

Theorem 4 En las condiciones anteriores, para todo z € Dy N{z € C: Rez > 0} se verifica

(1.7)
Proof. Sea z > 0 y consideremos
O=zo<m <. <zTp1<x,==2

de manera que f no es continua en z; para 1< i < n. Obviamente g es derivable en (z;, z;11) para
1 <4 < n. Entonces

T n—1 Tip1
e g(t)dt = / e “g(t)dt
| et = % (t

i=0 Y Ti
n—1 e i e Tit+1 1"_1 Tit+1 7t

= 3 (st T st )+ 1 [ e
1= 1= (3

= —g(fr)e% e / ”” e f(t)dt,

z Z Jo
teniendo en cuenta la continuidad de ¢ y g(0) = 0. Vamos a comprobar que

1’ —ZT — .
Para ello y dado que f € &, existirdn reales B'y A > 0 de manera que | f(t)| < AeP? para todo ¢t > 0.
Sea

’g<x)€—zx| < / e—zxf(t)dt < A/ eBt—a: Rez
0 0

Bx

1
= Ae ®Rez (% — E) — 0 sl xz — +o0.

Entonces tomando limites en la expresién anterior obtenemos (77). B

1.4.4. Transformada de la convolucion

Sean f,g € £ y definamos f(t) = ¢g(t) = 0 para todo t < 0. Se define la convolucién de f y ¢

como la funcién
—+oo

)= [ a=sals)ds = [ 1e=s)gtis

0
Puede verse con el cambio de variable y = t—s que f*g = gx* f. El principal interés de la convolucién
respecto a la Transformada de Laplace se concreta en el siguiente resultado.

10
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Theorem 5 FEn las condiciones anteriores, para todo z € D} N'Dy se verifica la formula

L[f * gl(2) = LIf1(2)£]g](2).

Proof. En primer lugar, existen nimeros reales By A; > 0, i = 1,2, de manera que para todo ¢t > 0
se verifica

[F(B)] < AreP y [g(t)] < Age™.
Entonces para todo t > 0

[(f+9) O] = /Of(t—S)g(S)ds S/O £t = s)llg(s)lds

t
S A1A2€Bt/ ds :AlAgteBt,
0

con lo que se ve facilmente que e *(f * ¢)(t) es absolutamente integrable para todo Rez > B, con
lo que L[f * g](z) existe para todo z con Rez > B. Por otra parte, como las funciones e ** f(t) y
e *'g(t) también son absolutamente integrables para todo Rez > B, por el Teorema de Fubini (ver
[?7, pag. 187]) se tiene que

cle) = [ e Ji - (st a
Yoo [ s

/Ot e=+(=9) (1 — s)e_zsg(s)ds] dt

+oo [

/+<><> e =9 f(t — s)e“g(s)dt} ds

+oo T

/+0° e =) f(t — S)dt} e *g(s)ds

+oo T

/0 e f(u)du} e*g(s)ds

Il
S— — S— — —

con lo que termina la prueba. B

La demostracién de este resultado no la haremos a los alumnos, debido a que pensamos que sus
conocimientos le impedirdan comprenderla completamente. No obstante la férmula sera bastante ttil
en las aplicaciones.

1.4.5. Primer Teorema de Traslaciéon

Fijemos un nimero complejo a y consideremos f € £. El primer teorema de desplazamiento hace
referencia a la transformada de la funcién e f(t) y afirma lo siguiente.

Theorem 6 Bajo las condiciones anteriores

L f(1)(2) = LIf1(z — a) (1.8)
para todo z € Dy + Rea := {w+ Rea : w € Dy}.

11
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Proof. Sea

+o00 z Foo
/ et f(t)dt = lim e~ GO (1)dt = / e~ I F(1)dL,
0 0

Tr—400 0

de donde se deduce inmediatamente (1.8). B

A partir de este resultado podemos obtener las Transformadas de las funciones siguientes:

» f(t) = e"sin(wt), w € R, cuya Transformada de Laplace para todo nimero complejo z tal que

Rez > Rea es
w

(z —a)?+w?

LIf1(z) =

f(t) = e cos(wt), w € R, cuya Transformada de Laplace para todo mimero complejo z tal que

Rez > Rea es
zZ—a

(z —a)? +w?

LIf](z) =

v f(t) = e sinh(wt), w € R. Si Rez > |w| + Rea, entonces
w

LG = e

» f(t) = e cosh(wt), w € R. Si Rez > |w| + Rea, entonces

NG = =
» f(t) = e™" con n € N. Entonces
£ifl) = _";),M

siempre que Rez > Rea.

1.4.6. Segundo Teorema de Traslacién

Sea ahora a > 0 un nimero real y supongamos que f € £ estd definida por f(¢) = 0 para todo
t < 0. Recordemos que h, es la funcién de Heaviside. Entonces tenemos el siguiente resultado.

Theorem 7 Bajo las anteriores condiciones se verifica para todo z € Dy

Llha(t) f(t — a)](z) = e L[f](2). (1.9)
Proof. Tomamos
/ +Oo e P he(t)f(t —a)dt = lim ’ e ' ha(t) f(t — a)dt
0 r—=too fo
= xl_fg_loo ) e_th(t — a)dt
= lim o e =279 f(s)ds
T—00 0
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haciendo el cambio de variable s = ¢t — a. De aqui se obtiene inmediatamente (1.9). B

Este resultado es titil para obtener la Transformada de Laplace de funciones continuas a trozos.
Por ejemplo consideremos la funcién

t si0<t<1,
f(t)_{() sit>1.
Esta funcién puede describirse como

f(t) = tlho(t) — ha(t)]-

Entonces

LIfl(z) = Lho()t](2) — LIM()](2) = L[t](2) — e *L[t + 1](2)
s et

para todo z € C tal que Rez > 0.

1.5. Propiedades de la funciéon Transformada de Laplace

En esta seccién estudiamos la propiedades de la funcién Transformada de Laplace considerdndola
como una funcién de variable compleja definida en un semiplano {z € C : Rez > z}, x € R.
Dividimos la seccién en tres subsecciones.

1.5.1. Derivabilidad de la Transformada de Laplace

Consideremos una funcién f € £ y su Transformada de Laplace
L[f]:{z€C:Rez>p}—C.

Theorem 8 Bajo la notacion anterior, la funcion L[f] es holomorfa para todo z € C tal que Rez > p
y ademdas se verifica

Lo =- | e (b

En las condiciones del resultado anterior, obtenemos por induccién la férmula para la derivada
n—ésima de la Transformada de Laplace

L@ =0 [ et

Claramente la demostracion de este resultado no es apropiada para hacerla en clase, pues pre-
supone muchos contenidos que no hemos explicado en la misma. Nos centraremos en que el alumno
entienda el resultado y sepa aplicarlo. Por ejemplo, calculando las Transformadas de las siguientes
funciones.

13
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» f(t) =t"sin(at), n € Ny a € R. Se tiene siempre que Re z > 0 la relacién

22+ q?

, dr ) , d" a
£1A1e) = (1) Lbin(anl(:) = (1 ()
n f(t) =t"cos(at), n € Ny a € R. Se tiene andlogamente siempre que Re z > 0

£1AYe) = (1) g Lloosta)) = (-1 47 (7 )

22 + a?

De forma similar se obtienen férmulas equivalentes para el coseno y seno hiperbdlicos.

1.5.2. Teoremas del valor inicial

Estos resultados hacen alusién a aspectos cualitativos de la Transformada de Laplace de funciones
de la clase £.

Theorem 9 Sea f € £. Entonces

Reil_)rriooﬁ[f](z) =0. (1.10)
Proof. Sea z € Dj}. Existen mimeros reales A > 0y B de manera que |f(t)] < Ae”" para todo t > 0.
Entonces

xT

IL[f](z)] < lim / le f(t)|dt < A lim oHB—Rez) gy
0

z——+00 T—+00 0
) A(e:v(BfRez _ 1) A
= lim = ,
e—+o0 B —Rez Rez - B

de donde claramente obtenemos (1.10) al hacer Re z — +00. R

Continuamos esta seccién con otro resultado que estudia cuestiones cualitativas de la Transfor-
mada de Laplace.

Theorem 10 Asumamos que [ € £ es derivable a trozos y que f' € £. Entonces

lfm  2L[f](2) = f(0). (1.11)

Re z—+4o0

Proof. Sea z € Dj}. Por el Teorema 3 tenemos que

2L[f)(z) = f(0) + L[] (2). (1.12)

Aplicando el Teorema 9 a (1.12) se tiene que limge. 100 L[f'](2) = 0, de donde se deduce inmedi-
atamente (1.11). ®

Los resultados anteriores muestran que no todas las funciones de variable compleja pueden ser
Transformadas de Laplace de funciones de €. Por ejemplo, la funcién 1/4/z no puede serlo al tenerse
que

lim

V4
— = OQ.
Rez—+o00 \/E

14
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1.5.3. Teorema del valor final

Al igual que los resultados de la seccién anterior el Teorema del valor final aporta informacién
cualitativa de la Transformada de Laplace en conexién directa con la funcién de la cual es transfor-
mada.

Theorem 11 Sea f € £ una funcién derivable a trozos tal que f" € E. Supongamos que 0 € D} y
que existe y es finito lim;_, o, f(t). Entonces

lim 2L[f](z) = lm f(t).

z—0 t——+o0

Proof. Por el Teorema 3,

2LIf1(2) - F(0) = Lf)(2) = / et @),

Por el Teorema 8, L[f’](z) es derivable y por lo tanto continua. Entonces

+oo

lim L[f'](2) = L[f'](0) = f(t)dt = lim f(t) = f(0),

z—0 0 t——+o00

lo cual concluye la demostracién. B

1.6. Transformada de Laplace inversa

1.6.1. Inyectividad de la Transformada de Laplace

Al intervenir en la definicién de Transformada de Laplace la integracién, estd claro que puede
haber infinitas funciones en £ teniendo la misma Transformada, por lo que la ésta no serd inyectiva.
Sin embargo este problema puede paliarse en parte para asi poder hablar de la Transformada inversa
de una funcién holomorfa definida en un semiplano complejo. Como veremos en las aplicaciones del
tema, este punto serd de vital importancia.

Consideremos f : [0, +00) — C una funcién localmente integrable. Diremos que f es nula o nula
casi por todas partes si para todo x € (0,+00) se verifica que

/0 L F@lde = 0.

Dos funciones f, g : [0, +00) — C localmente integrables se dirdn iguales casi por todas partes si f — g
es nula. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposition 12 Sean f,g € £ iguales casi por todas partes. Entonces L[f](z) = L[g](z) para todo
zZ e Df N Dg.

15
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Proof. Seax > 0y z € D;yND,,. Por el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral existe p € (0, )

tal que N N

e =gt = e [ = giolar =o.
Asi

€16 = £l =t | [ [ gtori

< lim erRer / () — g(t)]dt =0,
0

T——~400

lo que termina la demostraciéon. B

El siguiente resultado establece una especie de reciproco para el resultado anterior.

Theorem 13 (Lerch) Sean f,g € £ tales que L[f](2) = L[g|(z) para todo z € Dy N D,. Entonces
f vy g son iguales salvo a lo mejor en los puntos de discontinuidad de ambas, con lo que ademds

D; =D,

La demostracién de este resultado no la haremos en clase y no lo hemos incluido en la leccién ya
que no puede obtenerse de forma autocontenida con las técnicas que tenemos a nuestra disposicion.

1.6.2. Transformada de Laplace inversa

Consideremos la funciéon

L:E— LE).

El Teorema 13 permite definir clases de equivalencia en &£ del siguiente modo. Dadas f,g € & se
dird que ambas estdn relacionadas, f ~ g si y sélo si son iguales salvo a lo sumo en los puntos de
discontinuidad de ambas. Podemos definir entonces la Transformada de Laplace inversa

LY LE)—E& ~
para F' € L(E) como L7[F] = [f] donde [f] denota la clase de f € £ de manera que L[f] = F.

En general con nuestros alumnos tenderemos a identificar clases con funciones que normalmente
podrén ser calculadas. Asi diremos que dada F' € L£(£) su Transformada inversa es una funcién
L7YF|(t) = f(t) de forma que L[f] = F, aunque estd perfectamente claro que tal f no es unica.

En este contexto, destacamos las siguiente propiedades de Transformada inversa que serdn espe-
cialmente interesantes a la hora de las aplicaciones.

» Linealidad. Dadas F,G € L(E) y «, 3 € C se verifica
L aF + BG](t) = aL Y [F](t) + BLTG](1).

» Traslacién. Dada F' € L(€) y a > 0 se cumple la relacién

L7Yem = F(2)]|(t) = ha(t)LLF](t — a).

16
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» Convolucién. Dadas F,G € L(€) se cumple

LTFG)(t) = (L7 F] = L7G])(®).

Estas propiedades son particularmente interesantes a la hora de obtener Transformadas inversas
de Laplace una vez conocidas las Transformadas directas.

1.6.3. Foérmula de inversién compleja

Aparte de las técnicas estudiadas en el apartado anterior para hallar Transformadas inversas,
estudiaremos la siguiente férmula de inversién compleja.

Theorem 14 Supongamos que F(z) es holomorfa en C\ {z1, 22, ..., 2, }, Y que existe o € R tal que
F es holomorfa en {z € C: Rez > o}. Supongamos ademds que existen constantes positivas M, R

y [ tales que

M
|F(2)] < P si |z > R. (1.13)

Parat > 0 sea
f(t) = Z Res(e"“ F(z), z).
i=1

Entonces
L[f](z) = F(z) si Rez > 0.

Proof. Sea o > ¢ y consideremos el rectdngulo I' de la figura, suficientemente grande para que las
singularidades de F' estén contenidas en su interior y ademds todo z € I' cumpla la condicién |z| > R.
Separamos I en la suma de dos caminos cerrados 7, y 7, divididos por la recta Re z = a.

17
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Como las singularidades de F' estdn contenidas en el interior de 7,, por definicién de f tenemos que

/ e F(2)dz = 2mif(t).
Y1
Entonces

omillfl(z) = lim Oze—zt [ /Vle”tF(w)dw} it

T——400

= lim [ / e(“_z)tF(w)dt} dw,
71 0

T—-+00

aplicando el Teorema de Fubini. Por integracién directa
Fw)

Ww—z

2miLl[f](z) = lim (e@=2)7 —1)

Ttoo 71

dw.

Para z fijo en el semiplano Re z > «, el término e~ converge uniformemente a 0 si © — 400 y el
integrando converge a —F(w)/(w — z) en ~y,. Asi

omillf](z) — _/71 F(w)dw:/% F(de—/rF(“)dw

w—2z w—2z w—2z
F
= 2miF(z) — / ﬁdw.
rw—2
Por otra parte, sea 7(t) = pe', t € [0,2n] una circunferencia de radio p > R y conteniendo a .
Entonces 7 P
/ () dw = / () dw,
rw—2 FW—2
de donde Flw) v
w
dw| < ———27mp — 0 si p — +o0.
/Tw—z ‘ p1°(p — R)
Ast

/r f@idw =0

y como « era arbitrario, la férmula L£[f](z) = F'(z) es vélida para todo Rez > o. R

Remarquemos aqui que la condicién (1.13) del resultado anterior se cumple para funciones de la
forma F(z) = P(2)/Q(z) donde P y () son polinomios tales que deg() > 1+ deg P, donde deg P
denota el grado de P. Asi por ejemplo, la Transformada inversa de la funcién

z

F(2) = 2241

puede calcularse como

LR = f(t)
= Res(e”“F(z2),1) + Res(e"”F(z), —i)
= eitQLZ_ + e_it_L% = cos t.

18
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1.7. Aplicaciones: una primera aproximacion

La Transformada de Laplace es una herramienta titil para resolver ecuaciones y sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Como comentamos en la introduccion
del tema, estas ecuaciones aparecen de forma natural en la teoria de circuitos eléctricos. Para ilustrar
el método, consideremos el siguiente ejemplo: la ecuacién

y"' 4y = cost (1.14)

junto con las condiciones iniciales

y(0) = 0; y/(0) = 1. (1.15)
Bésicamente se trata de aplicar la Transformada de Laplace y sus propiedades a (1.14) de manera
que teniendo en cuenta (1.15), nuestro problema se convierte en el problema algebraico

ZLy)(2) — 2y(0) — ' (0) + L[y|(z) = sz- I
de donde 241
Lyl(z) = Zre

Una vez obtenida L[y|, hemos de usar la Transformada inversa para volver atrds y recuperar la
solucién del problema y. En este caso, L]y| satisface las condiciones del Teorema 14, por lo que

24+ z+1 24+ z+1
t) = R tzf)v R tzij_v
/0 %G w+w20+ %G w+n2l>
— (1+1/2)sint,

una vez realizados los célculos.

1.8. Uso de la convoluciéon

Otra forma de abordar el problema anterior, sin necesidad de tener que calcular la Transformada
de Laplace de la funcién coseno es la siguiente. Consideremos los célculos realizados anteriormente,
pero sin obtener L£[f](z) donde f(t) = cost. Nos quedard entonces la ecuacién algebraica

PLYI(2) — 1+ LI)(2) = LIf1(2),

de donde
1 1

z2+1+z2+1

Lyl(z) = Lf](2).

Entonces

y(t) = L7+ D)) + [ﬁ[f]( )/(2* + DI()

= sint + (L7 [L[f](= )] “/E+ DD
= sint + / sin(t — s) cos sds
= sint + |—(cos(2s — t) + 2ssint t

0

S+~
| =

= sint + §sint = (1+4t/2)sint,

19
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que era la soluciéon obtenida anteriormente.

Asi, el uso del producto de convolucién presenta una via alternativa para la resolucién de estos
problemas, aunque a veces el cdlculo de las integrales que aparecen en el producto de convolucion
pueden ser bastante complicado.

1.9. Ejercicios

1. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones

(a) f(t) =sin(3t) (b) f(t) =€ () f(t) =€ cos3t (d) f(t) = te'
(e) f(t)=1t>—1t (f) f(t) =sinht (g) f(t) =costsint (h) f(t) = e’ costsin(2t)

2. Una funcién f : [0,4+00[ — R se dice que es periddica con periodo a > 0 o a-periddica si para
cada t > 0 se tiene que f(t) = f(t + a). Comprobar que en caso de existir la transformada de
Laplace de f, se verifica la igualdad

L)) = —— / "ot p(t) de

1 -0

3. Usar el resultado de la actividad anterior para calcular la transformada de Laplace de la funcién
perddica de periodo 2 definida en [0, 2] por

]
]

r sizel0,
1

f<x):{2—x sizell,

1,
2].
4. Dada la funcién,

¢
f(t):/e_ssinsds, t>0
0

calcular su transformada de Laplace. Calcular asimismo la transformada de Laplace de g(t) =
tf(t).

5. Dada la funcién f(t), definimos la funcién g(t) = f(at), que puede verse como un cambio de
escala en t. Comprobar que

1
Llgl(z) = L{f(at)|(2) = ~LIg](z/a).
Utilizar dicha férmula para calcular la transformada de la funcién sin(at) a partir de

1
1422

L[sint](z) =

6. Calcular la transformada de Laplace de la funcién,

t, sio<t<l1
floy=<¢ 1, sil<t<2
0, sit>2

20
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10.

11.

12.

13.

Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones.

0, si0<t<1 t2—1, si0<t<2
] c) h(t) = )
t, sit>1 2, sit>2

@f®ZMM|®m@:{

Calcular la transformada de Laplace de la funcién escalonada

m, 0<t<1
/) = SUS
f®) {0, 1<t<2

extendida a todo [0, +oo[ como 2-periddica.

. Existird la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones de variable compleja?
Razonar las respuestas.

(a) F(z) = (b) F(2) = (c) F(2) = (d) F(2)

sin z z 1+ 22

Calcular la transformada inversa de Laplace de las funciones siguientes

() F(2) = —= @F@=@;D@_g(@””:¥%gﬁ

1
(z4+1)(2 4+ 2)(2%2 4+ 2z + 10)

(d) F(z) =

Calcular la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones:

ze T (z—1)e* z+1 z+1
Flz)=——— (b) F(2) = ———— F(z)=———— (d) F(z) =
@) Fe) = a5 0P =5 ©OFCQ) = oy @ FR) =
Calcular las transformadas inversas de Laplace de las funciones:
e % z e z-—1
F(z)=—— b) F(z) = F(2) =
@) F2) = {7 @000 () )= copoggr © FO =5+ 505
2
z
d) F(z) =

Utilizar la transformada de Laplace para resolver los siguientes problemas de Cauchy asociados
a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes:

y" (1) +5y"(t) + 17y'(t) + 13y(t) = 1 } y'(t) +3y(t) = e }
y(0) =y (0) =1, y"(0)=0 2

y'(t) + 4 (t) — 2y(t) = Sha(t) } y'(t) +y(t) =t }
y(0)=1, y(0)=0
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14.

15.

16.

17.

Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

0, t>1

V(1) + /(1) = B(t), con (1) = { tot<l J(0) 4 y(t) = sint, }
y(0) =0, ¥'(0)=2 y(0) =y'(0) = —1

Consideremos un circuito LCR como el de la figura

de forma que L = 2 henrios, R = 16 ohmios, C' = 0,02 faradios y la fuerza electromotriz va
oscilando con el tiempo siguiendo la relacién V' (t) = 100sin(3t).

a) Utilizar las leyes de Kirchhoff para obtener la ecuacién diferencial que verifica la funcién
que describe la carga en funcién del tiempo.

b) Determinar la carga en funcién del tiempo si en el momento de de conectar el circuito,
t =0, la carga del condensador es igual a cero.

¢) Determinar la carga del condensador en funcién del tiempo si inicialmente es de 1.5 cu-
lombios.

En el caso de un circuito LCR en el que no se tiene ninguna resistencia, la ecuacién diferencial
que describe la carga del condensador en funcién del tiempo es de la forma,

d*Q Q)
dt? C = E(?)

y se denomina oscilador armdnico. Resolver la ecuacién anterior en los siguientes casos:

L

() +

a) La fuerza electromotriz E es constante y la carga e intensidad de corriente en el momento
inicial son ambas nulas.

b) La fuerza electromotriz es de la forma sin(wt 4+ 0), con w, o € R, mientras que Q(0) =1
al conectar el circuito.

Usar la transformada de Laplace para resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

lineales:
201 (1) — Y5 (t) — i (t) — yh(t) + 9ya(t) — 3ya(t) = 0 }
201 (t) —y5(t) +y 5

_~ =~
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18.

19.

20.

21.

con las condiciones iniciales:

Encuentra la solucién del siguiente problema de Cauchy,
y"(t) +y(t) = sen(wt)
y(0)=0, y(0)=1 }
con w > 1.
Encuentra la solucién del oscilador arménico dado por la ecuacién diferencial:
y'(t) + By(t) =sin(wt), (BER, w>0)
que verifica las condiciones iniciales:

y(0) = —1/2, y'(0)=0 (06-09-99)

Resuelve el siguiente problema de Cauchy:

y'(t) + By(t) = cos (wi)
y(0)=-1, ¢ (0)=0

distinguiendo los casos en que 0 < Sy 0 > f3.

Obtener la solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

3yi(t) + yh(t) — 2y1(t) = 3sint + 5cost
2y1(t) + yb(t) + yo(t) = sint + cost

para las condiciones iniciales, y;(0) = 0, y2(0) = —1.
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Capitulo 2

Transformada de Fourier

Sumario. Definicién y propiedades bésicas. Transformada de Fourier inversa.
Relacién con la transformada de Laplace. Aplicacion a las ecuaciones diferenciales y
en derivadas parciales.

2.1. Definicion y primeros ejemplos

Dada una funcién f : R — C, se define la transformada de Fourier de f como

FI)(2) = / " fe

en todo z donde la expresion anterior tenga sentido, es decir la integral impropia anterior sea con-
vergente. Esta convergencia es mds dificil de verificar que en el caso de la transformada de Laplace.
Supongamos por ejemplo que ¢ y z son reales, por o que e~ ** = cos(tz) — isin(tz), que como sabe-
mos tiene médulo 1. Si f(¢) es también real, para garantizar la convergencia absoluta de la integral
anterior debe de satisfacerse que

lin [f()e | = lim_|/(t)] =0,

t—=+o0 t—
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por lo que las funciones reales que tendrén transformada de Fourier tienen que tener una grafica
como la siguiente

9
p"lll L \
|
o8 |\
[o6f |\
f I \
/
| o4r \
/ I \
.’II = ‘I‘.
.'l \.
/ 02F \
/ r \
! _,/ I \5_ !
—4 -2 2 4

o bien ser nulas fuera de un intervalo compacto [a, b]. Veamos algunos ejemplos.

Consideramos la funcién f(t) = h_,(t) — ha(t), donde h,(t) es la funcién de Heaviside en a € R.
Como vemos f es no nula con valor uno en el intervalo [—a, a). Su transformada de Fourier se calcula
como

Flfl(z) = / Z F(t)edt — / ie_“zdt

—itz] @ -1 ) ) 2
= {e , } = — (7" — ¢'"%) = = sin(az).
—iz|_, iz 2

Tomemos ahora la funcién f(t) = e~. Su transformada de Fourier vendrs dada por

A =

00 0 00
f(t)e_“zdt:/ ete_itzdt+/ e te " dt
oo —00 0
0 oo
_ / e(lfiz)tdt + / 67(1+iz)tdt
—00 0
B p(1=i2)t 70 . e—(14iz)t 7%
N 1—iz|_ 1+z |,

1 1 2

1—iz+1+iz—z2+1'

2.2. Propiedades basicas
Al igual que la transformada de Laplace, la transformada de Fourier tiene unas propiedades

bésicas que permiten operar con ella con més facilidad. Las enumeramos a continuacién suponiendo
siempre buenas condiciones de convergencia de las funciones implicadas.
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2.2.1. Linealidad

Dadas dos funciones f y ¢g y dos nimeros «, 3 se verifica que

Flaf + Bgl(z) = aF[f](z) + BFg](2).

La prueba de esta propiedad viene directamente de la linealidad de la integral de la siguiente forma

Flaf + Bgl(z) = /oo(af+ﬁg)() —itz gy

= / ft)e dt + 3 / Je it dt

= z) + BFgl(

Por ejemplo, si f(t) = h_,(t) — hy(t) + e"t‘, su transformada de Fourier vendrd dada por

FIE) = FIRNE) + FILIE) = Ssinfe2) + 5.

siendo f1(t) = h_o(t) — ha(t) y fo(t) = 7M.

La linealidad no puede aplicarse al calculo de f; del siguiente modo

Flhl(z) = Flh-al(z) = Flhal(2)

ya que las funciones h_, y h, no tienen transformada de Fourier.

2.2.2. Transformada de la derivada

Dada una funcién derivable a trozos, se tiene que

Flf1(z) = izF[f1(2).

La demostracion se hace con la férmula de integracion por partes del siguiente modo

— [f(t)e*izt]iooo +iz /_oo FO)e—dt — iz F[f](2),

ya que
lim |f(t)e™*| =0

t—+oo

para garantizar la convergencia.
En general, puede comprobarse que la derivada n—ésima se calcula como

FIfMN(z) = (i2)"F[f)(2).

Esta féormula, junto con la linealidad, tiene, al igual que ocurria con la transformada de Laplace,
utilidad potencial para la resolucién de ecuaciones diferenciales.
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2.2.3. Cambios de escala

Sea f una funcién y a un nimero real. Podemos calcular la transformada de Fourier de la funcién
g(t) = f(at), que puede verse como un cambio de escala en ¢, con la férmula

1
Flol(z) = FIf(at)|(2) = ~ Flgl(z/a).
Esta férmula es consecuencia del cambio de variable en la integral ya que
Flgle) = Flran)) = [ flane
at =s 1 > —izs/a 1
~ { i b s s = LA )
A modo de ejemplo, si suponemos que f(t) = el con b > 0, podemos calcular

FIAE) = FleM(z) = Fle(z)

1 1 2 2
= - 7‘t| = — =
p e G = e T e

2.2.4. Derivada de la transformada
La férmula para calcular la derivada de la trasnforma de Fourier de una funcién es

d

1= FIf1(2) = FItf0)](=).

Esta relacion es consecuencia de un cambio de orden en el cdlculo de limites ya que
LFNG) = [ meta= ) [ L we
dz S oo ‘ B N 4 ¢

= / f)(—it)e ™ dt = —i / tf(t)e "Fdt = —iF[tf(t)](2).

[e.o]

Vamos a aplicar esta formula al cdlculo de la transformada de Fourier de la funcién f(t) = e /2.
En primer lugar, la funcién f(¢) verifica el problema de condiciones iniciales

{ F() = ~tf (D),
f(0) =1

Por otra parte, transformando la ecuacién anterior tenemos que

= FIf1(2) = ~FlFO)) = ~is FIA(E),

por lo que F[f](z) satisface la ecuacién diferencial

d

ZFE) = —=F (),
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que tiene por solucién

Flfl(z) = ce %12,
Por otra parte, como

/ e dt =/

—00

tenemos que mediante un cambio de variable
/ e Rt = \2r
—00

y por tanto

fumn=c=/méﬁ“ﬁ=V%i

por lo que
Fl1(2) = V2me =,

—t2/2

es decir, la transformada de Fourier de e es ella misma salvo el factor multiplicativo /2.

2.2.5. Convolucién

Dadas dos funciones f y g con transformadas de Fourier F[f] y F[g], no se verifica que F[f - g] =
Flf] - Flg]. Vamos a buscar qué funcién h verificaria que Flh| = F[f] - F|g], es decir, c6mo puede
definirse h a partir de las funciones iniciales f y g. Para ello calculamos

A Fig) = [ e [ gt as
_ / : / Z F(D)g(s)e =) dids

= { tdj;i;xx } = /_OO /_oo f(x —s)g(s)e **dxds

_ / : l / : Flo— s)g(s)ds} ey,

por lo que hemos derivado formalmente' que

mwzjmf@—@m@@,

que se conoce con el nombre de producto de convolucién, denotado por

f@*mwz/ffu—@M$w.

Como veremos, esta férmula tiene aplicaciones en la resolucién de diferentes ecuaciones diferenciales.

! Auf hemos hecho un cambio en la integracién, es decir, una permuta de limites de la que no hemos probado su
validez.
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2.3. Transformada de Fourier inversa

Dada una funcién f sabemos c6mo obtener su transformada de Fourier de dicha funcién F[f].
Ahora bien, como en el caso de la transformada de Laplace a veces es necesario recorrer el camino
inverso, es decir, dada una funcién F'(z), jes posible encontrar una funcién real f tal que F[f] = F.
En términos de funcién inversa serfa la relacion f = F![F], donde F~![F] denota la transformada
inversa de Fourier.

Al tratarse de una transformda integral, no existird una tnica funcién verificando ser la trans-
formada inversa de F'(z). Sin embargo, en general la férmula de inversién establece que para una
funcién suficientemente buena la relacién

I - 1 [ [ ot s int
[ 1z I 1z 1z 21
10 =5 [ et =5 [ [ pwe e 21)
se verifica por lo que la transformada inversa de Fourier podria definirse como
1 [ ,
FUF|(t) = Dy /_OO F(z)e"*'dz.

En particular, las condiciones de Dirichlet establecen que si se verifica que

w2 f(B)]dt < oo,

= f tiene un muero finito de extremos relativos y un nimero finito de discontinuidades, todas
ellas evitables, en cada subintervalo compacto de la recta real,

entonces la férmula (2.1) se verifica en todos los puntos de continuidad de f. En los puntos de
discontinuidad x la integral valdria el promedio de f(z+) y f(z—).

Asi, por ejemplo, dada la funcién
2b

(2) = 22 + b2
se verifica que
FHUF|(t) =€, b > 0.

Por tratarse de una férmula integral, dicha funcién hereda las propiedades de la integracion, en
particular la linealidad

F Y aF + BG)(t) = «F [F|(t) + BF[G](1).

2.4. Relacién con la transformada de Laplace

Como sabemos, la transformada de Laplace de una funcién f : (0,00) — C se define como

Clf)(=) = / " Ftyedt,

que tendra validez en un dominio de definicién dado por Rez > «a para algin a real. Si a < 0, el
eje imaginario estard contenido en el dominio de definicién de la transformada de Laplace de f. En
particular, la integral

/ ft)e ™ dt, w e R,
0
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tendra sentido al ser finita.
Si consideramos f(z) = 0 definida como para todo z < 0, podemos calcular su transformada de
Fourier como

A = [ swea= [ e a
integral que tendra sentido para todo zéwR. Por lo tanto,ose tendrfa la igualdad
L[f(iw) = Flfl(w), w € R.
Consideremos por ejemplo la funcién f(t) = e~*, que como sabemos tiene transformada de Laplace

1
z+1

LIf](z) =

para todo z tal que Rez > —1. Si estendemos f como nula en valores negativos, es decir, definimos
g(t) = f(t)ho(t) siendo hg(t) la funcién de Heaviside, tendremos para todo nimero real w que

Flgl(w) = £17)(i) = ——.

2.4.1. Aplicacién a los sistemas estables

Si tenemos un sistema asintéticamente estable con funcién de transferencia 7'(z), sabemos que su
respuesta a una senal sinusuidal de la forma

Asin(wt + ¢)
viene dada por la expresién
z(t) = A|T(iw)|sin(wt + ¢ + arg T'(iw)),

pero T'(iw) es la transformada de Fourier. Esta funcién T'(iw) se conoce como funcién de transferencia
de frecuencias del sistema. En particular, para sistemas estables estos pueden verse como

Flyl(w) = T(iw) F[fl(w)

que relaciona la transformada de Fourier de la salida F[y|(w) con la de la entrada F[f](w).

2.5. Aplicacién a las ecuaciones en derivadas parciales

Consideremos la ecuacién del calor en una barra infinita

Up = Ugy, T ER, t >0,
u(0,z) = f(z), z € R.

Como vemos no hay condiciones de frontera y por tanto sélo existen condiciones iniciales. Para
resolver dicho problema tomamos la transformada de Fourier de la funcién u(t, x), para cada valor
fijo del tiempo t, es decir

Flult, ))(z) = / "t e da.

—00
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Entonces

Fluaa(t, )](2) = —2*Flult, ))(2),

y por la férmula de derivacién bajo el signo de la integral

Flus(t, N(z) = / " wnt p)e " da

d > —ixz _ d
- % . U(f,l’)G dx = dt]:[u(t,)](z),
por lo que la ecuancién u; = u,, se transforma en
d
=2 Flu(t,)](2) = 2 Flult, ))(2).

La condicién incial se transforma en
Flu(0,))(z) — / (0, 2)e " dz
= [ s@eian = A

por lo que tenemos el problema de condiciones iniciales
{ —z2.7-"[u(t, )](Z) = %f[u(t> )}(2)9 > 07
Flu(0,)](z) = F[f1(2),

que como sabemos del cdlculo de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias tiene por solucién

2

Flu(t, ))(z) = F[f()e™".

La solucién de la ecuacion la escribimos formalmente como

2

u(t, ) = f:[f[f](z)efz%](x) = f(@)«F e ()
- /_ Flz— ) F e ™ (s)ds.

Calculamos entonces F~'[e~*""](z) teniendo en cuenta que
F[e‘x2/2](z): 2me /2,
Partiendo de esta expresién y haciendo el cambio de escala y = x/v/2t tenemos que

f’[e*y2/2](z) _ F[67$2/2t](z) _ \/Q_tf.[efxzﬂ](z\/;t)
= \/%\/%6*(2@)2/2 — 2\/7%677:22,

por lo que

2 1 2
.,F_l —2°t _ —x /2t'
) = e

Entonces .

(&
2/t

—52/2td8

te) = [ -
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2.6. Ejercicios
1. Encontrar la transformada de Fourier de las siguientes funciones (a > 0):

cosx |x| <m/2,

@) ﬂ@:{ 0 |z|> /2
_J lz| < a,
) s@={

lz| > a.
_Ja—lz| x| <a,
¢) f($>—{ 0 1z| > a.
2. Calcular la convolucién f * f es los siguientes casos (a > 0):
[ 1 |z| <a,
o 0={g 5o
b 1) = bl

3. Calcular la transformada de Fourier inversa de la funcién F(z) = =" /(1 + 22).

4. Sig(t) = f(t — a), demostrar la férmula
Flgl(z) = e ™ F[f)(2).

5. Resolver el problema
Up = Ugg, T € R, >0,
u(0,2) = f(z), » € R,

donde:
a) f(x)=e "
1 |z| <a,
0 s@={ o [Se
¢) f(z) = ho(z) siendo hg la funcién de Heaviside.

6. Utilizar la transformada de Fourier para obtener la solucién formal del problema

Up = Upy + AUz, T € R, £ >0,
u(0,z) = f(z), z € R.

7. Utilizar la transformada de Fourier para obtener la solucién formal del problema

Upe T Uy, = 0, 7 E€R, 0 <y <1,
uw(z,0) =0, z € R,
uw(z,1) = f(x), z € R.
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