TEMA 5. PROCESOS ESTOCASTICOS

En el estudio de las variables aleatorias realizado hasta ahora se han explorado las car-
acteristicas aleatorias del fenémeno pero se ha mantenido una premisa por defecto, que esas
caracteristicas aleatorias permanecen constantes a través del tiempo. Al incluir en el estu-
dio la presencia de la variable deterministica tiempo se estd considerando que, de alguna
forma, la variable aleatoria depende del tiempo. En otras palabras, la variable aleatoria
dependeré del fenémeno probabilistico y del tiempo. En consecuencia, cualquier funcién que
se establezca en términos de la variable aleatoria, como lo son la funcién de distribucién o
la funcién de densidad, serdan también dependientes del tiempo.

Uno de los objetivos de este capitulo es construir un modelo que nos permita explicar la
estructura y preveer la evolucién, al menos a corto plazo, de una variable que observamos
a lo largo del tiempo. La variable observada puede ser econémica (I.P.C., demanda de un
producto, existencias en un determinado almacén, etc...), fisica (temperatura de un proceso,
velocidad del viento en una central edlica, concentracion en la atmdésfera de un contaminante,
etc..) osocial (nimero de nacimientos, votos de un determinado partido, etc..). Supondremos
a lo largo del tema que los datos se obtienen en intervalos regulares de tiempo (horas, dias,
anos,..) y el objetivo es utilizar la posible ”inercia” en el comportamiento de la serie con el
fin preveer su evolucién futura. Asi, una serie temporal serd una sucesion de valores de una
variable obtenidos de manera secuencial durante el tiempo.

5.1. Concepto de proceso estocastico.

Definicién Un proceso estocdstico es una coleccién o familia de variables aleatorias {Xj,
con t € T}, ordenadas segtin el subindice ¢ que en general se suele identificar con el
tiempo.

Por tanto, para cada instante ¢ tendremos una variable aleatoria distinta representada
por X;, con lo que un proceso estocastico puede interpretarse como una sucesion de vari-
ables aleatorias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo. Por ejemplo, si
observamos sélo unos pocos valores de ¢, tendrfamos una imagen similar a la de la figura
siguiente:

Xt




en la que se representa para cada t la funcién de densidad correspondiente a X;. Aunque
en la figura se han representado unas funciones de densidad variables, un proceso estocds-
tico no tiene por que presentar esas diferencias en la funcién de densidad a lo largo del
tiempo. Como més adelante se comentard presentan un especial interés aquellos procesos
cuyo comportamiento se mantiene constante a lo largo de t.

A los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria se le denominaran estados,
por lo que se puede tener un espacio de estados discreto y un espacio de estados continuo.
Por otro lado, la variable tiempo puede ser de tipo discreto o de tipo continuo. En el caso del
tiempo discreto se podria tomar como ejemplo que los cambios de estado ocurran cada dfa,
cada mes, cada ano, etc.. En el caso del tiempo continuo, los cambios de estado se podrian
realizar en cualquier instante.

Por tanto, dependiendo de cémo sea el conjunto de subindices T" y el tipo de variable
aleatoria dado por X; se puede establecer la siguiente clasificacién de los procesos estocésti-
COS:

e Si el conjunto 7' es continuo, por ejemplo R*, diremos que X; es un proceso estocéstico
de parametro continuo.

e Si por el contrario T es discreto, por ejemplo N, diremos que nos encontramos frente a
un proceso estocastico de pardmetro discreto.

e Si para cada instante ¢ la variable aleatoria X; es de tipo continuo, diremos que el
proceso estocéstico es de estado continuo.

e Si para cada instante ¢ la variable aleatoria X; es de tipo discreto, diremos que el
proceso estocéastico es de estado discreto.

t Discreto t Continuo

Proceso de estado discreto

y tiempo discreto (Cadena)
(Unidades producidas mensualmente
de un producto)

Proceso de estado discreto
X Discreta

y tiempo continuo (Proc. Saltos Puros)
(Unidades producidas hasta el instante t)

Proceso de estado continuo Proceso de estado continuo

X Continua | Y fi€mpo discreto o Y tzempo continuo (?mceso Continuo)
(Toneladas de produccién diaria de (Velocidad de un vehiculo en
un producto) el instante )

Una Cadena es un proceso estocdstico en el cual el tiempo se mueve en forma discreta
y la variable aleatoria s6lo toma valores discretos en el espacio de estados. Un Proceso de
Saltos Puros es un proceso estocastico en el cual los cambios de estados ocurren en forma
aislada y aleatoria pero la variable aleatoria sélo toma valores discretos en el espacio de
estados. En un Proceso Continuo los cambios de estado se producen en cualquier instante
y hacia cualquier estado dentro de un espacio continuo de estados.

Como un ejemplo de una Cadena, considere una maquina dentro de una fabrica. Los
posibles estados para la médquina son que esté operando o que esté fuera de funcionamiento
y la verificacién de esta caracteristica se realizara al principio de cada dia de trabajo. Si
hacemos corresponder el estado ’fuera de funcionamiento’ con el valor 0 y el estado ’en
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operacion’ con el valor 1, la siguiente figura muestra una posible secuencia de cambios de
estado a través del tiempo para esa maquina.

ESTADO
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Para el caso de los Procesos de Saltos Puros se puede considerar como un ejemplo una
senal telegrafica. So6lo hay dos posibles estados (por ejemplo 1y -1) pero la oportunidad
del cambio de estado se da en cualquier instante en el tiempo, es decir, el instante del cambio
de estado es aleatorio. La siguiente figura muestra una senal telegréfica.

PFroceso de la vefal telegrafica aleatorla
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Como un ejemplo de un Proceso Continuo, se puede mencionar la senal de voz vista
en la pantalla de un osciloscopio. Esta senal acistica es transformada en una senal eléctrica
analégica que puede tomar cualquier valor en un intervalo continuo de estados. La figura
siguiente muestra una senal de voz la cual estd modulada en amplitud.
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5.2. Procesos de Estado Discreto.

En el caso de procesos estocdsticos con espacio de estados discreto, una secuencia de variables
que indique el valor del proceso en instantes sucesivos suele representarse de la siguiente
manera;

{Xo =20, X1 =T1,..., Xpo1 = Tp1, X = ﬂﬁn}

en la que cada variable X;, ¢ = 0,...,n, tiene una distribucién de probabilidades que, en
general, es distinta de las otras variables aunque podrfan tener caracteristicas comunes.

El principal interés del estudio a realizar en el caso discreto es el cédlculo de probabilidades
de ocupacion de cada estado a partir de las probabilidades de cambio de estado. Si en el
instante n — 1 se estd en el estado x,,_1, jcon qué probabilidad se estard en el estado x,, en
el instante siguiente n?. Esta probabilidad de denotard como:

P (Xn = xn/anl = xnfl)

A este tipo de probabilidad condicionada se le denomina probabilidad de transicién
o de cambio de estado. A las probabilidades del tipo P (X, = z,) se les denomina
probabilidades de ocupacién de estado.

Otro tipo de probabilidad de interés es la de ocupar un cierto estado en un instante n,
dado que en todos los instantes anteriores, desde n = 0 hasta n — 1, se conoce en qué estados
estuvo el proceso. Esto se puede escribir como:

P (Xn = xn/XO =20, X1 =21, ..., Xy = $n—1)

Noétese que esta probabilidad depende de toda la historia pasada del proceso, mientras
que la probabilidad de transiciéon depende tinicamente del estado actual que ocupe el proceso.

Propiedad de Markov: Se dice que un proceso cumple la propiedad de Markov cuando
toda la historia pasada del proceso se puede resumir en la posicién actual que ocupa el proceso
para poder calcular la probabilidad de cambiar a otro estado, es decir, se cumple la propiedad
siguiente:

P(Xn = xn/XO = l’o,Xl = T, ---vXn—l = xn—l) = P(Xn = xn/Xn—l - xn—l)

Aquellas Cadenas que cumplen la propiedad de Markov se llaman Cadenas de Markov.
Otra manera de denotar a las probabilidades de transicién es de la forma siguiente:

P (X, =j/Xn1=1)=pij(n)

Una propiedad interesante que puede tener una Cadena es que los valores p;;(n) no de-
pendan del valor de n. Es decir, las probabilidades de cambiar de estado son las mismas
en cualquier instante. Esta propiedad indica que las probabilidades de transiciéon son esta-
cionarias.

Cadenas de Markov

Considere un equipo de computacion el cual serd revisado al inicio de cada dfa para verificar
si estd operativo o si estd danado. El diagrama de estados de la siguiente figura muestra
los dos posibles estados del proceso y las relaciones que se deben cumplir para pasar de un
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estado al otro. Asi, con probabilidad PO-D se pasa del estado operativo al estado danado;
ésta es una probabilidad de transicion o de cambio de estado. En el caso de que el valor
de la probabilidad anterior no cambie a través del tiempo y, esto se repite para todas las
probabilidades involucradas en la figura, se dice que la Cadena es estacionaria.

PD-D
DANADO

DO

Poo
‘ OFERATIVO

Si en un dfa cualquiera el ordenador estd danado al comenzar el dia, sélo puede ocurrir
una de dos cosas para el inicio del siguiente dia: que siga danado (con probabilidad PD-
D) o que haya sido reparado en ese dia (con probabilidad PD-O). Por otro lado, si en un
dia cualquiera el ordenador estd funcionando correctamente al comenzar el dia, sélo puede
ocurrir una de dos cosas para el inicio del siguiente dia: que se dafie (con probabilidad PO-
D) o que se mantenga operativo (con probabilidad PO-O). Estos son los tinicos eventos que
pueden ocurrir.

Si se define una variable aleatoria X,, como el estado del ordenador al inicio del dia n,
se podrfan asignar los valores 0 y 1 a los posibles estados ’danado’ u ’operativo’, respectiva-
mente.

Otra pregunta de interés es, jcon qué probabilidad el estado del computador en el dia n
es ’operativo’7; ésta es una probabilidad de ocupacion de estado. Esa probabilidad se denota
como P(X, = 1) o también m,(1). De igual forma, la probabilidad, por ejemplo, de que el
computador esté daniado en la primera oportunidad de ser observado serd mo(0).

Utilizando la nomenclatura descrita anteriormente, se puede escribir:

P(X,11=1/X,=0) = p=P (X1 =0/X,=0)=1-p

Estos datos se podrfan resumir en una matriz que se llama matriz de probabilidades de
transicién o matriz de transicién de estados.

P(Xp1=0/X,=0) P(Xp1=1/X,=0 1—
P”:(PEXml:();Xn:l% PEXnH:l;Xn:l;):( qp 1£q)

En general, consideremos una cadena de Markov con k estados posibles sq, So, ..., S§ ¥
probabilidades estacionarias. Para ¢ = 1,2,3,...,ky j = 1,2,3, ..., k, denotaremos por p;;
a la probabilidad condicionada de que el proceso esté en el estado s; en un determinado
momento si estuvo en el estado s; en el momento inmediatamente anterior. Entonces la
matriz de transicién de la cadena de Markov se define como una matriz cuadrada
k x k de la siguiente forma:

P11 P12 - Dik

P21 P22 - Do
P = . . .

Pkl Prk2 - Dkk

)



El elemento en la fila 4, columna j, p;; = P (X, = s;/X,—1 = $;), representa la probabil-
idad de transicién de un paso.

El usar esta representacién en forma matricial nos facilita el cémputo de las probabili-
dades de transicién en mas de un paso. En general P x P = P? corresponde a las probabili-
dades de transicién en dos pasos, y P3, P4, ..., P™, ... corresponden a las probabilidades de
transicion en 3, 4, ..., m pasos respectivamente. De hecho, la matriz P™ se conoce como la
matriz de transicién en m pasos de la cadena de Markov.

Distribucién Inicial de la Cadena.

En ocasiones no se conoce a ciencia cierta la ubicacién del proceso en el instante inicial.
Esta ocupaciéon podria presentarse en forma probabilistica como un vector de ocupacién
inicial 7ry. Este vector tiene como componentes la probabilidad de ocupar cada uno de los
estados en el instante inicial, es decir, los términos mo(j), para cada estado 7 = 1,2, ..., k.

Ty = (7'('0(].), 7T0(2), 7T0(3), ceey Wo(kﬁ))

con: .
m(j) 20, Y m(j)=1
j=1

Distribucién de las probabilidades de ocupacién de estados de la Cadena en
un instante cualquiera.

Al igual que para el instante inicial, se puede definir un vector de ocupacién de estado
para cada instante n. Se le llamars 7r,,. Este vector tiene como componentes la probabilidad
de ocupar cada uno de los estados en el instante n:

T = (T (1), m0(2), T (3), ..., T (K))

COI1:
k

m(5) 20, Y m(j) =1

j=1
En general se tiene la siguiente relacion:

k k
m(j) = P(Xo =§) =Y P(Xo=1i)-P(Xp=j/Xo=1) =Y mo(i) - P(Xp = j/Xo =)
i=1 i=1
que matricialmente se escribe:
T, = T P"

Ejercicio Después de mucho estudio sobre el clima, hemos visto que si un dia estd soleado,
en el 70% de los casos el dia siguiente continua soleado y en el 30% se pone nublado.
También nos fijamos en que si un dia estd nublado, la probabilidad de que esté soleado
el dia siguiente es 0.6 y la probabilidad de que se ponga nublado es 0.4. Ademds, si
un dfa estd soleado la probabilidad de que continte soleado el dfa siguiente es 0.7 y la
probabilidad de que al dia siguiente esté nublado es 0.3. Entonces:

a) Construir la matriz de transicién de la cadena.
b) Obtener la matriz de transicién tras dos dias.

¢) Si hoy estd nublado, jcuédl es la probabilidad de que esté nublado tres dias después?.



Procesos de Saltos Puros

En este caso, el proceso sigue siendo discreto en estados pero la gran diferencia es que
los cambios de estado ocurren en cualquier instante en el tiempo (tiempo continuo). Hemos
apuntado anteriormente que un ejemplo tipico de procesos de saltos puros es la senal telegra-
fica.

Otros ejemplos de procesos de saltos puros son los siguientes:

Definicién Un proceso estocdstico en tiempo continuo {N(t),t > 0} se dice que es un Pro-
ceso de Conteo si representa el niimero de veces que ocurre un suceso hasta el instante
de tiempo t.

En particular, se tiene que N(t) € N, y N(s) < N(t) Vs < t.

Definicién Un proceso de conteo se dice que es un Proceso de Poisson homogéneo de
tasa A > 0, si:

1. N(0)=0

2. N(t1) — N(to), N(t2) — N(t1), ..., N(t,) — N(t,—1) son variables aleatorias inde-
pendientes (proceso de incrementos independientes).

3. N(t+s)— N(s) ("N° de sucesos que ocurren entre el instante s y el instante ¢ + s)
sigue una distribucién de Poisson de pardmetro At.

El proceso de Poisson se utiliza basicamente para modelar los llamados procesos de colas.
En ellos se pueden incluir muchos procesos: coches que llegan al peaje de una autopista,
clientes que llegan a un banco, peticiones que llegan a un servidor de Internet, llamadas que
pasan por una centralita, etc.

Consideremos, por ejemplo, el caso de un servidor de Internet. Queremos estudiar las
peticiones que va recibiendo este servidor. Podemos suponer que las peticiones llegan de
una en una. Si llamamos N(t) al nimero de peticiones que ha recibido el servidor hasta el
instante t, encontramos que una posible realizacion de este proceso sera del tipo:

Proceso de Polsyon
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donde S(1) indica el instante en que llega la primera peticién, S(2) indica el instante en
que llega la segunda y, en general, S(i) indica el instante en que llega la i-ésima. Este es un
ejemplo de un proceso que se puede representar utilizando el proceso de Poisson.

Tiene algunas caracteristicas fundamentales:

e Para cada instante ¢, N(t) seguird una distribucién de Poisson de pardmetro At.

e Las diferencias entre los tiempos de llegadas consecutivas siguen una distribucién expo-
nencial de pardmetro A, es decir, S(i + 1) — S(i) siguen una exponencial de pardmetro
A

5.3. Procesos de Estado Continuo.

Realizacién de un Proceso Estocastico: Series temporales.

Un concepto que debe ser definido es el de realizacién: una realizacién de una experiencia
aleatoria es el resultado de una repeticion de esa experiencia. Asi, en la experiencia aleatoria
”lanzar una vez un dado” una realizacién serfa el cinco que nos ha salido en ese tinico
lanzamiento. En ese caso, la realizacién se reduce a un dnico nimero {X}. Si repetimos la
experiencia, obtendremos otra realizaciéon distinta. En una experiencia bidimensional, por
ejemplo la identificacién de unos individuos a través de su peso y su estatura, un realizacién
serfa el resultado obtenido al tomar un individuo al azar y medir en ¢l ambos pardmetros.
Ahora la realizacién es una pareja de nimeros {X;, X»}. En una experiencia n-dimensional
tendrfamos andlogamente un grupo de n valores {Xj, ...., X,,} vy, siguiendo con la analogia,
en un proceso estocdstico tendriamos un grupo de infinitos valores {X;}, con ¢t € ©.

Veamos un ejemplo de realizacién de un proceso estocéstico. Consideremos que estamos
interesados en estudiar cémo evoluciona la temperatura en un punto P de un motor durante
una hora de funcionamiento del mismo a régimen constante. Podemos considerar que la
variable “temperatura instantdnea en ese punto P” es un proceso estocastico continuo de
pardmetro continuo. Si realizamos la experiencia una vez obtendremos una gréfica temporal
de la evolucién de la temperatura: esa gréfica (o los valores numéricos asociados) es una
realizaciéon del proceso estocdstico. Si repetimos la experiencia en las mismas condiciones
obtendremos otra realizacién, representada por otra gréfica o por sus correspondientes re-
sultados numéricos.



Por tanto, una realizaciéon de un proceso estocdstico es una sucesién de infinitos valores de
una cierta variable a lo largo del tiempo. Si ¢ tiene una consideracién continua obtendremos
una representacién continua , mientras que si t es discreto obtendremos una sucesién de
puntos.

Si recordamos la definicién de serie temporal que dimos en la introduccién, ”una serie
temporal serd una sucesién de valores de una variable obtenidos de manera secuencial durante
el tiempo”, la unica diferencia que hay entre ellas radica en que la realizacién consta de
infinitos elementos y la serie temporal de un nimero limitado. Asi, desde el punto de vista
de los procesos estocdsticos, diremos que

Definicién: Una serie temporal es una realizacién parcial de un proceso estocdstico de
pardmetro tiempo discreto.

Por tanto, la teoria de los procesos estocdsticos serd de aplicacién a las series temporales.
No obstante, nos encontraremos con una fuerte restriccion que radica en el hecho de que en
muchas series temporales, ellas son la tnica realizacién observable del proceso estocastico
que las ha generado (por ejemplo, la serie de turistas que visitan Espana mes a mes, o la
unidades producidas diariamente en una factorfa, etc.). Esto, en general nos colocard, cuando
queramos deducir las caracteristicas del proceso a partir de las de la serie, en una situacién
hasta cierto punto similar a la que tendriamos al intentar describir la composicién de una
urna en base a una unica bola extraida. Tal problema, que parece insalvable, requerird que
apliquemos una serie de restricciones e hipétesis al tipo de proceso que queramos analizar.

Caracteristicas de un proceso estocastico.

Del mismo modo que en una variable unidimensional X, podemos calcular su media,
su varianza y otras caracteristicas, y en variables n-dimensionales obtenemos un vector de
medias, matriz de covarianzas, etc., en un proceso estocdstico podemos obtener algunas
caracterfsticas que describen su comportamiento: medias, varianzas y covarianzas. Puesto
que las caracteristicas del proceso pueden variar a lo largo de ¢ estas caracteristicas no seran
pardametros sino que serdn funciones de t. Asf:



Definicién: Llamaremos funcién de medias del proceso a una funcién de ¢ que proporciona
las medias de las distribuciones marginales para cada instante ¢

pe = E(X¢)

Definicién: Llamaremos funcion de varianzas del proceso a una funcién de ¢t que propor-
ciona las varianzas de las distribuciones marginales para cada instante ¢

o = Var(X;)

Definicién: Llamaremos funcion de autocovarianzas del proceso a la funcién que propor-
ciona la covarianza existente entre dos instante de tiempo cualesquiera:

Cou(t,s) = Cov(s,t) = Cov(Xy, Xs)

y por ultimo,

Definicién: Llamaremos funcion de autocorrelacion a la estandarizacion de la funcién de
covarianzas:

~ Coul(t, s)

pt,s
O0¢0s

En general, estas dos tltimas funciones dependen de dos pardametros (dos instantes).
Una condicién de estabilidad que aparece en muchos fenémenos es que la dependencia sélo
dependa, valga la redundancia, de la "distancia” entre ellos y no del instante considerado.
En estos casos tendremos:

Cov(t,t+j) =Cou(s,s+j)=r; j=0,£1,£2 ..

Por otro lado, si estudiamos casos concretos como la evolucién de las ventas de una
empresa o la concentracién de un contaminante, sélo disponemos de una tunica realizacion
y aunque el proceso estocdstico exista, al menos conceptualmente, para poder estimar las
caracteristicas ”transversales” del proceso (medias, varianzas, etc..) a partir de la serie es
necesario suponer que estas permanecen "estables” a lo largo de ¢. Esta idea nos conduce a
lo que se entiende por condiciones de estacionariedad de un proceso estocastico (o de una
serie temporal).

Procesos estocasticos estacionarios.

En una primera aproximacion, llamaremos estacionarios a aquellos procesos estocasticos
que tengan un comportamiento constante a lo largo del tiempo. Si buscamos el correspon-
diente comportamiento de las series temporales asociadas a esos procesos, veremos gréficas
que se mantienen en un nivel constante con unas pautas estables de oscilacién. La sigu-
iente figura muestra un ejemplo de serie estacionaria, realizacién de un proceso estocdstico
estacionario.
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En la practica del anélisis de series encontraremos series con problemas de estacionariedad
que afecten a cualquiera de sus pardmetros bésicos, siendo los que mas suelen afectar al pro-
ceso de anadlisis las inconstancias en media y varianza. En las siguientes figuras se muestran
dos ejemplos de series no estacionarias, la primera en media y la segunda en varianza.

Definicién: Diremos que un proceso es estacionario en sentido estricto si al realizar un
mismo desplazamiento en el tiempo de todas las variables de cualquier distribucién
conjunta finita, resulta que esta distribucién no varia, es decir:

F(Xiy, Xigy s Xi,) = F( Xy Xigrjy ooy Xitg)

1)

para todo conjunto de indices (i1, 42, ...,7,) y todo j.

Esta condicién resulta bastante restrictiva y por consiguiente se adoptan otras un poco
mas " débiles”

Definicién: Diremos que un proceso estocédstico es estacionario en sentido débil si mantiene
constantes todas sus caracteristicas lo largo del tiempo, es decir, si para todo ¢ :

Lo =p
2. 07 =o0?

3. Cov(t,t+j)=Couv(s,s+j)=r; J=0,£1,£2 ...

Nota.-

En algunos libros este tipo de estacionariedad recibe el nombre de estacionariedad en
sentido amplio o estacionariedad de sequndo orden. Por otro lado si sélo exigimos que la
funcion de medias sea constante se dird que el proceso es estacionario de primer orden
o en media. Por dltimo, indicar que la estacionariedad en sentido débil no garantiza la
estacionariedad, ahora bien bajo la suposicion de normalidad de las variables si se verifica
esta iqualdad.
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Es inmediato probar que si un proceso es estacionario en sentido débil la funcién de
autocorrelacion viene dada por:

RS R
& Yo O°
Obviamente esta funcién es simétrica (p; = p_;) y sélo dependerd de la distancia o

retardo entre los instantes de tiempo o también llamado ”decalaje” . Asf:

Definicién: Se denomina funcion de autocorrelacion simple (acf) a dicha funcion:

_

a Yo o2
y la representacion grifica en forma de diagrama de barras de sus valores recibe el
nombre de correlograma.
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Observar que el correlograma, tal y como se ha definido, sélo tiene sentido para series
estacionarias.

Proceso de ruido blanco.

Un proceso estocdstico que emplearemos con frecuencia en los apartados siguientes es
el llamado proceso de ruido blanco. Se trata de un proceso estacionario &; que cumple las
siguientes caracteristicas:

e F(g)=0

o Var(s;) = o?

o Cov(ees) =0sit#s

Podemos interpretar un ruido blanco como una sucesién de valores sin relaciéon alguna
entre ellos, oscilando en tomo al cero dentro de un margen constante. En este tipo de
procesos, conocer valores pasados no proporciona ninguna informacién sobre el futuro ya
que el proceso es ”puramente aleatorio” y por consiguiente ”carece de memoria”

Una de las caracteristicas principales de un proceso estocdstico es su correlograma y
en el caso del proceso de ruido blanco no puede ser més sencillo: puesto que las variables
correspondientes a distintos instantes estdn incorreladas, todos los coeficientes de correlacién
serdn 0 salvo el correspondiente a un retardo 0 que sera 1.
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Modelos Auto-Regresivos de orden p, AR(p).

Al tratar de representar la influencia que hechos pasados tienen sobre el presente (y
en consecuencia sobre el futuro) de un proceso estocdstico, podemos considerar diferentes
expresiones alternativas. Una de ellas consiste en colocar el valor actual del proceso como
dependiente de modo lineal de valores pasados del propio proceso, mdas una perturbacion
aleatoria, que supondremos normalmente distribuida, que evite que el modelo sea
determinista:

Xt =0 + alXt,1 + G/QXt,Q + ...+ apXt,p + Et (1)

donde 6 representa una constante.

A esta formulacién la llamaremos autorregresiva, pues en la misma expresion se aprecia
el porque de la denominacién: de algin modo es un modelo de regresién del proceso sobre
si mismo.

Si observamos el modelo propuesto en (1), si lo consideramos estacionario, con E(X;) = u,
se tiene que:

)
p="0(14ap+ agp+ ...app) = p = N
—ap —az —.. —Qp

por consiguiente, para que exista la media, necesitamos que:
a1+a2—|—..+ap7é1

Sin perder generalidad, en el desarrollo del apartado supondremos que el proceso estd cen-
trado, esto es, 6 = 0.

Un elemento que resulta de gran interés en estudio de estos modelos procesos lineales es el
llamado operador retardo B. Tal operador actia sobre un término de un proceso estocéastico
reduciendo el ndice temporal en una unidad:

BX,=X,,=DB"X,=X,,
y por tanto, un proceso autorregresivo puede expresarse en la forma:
et =(1—aB—ayB*— ... — a,B") X,

Consideremos la expresién autorregresiva antes definida. En principio, no hay nada que
nos limite el nimero de periodos del pasado que influyen en el valor actual del proceso, sin
embargo tal planteamiento (probablemente cierto en términos tedricos) provoca problemas
no justificables por las ventajas précticas obtenidas: el hecho de tener que estimar infinitos
coeficientes de regresion no se justifica cuando en la préctica se observa que sélo los periodos
mds recientes tienen influencia significativa en el valor actual del proceso. Con ello, la
expresién anterior se trunca, dejando el valor actual dependiente de los tltimos p valores del
proceso, mas una perturbacion aleatoria:

gt — (1 — alB — CLQ.B2 — .. — CLpo)Xt

Un proceso de estas caracteristicas se denomina proceso autorregresivo de orden p AR(p).
Si denotamos por a,(B) = 1—a; B—asB?*—...—a,B?, al llamado polinomio caracteristico del
proceso obtenemos, el siguiente resultado que nos garantiza la estacionariedad del proceso.

13



Proposicién: La condicién necesaria y suficiente para que un proceso AR(p) sea esta-
cionario es que las raices de su polinomio caracteristico estén fuera del circulo unidad
del plano complejo.

Determinacién del orden y de los parametros del modelo AR.
Los dos problemas fundamentales que nos presentan los procesos autorregresivos son:
e Determinacién del grado p del polinomio autorregresivo.

e Una vez fijado este, determinar los pardmetros a; del modelo.

Determinaciéon de los parametros del modelo
En esta seccién nos centraremos en la segunda de las cuestiones. Asi, si consideramos un
proceso AR(p):
X=X+ aXi o+ .. +ap,Xp p+e (2)

multiplicando por X;_; y tomado esperanzas
E(X: X j) = E(Xi 1 Xi— ;) + aaB( X2 Xi—j) + .. + 0, E( X3, Xi ) + E(ee Xy—j)  (3)
para j = 0 al ser la funcién de autocovarianzas simétrica se tiene:
Yo = a171 + ag¥2 + ... +apYp + oe?
puesto que al ser E(g,6,—;) = 0 para j > 0 se tiene (sin mas que aplicar de manera recursiva

(2)) E(e,X;—;) = o£2. Por otro lado, dividiendo en (3) por v es fdcil probar que la funcién
de autocorrelacién asociada al proceso debe verificar la misma ecuacién en diferencias:

pj = aipj—1+aspj_o+ ...+ appj—p J>0

Particularizando la ecuacién anterior para j = 1, 2..., p se obtiene un sistema de ecuaciones
que relaciona las p primeras autocorrelaciones con los pardmetros del proceso. Llamaremos
ecuaciones de Yule-Walker al sistema:

P11 = ax -+ az 01 + ...+ QpPp—1
pj = aip1+ GgpP2... + Appp—2

pj = Qipp—1+ Q2Pp—2 T ... T ap
llamando:
a' = (a1, az, ...,ap) P = (p1,p2; -, Pp)

1 P1 Tt Pp-1



el sistema anterior se escribe matricialmente:

p=R-a=a=R'p
por consiguiente, los valores de los pardmetros a se pueden obtener una vez estimada la
matriz de autocorrelaciones de orden p.
Veamos que el modelo de Yule-Walker nos da estimadores 6ptimos segiin minimos cuadra-
dos de los coeficientes a; a partir de un conjunto términos observados de la serie. Asi, si
consideramos un proceso AR(p):

Xt = CLlXt_l + CLQXt_Q + ...+ apXt_p + &4
a partir de n valores observados de la serie, x1, xo, ..., Z,, los residuos e; vendran dados por:
et = oy — (1241 + Q20 + ... + ApTy_p) = Ty — Ty

donde por z; denotamos el valor estimado de la serie.

Con el fin obtener los estimadores 6ptimos de los pardmetros segiin minimos cuadra-
dos, calcularemos las derivadas parciales respecto de a; . Igualando estas parciales a cero,
obtenemos las llamadas ecuaciones normales del modelo:

p n n
Z Qg Z LTi—pLi—5 = Z Lili—j ] = ]_, 2, ...p
i=1

k=1 =1

Si denotamos por:
n
Pr—j = Pj—k = E Ti—kTi—j
i=1

el sistema anterior se transforma en:

p

D ak- Py =iy j=12,.p
k=1

que se corresponden con las ecuaciones de Yule-Walker donde se ha sustituido las correla-
ciones tedricas por sus estimaciones.

Determinacién del orden de la autorregresion.

Determinar el orden de un proceso autorregresivo a partir de su funcién de autocor-
relacion es dificil. En general esta funcién es una mezcla de decrecimientos exponenciales y
sinusoidales, que se amortiguan al avanzar el retardo, y no presenta rasgos facilmente iden-
tificables con el orden del proceso. Para resolver este problema se introduce la funcién de
autocorrelaciéon parcial.

Si comparamos un AR (1) con un AR(2) vemos que aunque en ambos cada observacién
estd relacionada con las anteriores, el tipo de relacién entre observaciones separadas dos
periodos, es distinto. En el AR(1) el efecto de X, 5 sobre X;, es siempre a través de X; 4,
y no existe efecto directo entre ambas. Conocido X; 1, el valor de X;_5 es irrelevante para
prever X;, Esta dependencia puede ilustrarse:

AR(].) . Xt_3 — Xt_g — Xt—l — Xt
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Sin embargo, en un AR(2) ademés del efecto de X; 5 que se transmite a X;, a través de
X;_1, existe un efecto directo de X;_s, sobre X;, Podemos escribir:

r _ m
AR(2) : Xt_g — Xt—2 — Xt—l — Xt
I -

La funcién de autocorrelacién simple tiene sélo en cuenta que X;, y X; o estdn rela-
cionadas en ambos casos, pero si medimos la relaciéon directa entre X; y X; o, esto es,
eliminando del efecto total debido a X; i, encontraremos que para un AR(1) este efecto es
nulo y para un AR(2) no.

En general, un AR(p) presenta efectos directos de observaciones separadas por 1, 2,
..., p retardos y los efectos directos de las p + 1, ... son nulos. Esta idea es la clave
para la utilizacién de la funcién de autocorrelacién parcial, entendiendo el coeficiente de
autocorrelacion parcial de orden k como una medida de la relacién lineal entre observaciones
separadas k periodos con independencia de los valores intermedios. Llamaremos funcién de
autocorrelacion parcial (fap) a la representacion de los coeficientes de correlacion parcial en
funcién del retardo. De esta definicién se deduce que un proceso AR(p) tendré los p primeros
coeficientes de autocorrelacién parcial distintos de cero, y por tanto, en la fap el nimero
de coeficientes ”significativamente” distintos de cero indica el orden del proceso AR. Esta
propiedad va a ser clave para identificar el orden de un proceso autorregresivo.
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