Tema, 7. Contrastes de Hipdtesis

7.1. Conceptos basicos
Uno de los problemas comunes en inferencia consiste en contrastar una hipétesis estadistica.

Ejemplo: El fabricante de un determinado tipo de piezas asegura que la resistencia promedio
de sus piezas es de 5 Newton. ;Podemos desmentir su afirmacién?.

La forma de plantear el contraste del ejemplo es la siguiente:

H()Z ,LL:5
Hli /L?é5

donde p representa la resistencia promedio de las piezas.

Evidentemente, para tomar una decisiéon al respecto (desmentir o no la afirmacién) ten-
dremos que basarnos en los datos de una muestra. Pero, ;cémo hacerlo?

Parece 16gico establecer una regla del siguiente tipo: Si para una muestra de piezas se obtiene
una resistencia promedio (media aritmética) que difiere mucho de 5, entonces concluiremos que
el fabricante miente; en caso contrario, nos creeremos su afirmacién.

Sin embargo, nos encontramos con un problema, jcudndo se considera que la media de
una muestra ”difiere mucho” del valor p = 57 ;T = 4.5 difiere mucho de 57 Para responder
a esta cuestion debemos hacer uso de la Teorfa de Probabilidades. Veamos cémo formalizar
estadisticamente la idea anterior.

Hipétesis nula e hipétesis alternativa

En todo contrastes de hipétesis se plantea una hipétesis nula (Hy) y una hip6tesis alternativa
(Hr).

Definicién: Llamaremos hipétesis nula (Hy) a la hipétesis que se supone cierta de partida,
y llamaremos hipétesis alternativa (H;) a la que reemplazara a la hipétesis nula cuando
ésta es rechazada.

Debemos tener en cuenta que, a la hora de plantear un contraste, siempre existe una hipétesis
que se supone cierta (hipdtesis Hy), bien por experiencias pasadas o bien por interés. En el
ejemplo que estamos manejando, se supone que el fabricante estd en lo cierto, es decir, que la
resistencia promedio de las piezas es u = 5.

Objetivo: En base a los datos de una muestra, debemos decidir si aceptamos la hipétesis Hy
como verdadera o si por el contrario debe ser rechazada.

Por tanto, la realizacién de un contraste de hipdtesis no consiste en dicidir cudl de las
dos hipétesis (Hy 6 Hy) es mds creible, sino en decidir si la muestra proporciona o no suficiente
evidencia para descartar H,.

Como ejemplo ilustrativo que muestra la correcta intrepretacion de un contraste de hipotesis
asf como la diferencia entre las hipétesis Hy y Hy, podemos usar el siguiente: En un juicio, "el
acusado siempre es inocente salvo que se demuestre lo contrario”:

Hy : El acusado es inocente
H, : El acusado es culpable

Mientras no tengamos suficiente evidencia para aceptar H; tendremos que creernos que Hy es
clerta.



Ejemplo: Si en el contraste
HO D= 5)
Hy: p#b

aceptamos Hy, s6lo podemos decir que no tenemos suficiente evidencia para asegu-
rar que el fabricante nos engana, asi que debemos creer su afirmacién p =5 (puede
que nos engane o puede que no), mientras que si aceptamos H;, estaremos bastante
seguros de que el fabricante nos engana, i # 5.

Por tanto:

e Se ”acepta Hy” si los resultados proporcionados por la muestra no contradicen la suposi-
cién de H,.

e Se "rechaza H,” si los resultados proporcionados por la muestra son poco probables bajo
la suposiciéon de Hy.

Decisiones y Tipos de Error
Cuando llevamos a cabo un contraste de hipétesis sélo existen dos decisiones posibles:
e Aceptar Hy, (y por tanto rechazar H;).

e Rechazar Hy, (y por tanto aceptar Hy).

Como ya se ha indicado, la decisién a tomar se basa en los datos de una muestra. Ahora
bien, cuando tomamos la decisién, podemos cometer dos errores:

e Rechazar H, cuando realmente es cierta (Error Tipo I — jjMuy peligroso!!)

P (Error Tipo I) = P (Rechazar Hy| Hy es cierta) = «

e Aceptar Hy cuando realmente es falsa (Error Tipo II — No tan peligroso)

P (Error Tipo II) = P (Aceptar Hy| Hy es falsa) = 3

Evidentemente, lo ideal serfa que tanto o como [ fuesen nulos (no se comete error), o al
menos, que ambos valores fueran muy pequenos. Sin embargo, no se pueden disminuir ambos
errores simultdneamente, asi que debemos controlar el error més importante, el Error Tipo 1.

Por tanto, fijaremos de antemano el valor de « (nivel de significacién), el cual deberd ser
un valor pequeno (o = 0.1, o = 0.05, a = 0.01).

Pasos para la construccion de un contraste

1. Identificar el pardmetro de interés (1 — media poblacional)
2. Establecer las hipétesis Hy y H;.
3. Fijar un nivel de significacién «

4. Determinar el estadistico del contraste (igual que en la construccién del intervalo de
confianza)



5. Establecer las regiones de aceptacion y rechazo
6. Calcular el valor que toma el estadistico del contraste para la muestra seleccionada.

7. Decidir si debe o no rechazarse Hj e interpretar la decisién tomada.

Nota: Se denomina region de aceptacién a la regiéon que conduce a la aceptacion de Hy y
regién de rechazo a la regién que conduce al rechazo de Hy.

La determinacién de las regiones de aceptaciéon y rechazo dependen de céomo se establezca
la hipétesis alternativa, segin lo siguiente:

e Test bilateral o de dos colas:

Ho: p=po
Hy: p# po

)

Regidn de rechazo| Reqitn de rechazo

Regidn de aceptacion

e Test unilateral con cola a la izquierda:

Ho: p=po ) Hot p=po
Hy: p<pg Hy:op <o

Region de rechazo Region de aceptacion



e Test unilateral con cola a la derecha:

Ho: p=po - Ho: p<po
Hy: p> o Hy:op> o

...............

7.2. Contraste bilateral para la media poblacional

Denotemos por X a la variable poblacional en estudio, 1 = E(X), 02 = Var(X). Veamos c6mo
llevar a cabo el contraste bilateral:

Hy: p##po

Para ello, distinguiremos dos casos: 1) varianza poblacional o2 conocida; 2) varianza pobla-
cional 02 desconocida.

{%:uzm

Varianza poblacional conocida

En este caso, como o2 es conocida, sabemos que el estadistico usado en los intervalos de confi-

anza es:
Exacta si X ~ N(u,0)

X —
Z=="FE N1
o/vn Aproximada si X no Normal y n > 30
Si suponemos que Hy es cierta (1 = po), el estadistico del contraste es:

o/v/n

Por tanto, las regiones de aceptaciéon y rechazo son las siguientes:
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Criterio de decisién:

e Sizy= i/_\//:_;J € [—zl_%,zl_%] = Se acepta H,.
e Sizy= L~ Ho ¢ [—zl,%,zl,%] = Se rechaza H,.

o/v/n

Varianza poblacional desconocida

En este caso, como o2

confilanza es:

es desconocida, sabemos que el estadistico usado en los intervalos de

7_ .tn_lsiXNN(/L,U)
=3 Bl ety (aprox.) si X no difiere mucho de la Normal
[V e t,_1 (aprox.) si X no Normal y n > 30

Si suponemos que Hj es cierta (u = o), el estadistico del contraste es:

T

7_ .tn_ISiXNN(/L,J>
S ro ol e t,—1 (aprox.) si X no difiere mucho de la Normal
[V e t, 1 (aprox.) si X no Normal y n > 30

Por tanto, las regiones de aceptaciéon y rechazo son las siguientes:

T —

03 / \
o / 0\
/ S
./ \ ]
0.1 - / \ a2

Criterio de decisién:

. x —
e Sity= 5/7\/%0 € [—tn_Ll_%,tn_Ll_%] = Se acepta H.

T — [

s/v/n

7.3. Contrastes unilateral con cola a la izquierda para la media pobla-
cional

e Sity= —tp_11-a,t,_11_2| = Se rechaza H,.
TR T2

Denotemos por X a la variable poblacional en estudio, u = E(X), 0 = Var(X). Veamos c6mo
llevar a cabo el contraste bilateral:

Ho: p=po o Ho: p=po
Hy: p< g Hy: p<po

Para ello, distinguiremos dos casos: 1) varianza poblacional o2 conocida; 2) varianza pobla-
cional 02 desconocida.



Varianza poblacional conocida

En este caso, como o2

anza €s:

es conocida, sabemos que el estadistico usado en los intervalos de confi-
&y Exacta si X ~ N(u,0)
- o/yn

Si suponemos que Hy es cierta (1 = pyo), el estadistico del contraste es:

Z

~ N(0,1)
Aproximada si X no Normal y n > 30

X — o
- a/vn

Por tanto, las regiones de aceptaciéon y rechazo son las siguientes:

Z

~ N(0,1)

[8y ]

Criterio de decisién:

: T — [o
e Sizy= > —21_, = Se acepta H,.
0 a/\/ﬁ_ 1—a p 0
E_
e Sizy= Ho < —Z1_o = Se rechaza H,.

o/\/n
Varianza poblacional desconocida

En este caso, como o2 es desconocida, sabemos que el estadistico usado en los intervalos de
confianza es:

ot, 181X~ N(uo)
e ¢, 1 (aprox.) si X no difiere mucho de la Normal
o t,_1 (aprox.) si X no Normal y n > 30

_X—p

T=Srm "~

Si suponemos que Hj es cierta (u = o), el estadistico del contraste es:

ot, 181X~ N(uo)
e t, 1 (aprox.) si X no difiere mucho de la Normal
e t, 1 (aprox.) si X no Normal y n > 30

X — o

T=5m ™




Por tanto, las regiones de aceptaciéon y rechazo son las siguientes:

D5t

D4t —.

(=]

Criterio de decisién:

: T — [o
e Sith= —— > —t,_11-a = Se acepta H,.
0 s/\/ﬁ = 1,1 P 0
T —
e Sity= Ho < —tp_1,1-a = Se rechaza H,.

s/v/n

7.4.Contrastes unilateral con cola a la derecha para la media pobla-
cional

Denotemos por X a la variable poblacional en estudio, u = E(X), 0 = Var(X). Veamos c6mo
llevar a cabo el contraste bilateral:

f%:uzm)© Ho: p<po
Hy:op> o Hy:op> o

Para ello, distinguiremos dos casos: 1) varianza poblacional o2 conocida; 2) varianza pobla-
cional 0% desconocida.

Varianza poblacional conocida

En este caso, como o2 es conocida, sabemos que el estadistico usado en los intervalos de confi-

anza es:
Exacta si X ~ N(u,0)

X N1

7
o/ Aproximada si X no Normal y n > 30

Si suponemos que Hy es cierta (1 = po), el estadistico del contraste es:

_7—,“0

4=rm

N(0,1)



Por tanto, las regiones de aceptacién y rechazo son las siguientes:

06}

05

0.4

03

(&3]

Criterio de decisién:

: T — [o
e Sizyg= < z1_q = Se acepta H,.
0 0/\/77_ 1 P 0
T_
e Sizyg= Ho > z1_o = Se rechaza H,.

o/v/n
Varianza poblacional desconocida

En este caso, como o2 es desconocida, sabemos que el estadistico usado en los intervalos de
confianza es:

<_ ot, 181X ~ N(u,o0)
T = S—’u ~ (¢ ot, 1 (aprox.) si X no difiere mucho de la Normal
[V e t, 1 (aprox.) si X no Normal y n > 30

Si suponemos que Hj es cierta (u = o), el estadistico del contraste es:

<_ ot, 181X ~ N(u,o0)
T= 57/10 ~ ¢ ot, 1 (aprox.) si X no difiere mucho de la Normal
v e t, 1 (aprox.) si X no Normal y n > 30

Por tanto, las regiones de aceptaciéon y rechazo son las siguientes:

0.6

05

0.4

03

0.2

o1

[}
)

Criterio de decisién:



: T — fo
e Sitg= —— <t,_11-a = Se acepta H,.
0 s/\/ﬁ_ 1,1 p 0
: T — [o
e Sitg= ——= >t,_11-a = Se rechaza H,.
0 S/\/ﬁ 711,1& 0

7.5. Concepto de P-valor

Cuando tomamos una decisién en un contraste de hipétesis, se fija previamente el nivel de
confianza (o nivel de significacién). ;Qué sucede si modificamos el nivel de confianza? En tal
caso deberfamos recalcular las regiones de aceptacién y rechazo y tomar una nueva decisién.

Sin embargo, hay una forma de determinar la decisién en un contraste para distintos niveles
de confianza, usando lo que se conoce como p-valor. Los programas informaticos usan el
p-valor para tomar la decisién en un contraste.

Definicién: El p-valor es el nivel de significacién més pequeno que conduce al rechazo de Hy.
Criterio de decisién: Sea « el nivel de significacién. Entonces:

e Si p —walor < a = Se rechaza Hj

e Si p —walor > a = Se acepta H

{Cbémo se cdlcula el p-valor? Depende del tipo de contraste (bilateral, unilateral cola
izquierda, unilateral cola derecha) y del estadistico del contraste.

e Test unilateral con cola a la derecha:
{Hoi 1< o p—valor = P(Z > z) Z~ N(0,1)

Hyoop> o p —valor = P(t,—1 > to)

e Test unilateral con cola a la izquierda:
p—wvalor = P(Z < z) Z~ N(0,1)

Ho: p > po
Hy: p<po

p —valor = P(t,—1 < to)
e Test bilateral o de dos colas:

K= Ho

2 p—valor =2-P(Z > |2|) Z~ N(0,1)
0 -
{H1: 17 po

p —valor =2 - P(t,_1 > |to])



