Ingeniero Técnico de Minas
Asignatura: Estadistica
Soluciones de la hoja de problemas 1

Dpto. Matematica Aplicada y
Estadistica

FEstadistica Descriptiva

1. Por el histograma a) deducimos que la distribucién de los datos es aproximadamente
simétrica, unimodal, sin largas colas, y aparentemente sin datos atipicos. La media y
la desviacion tipica son por lo tanto medidas de centralizacién y de dispersiéon adecuadas.

La distribucion de los datos representados en el histograma b) es algo asimétrica, unimodal,
con una cola de la derecha relativamente larga y aparentemente sin datos atipicos. En
este caso la mediana y el rango intercuartilico son medidas apropiadas de centralizacién y
de dispersién aunque, al no ser la asimetrfa muy pronunciada, es probable que la media
tampoco se aleje demasiado de la mediana, lo que nos deja la eleccion de la medida de
centralizacion.

La distribucién correspondiente al histograma c¢) en cambio, es muy asimétrica, unimodal
y muy concentrada en la primera clase. A priori, la mediana y el rango intercuartilico son
medidas apropiadas de centralizacién y de dispersion.

El histograma d) es bimodal, y hay presencia de dos subgrupos bastante claros, en este
caso, no es razonable hablar del centro o de la dispersién de los datos sino que conviene, si
es posible, separar los dos subgrupos y tratar los datos correspondientes por separado.

2. La respuesta es que la varianza aumenta y tenemos dos maneras de justificarla:

1)Por razones intuitivas: empezamos por notar que la media corresponde al centro de
gravedad del conjunto de datos, es decir que si representamos los datos en un segmento
como puntos sélidos, la media es el punto de equilibrio del segmento. Por lo tanto si quito
uno de los datos iguales a 7, quito un punto situado justo en el punto de equilibrio, lo que
no modifica el centro de gravedad de los datos: la media no cambia, y para el conjunto
de datos modificados sigue siendo igual a 7. Ahora en cuanto a la varianza, representa el
cuadrado de la dispersion de los datos respeto de la media. Cuanto més datos estdn cerca
de la media, menos dispersiéon presenta el conjunto, por lo tanto si quito un 7, aumentars
la dispersién, y por consiguiente la varianza.

2) Por razones mateméticas: Admitimos primero que la media de los datos modificados
sigue siendo igual a 7. Denotemos por z1, o, ..., x, los datos iniciales, y supongamos que
el iltimo dato es igual a 7 (siempre podemos cambiar nuestra manera de numerar los datos
para que sea asf). La varianza de los datos originales es

) (1 =72+ (e =72+ + (w1 — 1)+ (1, — 7)?
Soriginales = n—1
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(1 =74+ (2 =72+ + (pe1 = 7)?
n—1

mientras que la varianza de los datos modificados es

(21 =72+ (22— 7)2+ -+ (21 — 7)2.

s2 =
n—2

mod i ficados

El numerador es el mismo mientras que el denominador es mas pequeno: deducimos que

2 2
Smod ificados €S mayor que Soriginales‘

. a)A partir de los datos obtenemos la siguiente representacion gréfica en la que se observa
claramente una tendencia exponencial:

Scatter Plot of Y vs X

Y X 10E5

b) Con el fin de poder realizar el ajuste exponencial, transformaremos los datos corre-
spondientes a la caracteristica y tomando logaritmos (neperianos por supuesto). La tabla
resultante sera:

x | 3 6 9 12 15 18
y'=In(y) | 11.65 11.90 1238 1278 13.27 13.67

La representacion grafica que se obtiene ahora es:

Scatter Plot of LOGY vs X

LOGY




en la que si se observa una dependencia lineal entre ambas caracteristicas. Con el fin de
realizar el correspondiente ajuste lineal con estos nuevos datos, calcularemos en primer
lugar:

=10.50 22=136.50  s2 =315 s, =4.374

= 2
z xr
Y =12.61 (y)° =159.51 s2 =0.612 z-y =136.05

(Nota.-En este ejercicio hemos calculado varianzas y covarianza dividiendo por n — 1.
La ecuacion de la recta asustada es la misma que si se divide en varianzas y covarianza por

Si realizamos el ajuste por minimos cuadrados correspondiente obtenemos:
y' = 11.150 + 0.139z = y = 69564 - >3

con r:%’y, = 0.9942 con lo cual podriamos preguntarnos ;cudntas bacterias se inocularon?
serfan precisamente unas 70.000, es decir, el valor que estimamos para y cuando x=0, este
valor debe de utilizarse con ciertas reservas puesto que el valor z = 0 no se encuentra
dentro del rango de valores observados para la caracteristica x.

c¢) Como el valor que nos piden no se encuentra dentro del rango de valores que observamos
para la caracteristica x debemos hacer las predicciones con cierta cautela, para x = 20
obtendriamos y = 69564 x %3920 = 11213 x 10°, por tanto debemos tener nuestras
reservas a la hora de utilizar dicho valor.

Peso en gramos

448 450 453 451 447 449 446 451 448 447

a) El peso medio de la muestra es £ = 449

b)La varianza muestral, tenemos 22 = 201605; deducimos s% = 4.89 ( se ha tomado la
convencién sk = == > (2; — 7))
La desviacién tipica : sy = 2.21

Para calcular la mediana y los cuartiles, empezamos por ordenar los datos:
446 447 447 448 448 449 450 451 451 453

Al disponer de un nimero par de datos, la mediana se calcula como el promedio entre el dato
ordenado n° n/2 =5 y el dato ordenado n/2+ 1 = 6. Encontramos Me = % = 448.5.
Para calcular el primer cuartil, nos quedamos con el grupo de datos a la izquierda de Me,
y calculamos su mediana:

446 447 447 448 448

Encontramos ()1 = 447. Para calcular ()3, hacemos lo propio con el grupo a la izquierda
de Me
449 450 451 451 453

y encontramos Q3 = 451.



c¢) La conclusién en el caso anterior es que la empaquetadora funciona correctamente. El
método de decisiéon adoptado por esa empresa sélo se basa sobre la media muestral. Podria
por lo tanto ocurrir que se encuentren valores muy dispersos, pero que, al compensarse,
tengan una media en el intervalo 448< X < 452 lo que llevarfa a afirmar que la méquina
funciona correctamente. Para mejorar ese método de decisién se deberfa tener en cuenta
la desviacion tipica de los datos.

. a) La variable estadistica es la duracién hasta el fallo del componente, sus unidades de
medida son las horas.

Histogram

1000 1200 1400 1600

DURX

Clases ni | fi F; Clases n; | fi F;

0< X <200 |[17]0.34]0.34| 800 < X <1000 | 6 | 0.12] 0.92
200 < X <400 9 [0.18 | 0.52 | 1000 < X <1200 | 2 | 0.04 | 0.96
400 < X <600 | 7 [0.14]0.66 | 1200 < X <1400 | 1 | 0.02 | 0.98
600 < X <800 | 7 [0.14]0.80 | 1400 < X <1600 | 1 | 0.02 | 1.00

El histograma es muy asimétrico, con una cola larga a la derecha, lo que hace que la
mediana es més representativa del centro de la distribucién que la media.

b) Puesto que 800 es el limite superior de la clase n°4, la proporcién de dispositivos que
tienen una duracién menor o igual que 800h es la frecuencia absoluta acumulada de esta
clase es decir 0.8. Por lo tanto, el 80% de los dispositivos tienen una duracién menor o
igual que 800h. Puesto que 200 es el limite superior n°1, la proporcién de dispositivos que
tienen una duracién mayor a 200 es 1— la frecuencia relativa acumulada de la clase 1 es
decir 0.66. Por lo tanto, el 66% de los dispositivos tienen una duracién mayor a 200h.

De la misma manera se encuentra que el 34% de los dispositivos tienen una duracién mayor
a 600h.

La proporcién de dispositivos que tienen una duraciéon comprendida en el intervalo 200 <
X < 400 es por definicién la frecuencia relativa de esta clase Por lo tanto el 18% de los
dispositivos analizados tienen una duraciéon comprendida en ese intervalo.

Para calcular la proporcion de dispositivos que tienen una duracién comprendida en el
intervalo 200 < X < 800, podemos proceder de dos maneras : primero, sumar las frecuen-
cias relativas de las clase 2,3 y 4, encontramos 0.46. Segundo, restar la frecuencia relativa
acumulada de la segunda clase a la de la cuarta clase es Fy — F} = 0.8 — 0.34 = 0.46.
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6.

Conclusion : el 46% de los dispositivos tienen una duracién comprendida en el intervalo
200 < X < 800.

c) Los datos se nos presentan agrupados por clases, el célculo de la media se hace por lo

tanto usando las marcas de clase.
7 — 17x10049x3004+-+1x1500 _ 464

&z 50
S§( _ % 17><(100)2+9><(3%%)2+~~-+1><(1500)2 _ (464)2 — 135004
(hemos tomado la convencién s% = Z(Z’f_f)z)
sx = \/s% = 3674 cv =% =0.79

La desviacién tipica se expresa en las mismas unidades que la variable, en este caso son
horas, mientras que el coeficiente de variacién es adimensional.

d) Para determinar la clase de la mediana, observamos que tenemos un nimero par de
datos, la mediana es por lo tanto el promedio entre el dato ordenado n° n/2 = 25 y el dato
ordenado n° n/2 + 1 = 26. Después de examinar la tabla de frecuencias, deducimos que
estos dos datos se encuentran en la segunda clase.

(a) prev = SR = 243.00, 5y = % L[ (18224232052 4262° ) _ (243.09)%] = 87.17

Y DOST = 20091, sy = |/ 1 [(LELAL L2 ) (909 91)°] = 43.73,

11
Datos correspondientes a la dureza previa: la mediana es igual a 232 mientras que
Q1 =191, y Q3 = 262.

Para la dureza posterior, la mediana es igual a 210, ()1 = 194, y Q3 = 220. Obtenemos
los diagramas de cajas-bigotes:

Diagrama de cajas-bigotes

480 1 o
4101
340

270 |

*

130 1

POST PREV

22 cases

Por estos diagramas, deducimos que el centro de la distribucién de la dureza no ha
cambiado mucho por el proceso de templado ( incluso ha bajado algo) por lo que no
podemos afirmar que se haya mejorado la dureza. En cambio, la dispersién de los



()

datos ha disminuido después del proceso de templado, lo que representa una mejora,
porque corresponde a una producciéon mas homogénea.

También es conveniente notar que detectamos gracias a esos diagramas un dato atipico
para cada conjunto, concretamente, corresponden al par n® 10, donde tenemos una
dureza previa igual a 480 y una dureza posterior igual a 313.

Puesto que hemos detectado un par correspondiente a datos atipicos, necesitamos
decidir si los incluimos en el andlisis posterior o si simplemente los eliminamos del
conjunto de datos.

Queremos encontrar un modelo tedrico que nos permita relacionar la dureza previa y
la dureza posterior. Vamos a intentar ajustar la nube de puntos por una curva tedrica,
cuya ecuacion conocemos. Tenemos que empezar por representar al nube de puntos:

Scatter Plot of POST vs PREV

21

POST

PREV

Por el examen de la nube de puntos, parece que hay una tendencia lineal entre las dos
variables, vamos por lo tanto a ajustar una recta de la forma : y = ax + b.

#Supongamos primero que conservamos el par (480, 313) que hemos identificado como
atipico.

Necesitamos Sprevpost = 15 1221282822100 1202220 _ 943 09 - 209.91] = 3451.8

y la ecuacién de la recta de regresiéon de post sobre prev es

—_— S
__ 9prev,post
post — post = ———

prev

post = 0.45 X prev + 99.47

(prev — prev)

#5Si eliminamos de nuestro conjunto el par (480, 313), obtenemos :
prev =219.4  s2.., = 1582.3  Sprevipost = 850.07

prev

post =199.6 s2,, = 826.71

pos

lo que nos lleva a la ecuacion:

post = 81.73 4+ 0.54prev

Para estudiar la precisién del ajuste, calculamos r :

— Sprev,post

Sprev Spost



#con el dato (480, 313) , encontramos r = 0.91.
#Sin el dato (480, 313) , encontramos r = 0.74

lo que implica que el dato atipico mejora de manera artificial y enganosa el ajuste por
una recta, tal como nos damos cuenta al observar la nube de puntos.

Para encontrar el valor esperado de la dureza posterior si la dureza previa es 195,
basta con sustituir en la ecuacién de la recta ajustada prev por 195. Por ejemplo, sin
el dato atipico (480, 313), encontramos post = 81.73 + 0.54 % 195 = 187. 03. Notar sin
embargo que la precisién de esta prediccién es dudosa puesto que hemos visto que el
ajuste lineal no es muy bueno.

7. a) Nube de puntos:

NOX en funcion de CO

201

NOX

0.51

Cco

Si buscamos un modelo tedrico para modelizar la relacién entre las dos variables, observa-
mos por la nube de puntos que parece existir una relacién lineal entre las concentraciones
de CO y de NO,

Se trata de una asociacién negativa.( cuando crece NO, , decrece CO )
b) Para determinar la ecuacion de la recta de regresion necesitamos las siguientes cantidades

CO=1.12; s%,=13.77 scono, =1.35
NO, =1.18; sk, =0.14

Deducimos la ecuacion de la recta de regresion de C'O sobre NO,, :

NO, = —0.098C0O + 1.88

2
c)El coeficiente de determinacién r? es igual a (%) . Encontramos r% = 0.92
x



d) Hemos visto que existe una asociacién de tipo negativa entre CO y NO,.. Por lo tanto,
el periodista estd equivocado, puesto que si encontramos poco NOz, el valor de C'O es méds
alto. Debemos por consiguiente medir las dos concentraciones para controlar las emisiones
del motor.

. La hidrdlisis de un cierto producto quimico tiene lugar en medio dcido segiin un proceso
cinético de primer orden. Partiendo de una concentracién inicial desconocida, se han

medido las concentraciones del mismo a diferentes tiempos obteniéndose los resultados
t(min) 3 5 10 15 20 30 40 50 60 75 90
c.103(M) | 25.5 23.4 182 14.2 11 6.7 41 25 15 07 04

a)Nube de puntos de las dos variables:

siguientes.

Concentracion en funcion de T

271

(a) El modelo tedrico que nos interesa es del tipo exponencial
C, = Coe ™.
Es por lo tanto adecuado aplicar el logaritmo sobre los dos términos para obtener
InCy =InCy — kt,

lo que implica que la relacién entre InCy, y t es del tipo lineal. Si denotamos por
C'" = In(C}), tenemos la relacién

C/ZIHCO—]{?t,
obtenemos la nueva tabla
t 3 5 10 15 20 30 40 50 60 75 90
C 1323 315 290 265 240 190 1.41 092 0.41 -0.36 -0.92

cuya nube de puntos es



LN(C) en funciéon de T

3.4

2.5

Ln (C)

0.7

-0.2

T

Notar que la nube de puntos de los datos transformados si presenta una tendencia
lineal. Podemos por lo tanto determinar la recta de regresién de In C' sobre el tiempo.
La ordenada al origen serd In(Cy) mientras que la pendiente serd —k.

Obtenemos B
t =36.18 s? = 868.36
¢ =161 sZ =2.07
Sert — —42.37

La ecuacién de la recta de regresién que obtenemos es

InCy = 3.37 — 0.049¢.

con un coeficiente de determinacién r? = 0.999, lo que indica un ajuste buenfsimo.
Deducimos que

Co = €*¥7=29.1 (107°M)
k = 0.049.

b) Tenemos ahora informacién adicional que podemos incluir en nuestro modelo
tedrico: nuestra curva tedrica que ajuste la concentracién en funcién del tiempo debe
pasar por el punto (0,30). Para los datos transformados gracias al logaritmo, la recta
deberd pasar por el punto (0,1n30). En clase vimos como ajustar una recta que pase
por el origen, es decir cuya ecuacién sea de la forma y = az. Para encontrarnos en
esta situacion, es conveniente realizar una nueva transformacién de los datos C’; y
considerar C” = C" — 1In 30.

Los datos que consideraremos son t y C” :

t(min) 3 5 10 15 20 30 40 50

¢’ |-017 -025 -05 -0.75 -1.00 -1.50 -1.99 -2.48
t(min) | 60 75 90
c’ | -299 -3.76 -4.32



y realizamos un ajuste por una recta de ecuaciéon y = ax. La férmula para el valor de
aes _

LY

2

Necesitamos por lo tanto ¢t = —103.34 y 2 = 2095.54. Encontramos : a ~ —0.049.
Puesto que nuestro modelo es

a =

C" =InC —1n30 = —kt,
deducimos que k ~ 0.049.

9. Las materias primas empleadas en la produccién de una fibra sintética son almacenadas
en un lugar en donde no se tiene control de la humedad. La siguiente tabla refleja en
porcentajes la humedad relativa del almacén (X) y la humedad observada en la materias
primas (Y') durante un estudio que tuvo lugar durante 9 dias.

X |41 | 53 | 59 | 65 | 71 78 | 50 | 65 | T4
Y |1.6|13.6|19.6 | 25.6 | 31.6 | 33.2 | 14.7 | 21.2 | 28.3

a) Empezamos por representar la nube de puntos,

Nube de puntos

35

28 +

21 +

Humedad materias primas

40 48 56 64 72 80

Humedad almacen

Puesto que los datos parecen presentar una tendencia lineal, vamos a ajustar una recta a
la curva experimental. Para ello necesitamos las siguientes cantidades:

T=6178 s2=146.69 s,, = 118.58
j=21.04 s =101.06

Obtenemos la recta de regresion

y=—28.840.8z

10



con un coeficiente de determinacién r? = 0.94, lo que indica un buen ajuste.

b) Si utilizamos el modelo teérico del apartado anterior para predecir la humedad en las
materias primas si se consigue una humedad relativa de 35,

y=—288+08x35=-038

lo que no tiene sentido fisico. Esto quiere decir que la relacién lineal entre la humedad
en el almacén y la humedad en las materias primas que hemos descrito gracias a datos de
x observados en el rango 41; 74 no sigue védlida para xy = 35. Es mejor por lo tanto no
proporcionar ningin valor para la pregunta.
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Ingeniero Técnico de Minas
Asignatura: Estadistica
Soluciones de la hoja de problemas 2

Dpto. Matematica Aplicada y
Estadistica

Probabilidad

1. El espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6}. La informacién que se nos da se traduce de
la manera siguiente : P(2) = 2 x P(1); P(3) =3 x P(1), P(4) =4 x P(1); P(5) =
5x P(1); P(6)=6x P(1).

Por otra parte sabemos que P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = P(S) = 1. Por lo
tanto P(1)+2P(1)+3P(3)+4P(1)+5P(1)+6P(1) = 1;i.e 21 x P(1) = 1 La probabilidad
de sacar 1 es por lo tanto 1/21, y la probabilidad de sacar un 4 es 4/21.

2. Ayudédndonos del diagrama de Venn deducimos que el espacio muestral 2 es la unién
: Q= (ANB)U(A°NB)U (AN B U (A° N B y que ademds los cuatro sucesos
(AN B), (AN B), (AN BY) y (A° N BY) son mutuamente excluyentes. Del tercer axioma
de la probabilidad, obtenemos por consiguiente que P(Q)) = P(AN B) + P(A° N B) +
P(AN BY) + P(A° N BY). Utilizando las hipétesis, esa igualdad se traduce de la manera
siguiente : 1 = 10h + 15h + 20k 4 5h. Por lo tanto, h = 5—10

El conjunto de los elementos de A que no son de B es por definicién AN BC, y sabemos que
P(ANBY) = 15h = 3/10. Si todos los sucesos elementales son equiprobables, la definicién
de Laplace nos indica que

. el An B¢
P(AN BY) = num. elementos de AN

num. elementos de 2

Por lo tanto (num. elementos de ANB®) = (num. elementos de ) x 15k = 50 x 3/10 = 15.

3. Sea A el suceso ”la suma de los puntos de las dos bolas es impar”, queremos calcular
P(A). Empecemos por calcular el nimero de casos posibles : Sacamos dos bolas, sin
reposicién, donde el orden no importa y los niimeros son distintos : se trata por lo tanto
de combinaciones sin repeticiones, el nimero de casos posibles es 55 = 10. Podemos
enumerar ficilmente todos los casos favorables para que la suma de los puntos sea impar :
bolas1y2,1y4,2y3,2y5,3y4,4y5. Hay por lo tanto 6 casos favorables. Deducimos
PA) = =12,

4. Sea A el suceso ” todos los nimeros son pares”. Empezamos por numerar los dados del
1 al 5. Suponemos que los resultados de los dados son independientes. Introducimos los
sucesos A;="el resultado del primer dado es par”, A;="el resultado del segundo dado es
par”, y asi hasta As.Nos piden P(A; N As N A3NA;NAs). De la hipétesis de independencia
de los dados deducimos

P(AlﬂAzﬂAgﬂA4ﬂA5):P(A1)XP(AQ)XP(A;»,)XP(A4)><P(A5)

12



7.

Por otra parte sabemos que P(4;) = 1/2, i = 1,---,5. Obtenemos finalmente P(A) =
(1/2)% = 1/32. Sea B el suceso ” sale al menos un 6”. Es mds fdcil calcular la probabilidad
de B¢="ninguno de los cinco niimeros sacados es igual a 6”. Introducimos los sucesos
C1="el resultado del primer dado estd comprendido entre 1 y 5.”, Cs="el resultado del
segundo dado estd comprendido entre 1 y 5.”, y asf hasta Cs.Tenemos P(B¢) = P(C, N
Cy N C3N Cy N Cs). Usando la hipétesis de independencia, obtenemos P(B®) = P(C}) x
P(C3) x P(C3) x P(Cy4) x P(C5). Por otra parte sabemos que P(Ci) =5/6, i =1,---,5yse
comprueba que se obtiene P(BY) = 3125/7776 = 0.40, y por lo tanto P(B) = 4651/7776 ~
0. 60.

Denotemos por S;, i = 1,2, 3 el suceso ”el atleta supera el intento mimero ¢”, y por SU el

suceso ” el atleta supera la prueba en la competicién” Nos piden P(SU). El enunciado se

traduce por P(S;) = 0.7, P(S,]S¢) = 0.7 y P(S3](S¢ N SY)) = 0.7. Para calcular P(SU)
es mas facil calcular la probabilidad del suceso complementario SUY="" el atleta no supera
la prueba en la competicién”. Tenemos que SUC = SENSY NS, utilizaremos por lo tanto
la regla del producto P(SUY) = P(S$|(SE N SS))P(SC1SE)P(SE) =0.3-0.3-0.3 = 0.027
y P(SU) =1-0.027 = 0.973.

Definimos los sucesos Fi, Fy y F3 como ”Falla el canén 1”7, ”Falla el canén 2”7, "Falla el

canén 3” respectivamente y los sucesos By, By, Bs, B3 como ”Ningtin canén acierta”, ”sélo

un canén acierta”, ”sélo dos canones aciertan” y”los tres canones aciertan”. Del enunciado

deducimos P(Fy) = 1—0.1 = 0.9, P(Fy) = 0.8, y P(F3) = 0.7 y que nos piden P(By),

Tenemos que By = F1 N F> N F3, y al ser los tres canones independientes P(By) = P(F}) x
P(Fy) x P(F3). Por lo tanto P(By) = 0.9 x 0.8 x 0.7 = 0.504.

Tenemos Bl = ((FI)C N F2 N F3) U (F1 N (FQ)C N F3) U (F1 N F2 N (F3)C) y

como los tres sucesos ((F1)° N Fy N Fy), (F1 N (F2)° N Fy) y (Fi N Fn (F3)C) son mutu-
amente excluyentes, deducimos de la regla de adicién y usando la independencia de los tres
canones,

P(By) = P(FP) x P(Fy) x P(F3)+ P(Fy) x P(FS) x P(F3) + P(F}) x P(Fy) x P(FY)
01 x08x07+09x02x0.7+09x0.8x0.3=0.398

Vamos a calcular ahora P(Bj3)

By = (F) N (F,)° N (F3)C. y por lo tanto P(Bs) = P(FF) x P(FY) x P(F{Y) = 0.006
Para calcular P(Bs), es suficiente observar que P(By) = 1—P(By)—P(B;)—P(B3) = 0.092.
Finalmente, si llamamos B el suceso ”acierta al menos un caién”, tenemos que B = B§ y

P(B) =1— P(B,) = 0.496

(a) Por la regla de adicién, P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB), deducimos P(ANB) =
1, 2_3_ 2
1p2_3_ 2
37575 15
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P(A°) =1— P(A) = 2. Por la ley de Morgan, (A B“) = (AU B)“, por lo tanto
P(A°NB)=1—-P(AUB) =2

Finalmente P(A|B) = sz;]f) — 125 . g -

1
3

Puesto que deducimos del apartado anterior que P(A|B) = 3 = P(A), Ay B son
independientes. En cambio, puesto que P(ANB) = 1—25 # 0, es imposible que ANB = (),
Ay B no son incompatibles.

Calculo de P(B) si Ay B son independientes.

Por la regla de adicién, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). Al suponer que A y
B son independientes, tenemos que P(AN B) = P(A) x P(B) = 0.5P(B). La regla
de adicién se escribe por consiguiente

0.7 =0.5+ P(B) — 0.5P(B)

de donde deducimos P(B) = 0.4

Célculo de P(B) si A y B son mutuamente excluyentes.

En este caso el tercer axioma de la probabilidad implica P(B) = P(AU B) — P(A),
de donde deducimos P(B) = 0.7 — 0.5 = 0.2.

Calculo de P(B) si P(A|B) = 0.5.

Si P(A|B) = 0.5, y como P(A) = 0.5 resulta que P(A|B) = P(A), lo que significa
que los sucesos A y B son independientes, por lo tanto esa pregunta ya se ha tratado
en el apartado (a)

El circuito estd constituido por dos subcircuitos en serie S7 y S;. S estd compuesto por
dos subcircuitos en paralelo, el primero comporta dos componentes en serie C; y Ci 2
mientras que el segundo, comporta el componente Cs. El subcircuito Sy comporta dos
componentes en paralelo C3 y Cy.

14



C

2

Subsistema S Subsistema S2

Nos piden P((.S; funciona )N (S funciona )). Al ser todos los componentes independientes
tenemos

P((S; funciona ) N (Sy funciona )) = P(.S; funciona ) P(S; funciona )

Para calcular P(S; funciona ) vamos a calcular la probabilidad del suceso complementario
P(S; no funciona )

P(S1 no funciona ) = P((C1 no func. o Cj 2 no func. )) N (Cs no func. ))
= P(C} 1 no func. o Cy2 no func. )P(Csy no func. )

Por otra parte,

P(Cy 1 no func. o Cy5 no func. ) = P(Cy no func. ) + P(Cy 5 no func. )
—P((Cy1 no func. ) N (Cy2 no func. ))
= 0.0140.01 —0.01 x 0.01 =0.0199

y P(C5 no funciona ) = 0.1. por lo tanto, P(S; no funciona ) = 0.00199.

Calculemos ahora P(S; no funciona ). Tenemos

P(S3 no funciona ) = P((C3 no funciona ) N (Cy4 no funciona ))
=0.1x0.1=0.01

y
P((S, funciona ) N (S2 funciona )) = (1 — 0.00199) x (1 — 0.01) = 0.98803
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9. Sea A el suceso ”el nimero escogido es par”, C'A el suceso ”sale cara”, y "CR” el suceso
”sale cruz”. Se nos pide calcular P(A).

10.

Por otra parte observamos que los dos sucesos C'A y C'R son mutuamente excluyentes y su
union es igual al espacio muestral. Estamos por lo tanto antes las condiciones de aplicacién
de la formula de probabilidad total,

P(A) = P(A|CA)P(CA) + P(A|CR)P(CR)

Calculemos ahora P(A|CA) : Sabiendo que ha salido cara, los casos favorables para que se
escoja un nimero par son 2,4,6,8 mientras que los casos posibles son todos los nimeros del
1 al 9. Deducimos por lo tanto que P(A|CA) = 4/9. Calculemos P(A|CR) : Sabiendo que
ha salido cruz, los casos favorables para que se escoja un nimero par son 2 y 4 mientras
que los casos posibles son los nimeros del 1 al 5 y por lo tanto P(A|CR) = 2/5. La formula
de probabilidad total se escribe entonces :

(a)

4 2 2

58

1

3 135
Introducimos los sucesos D; ="el articulo presenta el defecto de tipo 17, y Dy ="el
articulo presenta el defecto de tipo 2”. El suceso ”el articulo tiene ambas clases de

defectos” es D1NDy. Al ser los dos sucesos independientes por hip6tesis, P(D1NDy) =
P(D;,)P(Dy) = 0.1 x 0.05 = 0.005

El suceso D="el articulo es defectuoso” es D;UD;. (presenta el defecto 1 o el defectuo
2). Por la regla de adicién P(D) = P(D,)+ P(D2) — P(D; N Dy).Usando el resultado
del apartado a), obtenemos P(D) = 0.1 + 0.05 — 0.005 = 0.145.

El suceso "el articulo sélo tiene un tipo de defecto” se puede escribir (D; N DY) U
(DY N Dy), se nos pide la probabilidad de ese suceso condicionada al que el articulo
es defectuoso, o sea P((D; N DY) U (DY N Dy)|D).

P(((D: N DF) U (DY N Dy)) N D)

Pero estd claro que ((D; N DY) U (DS N Dy)) N D) = (D; N DY) U (DY N Dy), lo que
implica
P((D1 N D) U (DY N D))
P(D)
Ahora, sabemos que P(D; N DY) = 0.1 x 0.95 = 0.095 y P(D{ N Dy) = 0.9 x 0.05 =

0.045 y puesto que los sucesos (D; N DY) y (D N Dy) son mutuamente excluyentes,
P((D;n DY) U (DY N Dy)) = 0.095 + 0.045 = 0.140. Finalmente obtenemos que

P((D; N DS)u (DY N D,)|D) =

P((DyN DY) U (DY N D,)|D) = 0.140/0.145 = 0.9655
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11. Empecemos por traducir los datos del enunciado : sean los sucesos ¢ = 1,2,3, F; ="la
pieza ha sido producida por la fdbrica nimero i”, y NS =" la pieza es non standard”,

sabemos
P(Fy)=0.2, P(Fy) =0.46 P(F;) =0.34

P(NS|F,) = 0.03 P(NS|F,) = 0.02 P(NS|F;) = 0.01

Nos piden P(Fi|NS). Puesto que los sucesos Fi, F,, F3 son mutuamente excluyentes y
Fy U Fy, U F3 = (). Estamos exactamente en las condiciones de aplicacién del teorema de
Bayes.

- P(NS|F,)P(F,)
PUSINS) = BONSTR () + P(NS|E) P(Fs) + PN P(F)
: PR INS) — 0.03 x 0.2 ~ 032

0.03 x 0.240.02 x 0.46 + 0.01 x 0.34

12. (a) Introducimos los sucesos DA ="La pieza tiene el defecto A”, DB ="La pieza tiene el
defecto B”, C' ="1a pieza no tiene ningin defecto” y R ="La pieza se rompe durante

P(DA)=0.08 P(DB)=0.05 P(C)=1-0.08—-0.05=0.87

P(R|DA)=0.9 P(R|DB)=0.95 P(R|C)=0.01.

(b) Nos piden P(R). Como los sucesos DA, DB y C son incompatibles dos a dos, y su

union es igual al espacio muestral entero, estamos en las condiciones de aplicacion de
la férmula de la probabilidad total.

el test”.

P(R) = P(R|DA)P(DA)+ P(R|DB)P(DB) + P(R|C)P(C)
= 0.9-0.08+0.95-0.05+0.01-0.87 = 0.1282

(c) Nos piden P(C|R). Aplicamos el teorema de Bayes,

P(R|C)P(C) 10,0087

(RIDAP(DA) + P(RIDB)P(DB) + PRIOIP(C) 01282~ 0"

P(CIR) =

13. Como siempre, lo primero que tenemos que hacer es ir traduciendo los datos del problema.
Sean los sucesos PE =" se produce un peligro”, A =" el alarma funciona”, nos indican
que

P(PE) = 0.1, P(A|PE) =0.95, P(A|PE®) =0.03
(a) Nos piden P(PE®|A). Estamos en las condiciones de aplicacién del teorema de Bayes,

P(A|PEC)P(PEC)
(A|[PEC)P(PEC) + P(A|PE)P(PE)

P(PEC|A) = 5

y deducimos P(PEC|A) = Wj&%m =0.22.
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(b) Nos piden P(PE N A%). P(PE N A°) = P(A®|PE)P(PE), y por otra parte,
P(A°|PE) = 1 — P(A|PE). Deducimos por lo tanto que P(PE N A%) = (1 —
0.95) x 0.1 = 0.005.

(c) Nos piden P(PE|A®). Estamos en las condiciones de aplicacién del teorema de Bayes,

P(A°|PE)P(PE)
(AC|PE)P(PE) + P(AC|PEC)P(PE°)

P(PE|A°) = -

lo que implica P(PE|A®) = m ~ (0.006
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Ingeniero Técnico de Minas
Asignatura: Estadistica
Soluciones de la hoja de problemas 3

Dpto. Matematica Aplicada y
Estadistica

Variables Aleatorias

1. Como sabemos, las dos condiciones que debe cumplir una funcién f(x) para ser funcién
puntual de probabilidad son:

of(z) > 0 para cualquier x € R
o> . f(x;) =1 donde el indice i indica el nimero de posibles valores que toma ;.

a) Es funcién puntual de probabilidad (f.p.p.) puesto que:

_ 0 1 2 3 4 1
o;)f(xi)—ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ—l

b) No es f.p.p. pues no se cumple la condicién de ser positiva puesto que:

c) Es f.p.p. puesto que:
of(z) = 0.25 > 0
4
o> f(z;) =0.25+0.25+0.25 + 0.25 = 1
i=1

d) No es f.p.p. pues no se cumple la condicién de ser positiva puesto que:

f(1):%:—1<0

2. Como se debe verificar que f(z) = 2% > 0, tenemos que .
Por otro lado, debe verificarse que > f(x;) = 1 , luego:

LA IS SV A SR A I SR S S ) A1
© 20 "ol 92 " 93 94 2 4 8 16| = 16
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16
k= —

31
La funcién de distribucién (F(z) = Pr(X < z) = >, f(2;)) asociada a esta variable
serd:

(0 x <0
% 0<r<l1
— [1+1] 1<z <2

—[1+3+1l 2<z<3

—[1+3+1+3] 3<z<4
(1 x >4

3. a) Para que sea f.p.p. debe verificarse que sea siempre positiva y que

6

SoPre) =3 fw) = 1

=1
por tanto:

1
/lc(1+2+3+4+5+6)21;»/%:ﬁ

b) Para que sea f.p.p. debe verificarse que sea siempre positiva y que

S Pr(a) =Y fla) =1

por tanto:

1 2
E(l4+24+..+n)=1=k dtnn =1=k=
2 n?+n

ya que:

14+n)n
;x:< L)

al tratarse de la suma de una progresién aritmética.

4. Del enunciado deducimos que los resultados del experimento no son equiprobables, no
podremos usar la regla de Laplace para calcular probabilidades. Primero tenemos que
calcular la probabilidad de obtener cara en esa moneda trucada. Si denotamos por C'A el
suceso = "al lanzar una vez, sale cara”, el enunciado nos indica que P(CA) = 2P(CA%).
De ello deducimos que P(C'A) =2(1 — P(CA)),y P(CA) =2/3.

Para describir un resultado del experimento usamos ¢ y + para indicar una cara y cruz
respectivamente. El espacio muestral asociado al experimento serd S = {cce, cc+, ¢+
¢, +ee, ++¢, +et+, c++, +++}
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El rango de la v.a X = 7" Namero de caras menos el de cruces” es por lo tanto Ry =
{=3,—1,1,3} y la funcién puntual de probabilidad se obtiene como sigue:

Calculo de fx(—3)

Denotamos por C, Cy y Cs, los sucesos ”sale cara la primera vez que se lanza la moneda”,
"sale cara la segunda vez que se lanza la moneda”, etc..

fx(=3)=P(X = -3)=P(CENCINCY). Al suponer los tres lanzamientos de moneda
1

independientes, obtenemos fx(—3) = P(C{)P(CS)P(CY) = (3)* = 7
Calculo de fx(—1)

fx(=1) = P(X = —1). El suceso (X = —1) se puede descomponer
(X=-1)=(C:NCYNCYHU(CENCNCS) U (CY NCE N Cs) . Usando las reglas de

adicién y del producto deducimos P(X = —1) = (2)(5)* +3(3)(3) + (3)*(3) =3(3)(3)* =

9

El cédlculo de fX( ) v de fx(3) se realizan de manera muy parecida, y se obtiene fx (1) =
12 4
P(X=1)=3-(3) ()= 5o =5
8

()= P(X =3)= 3 = &

La funcién de distribucién dada por Fy(z) = P(X < x) Z fx(z;) sera:

IZERX
( 0 r < —3
1
— —3<zr< -1
27’ v
Fx(z)={ 7+ 2 = 7 -1<z<1
19
1 6 12
5 T ot o = o7 1<x<3
1 6 12 8 __
\§+2—7+§—|—§— 1, >3

. (a) Empezamos por describir el experimento aleatorio. Seleccionamos 4 bolas SIN REEM-
PLAZAMIENTO. Suponemos que podemos distinguir entre las bolas, el orden no importa,
y no hay repeticiones posibles porque una misma bola no puede ser elegida dos veces. Los
casos posibles asociados a este experimento son las Cip4 = (T). Como no se permite reem-
plazamiento, el nimero médximo de bolas rojas que podemos extraer es cuatro y como
minimo extraeremos las tres bolas azules y una roja , por lo tanto el rango de X es
Rx ={1,2,3,4} y la funcién puntual de probabilidad se obtiene como sigue:

Caélculo de fx(1)

fx(1) = P(X = 1) = P(”sale una roja y 3 azules”); tengo que escoger una roja entre 7
posibilidades, puedo hacerlo de (I) = 7 maneras; después tengo que escoger 3 azules entre
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3 posibilidades, puedo hacer lo de (g) = 1 manera. Los casos favorables son por lo tanto

G _ 1
(¥) 30

(I) (g) = 7.y P("sale una roja y 3 azules”) =

(2)6) _ 3
fx(2) = P(X =2) = P("sale 2 rojas y 2 azules”) = -2 = —

() 15 1
fx(3) = P(X =3) = P("sale 3 rojas y 1 azul”) = 3101 =~ ==
) 30 2
7 (3
1
fx(4) = P(X =4) = P("salen 4 rojas”) = (4)10(0) _o_1
(d 30 6
La funcién de distribucién dada por Fy(r) = P(X <= Z Fx(z;)  serd:
CC:E?X
( 0, r<l1
1
%, 1<zx<?2
1
_ 1,9
Fx(z)=q 55+ = 3 i 2<z<3
1,9 , 15 _
30 T30 T30 = 6, 3<zr<4
L9 15, 5 1 > 4
(35T tsots= L 72

(b)

PSX <3)= fx(1) + fx(2) + fx() = 2 =2
PA<X<3)=fx()+ fx(8) = =2
PUSX <3)=fx()+ fx() =55 =3

(c) Seleccionamos 4 bolas CON REEMPLAZAMIENTO

En este caso, estamos ante un experimento asociada a una situacién dicotémica (la bola
escogida es roja o azul) que repetimos 4 veces. La variable X = "niimero de bolas rojas
entre las cuatro escogidas” sigue una distribucién Binomial de pardmetrosn =4y p = P(”

la bola escogida es roja”) =

10°
La funcién puntual de probabilidad serd
x 0 1 2 3 4 . . i
Fx(z) | 0.0081 | 0.0756 | 0.2646 | 0.4116 | 0.2401 puesto que P(X =1) = (7)p'(1-p)

La funcién de distribucién Fx(z) = P(X < z) Z fx(z;) sera:

z; <z

CCiERX
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( 0, x <0

0.0081, 0<xr<1
Fy(x) = 0.00814+0.0756 = 0.0837, 1<z<?2
XYY 0.00814+0.0756+0.2646 = 0.3483, 2<x<3

0.0081+0.075640.2646+0.4116 = 0.7599, 3<z<4
0.008140.0756+0.2646+0.4116+0.2401 = 1, x >4

\

P(1<X <3)=fx(1)+ fx(2) + fx(3) = 0.7518
P(1 < X <3) = fx(2) + fx(3) = 0.6762
P(1 <X <3) = fx(1) + fx(2) = 0.3402

. Suponiendo que el dado estd en perfecto estado, es decir, todos los valores tienen igual
probabilidad, si apostamos la cantidad a, la variable aleatoria que mide la ganancia toma los
valores {2a, a, —a}, puesto que si apostamos a pesetas y ganamos el triple de lo apostado,
el beneficio serd 2a pts. En este caso, el valor del juego (ganancia esperada media por
jugada) es

1 1 4 1

E(X) = 2a6+a6 —ag = —6(1

que no es favorable al jugador.

. Empecemos por la v.a X. Los valores posibles de X son 35p (si sale el nimero por el que
se ha apostado) o —p (si no sale). La probabilidad de que salga el nimero por el que se ha
apostado se cdlcula usando la regla de Laplace puesto que los resultados son equiprobables.
P(X = 35p) = P( sale el n° escogido) = 1/37 mientras que P(X = —p) = 36/37. Tenemos
por lo tanto E[X] = >0 7 fx(z;) = & - 35p+ 38 . (—p) = 32

Var(X) = BIX? — (B[X])* = X0, o} - fx(@:) — ()’

i=1 i 37

2 —p\2
=5 (3)" + F- () - () = Fgp’ =341

Sigamos por la v.a Y.

Los valores posibles de Y son p (si sale el color por el que se ha apostado) o —p (si no
sale). La probabilidad de que salga el color por el que se ha apostado se célcula usando
la regla de Laplace puesto que los resultados son equiprobables. P(Y = p) = P( sale
el color escogido) = 18/37 mientras que P(Y = —p) = 19/37. Tenemos por lo tanto

2 _
EYl=X v fry) =5 p+5 (-p) =7
2 2 o\ 2

Var(Y) = E[Y?] - (E[Y])" = 301, w7 - fr(w) — (3F)

_ 18 2, 19 2 —p\2 _ 1368,2 ., 2

=5 ) +5 (-0~ (3) = 13ep° = 1.00p

El primer comentario es que en los dos tipos de apuesta, la esperanza de la variable es
negativa, es decir que el beneficio esperado es negativo ( se pierde dinero, vamos). Ademds
en los dos casos, el beneficio esperado es el mismo pero en cambio, la varianza del beneficio

en el primer caso es mucho mayor, es decir que si se llega a ganar se puede ganar mucho
méas pero que también se puede perder mucho mas. Por iltimo, podemos notar que tanto
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el beneficio esperado como la dispersién del beneficio alrededor de ese valor es proporcional
a p, la cantidad apostada.

R si no ocurre ningtn sinie
R — M si ocurre algin sini
. Por lo tanto P(X = R) = P(no ocurre ningun siniestro) = 1 —p y en cambio P(X = R —
M) = P(ocurre algun siniestro) = p. Deducimos E[X| = R-(1 —p)+(R — M)-p = R—pM.

Var(X)=R?-(1—p)+ (R— M)’ p— (R—pM)* =p(1 — p)M?y ox = M+/p(1 —p).

Observamos que si R > pM, el beneficio esperado es positivo, por lo tanto la compania
asegurada debe evaluar el riesgo (p) de siniestro, y luego fijar la prima anual (R). Supong-
amos por ejemplo que la cantidad asegurada es 100.000pts, y la compania estima a 0.001
la probabilidad de siniestro. Si impone una prima anual de 1000pts, el beneficio esperado
serd por lo tanto 1000-100=900pts mientras que la dispersién del beneficio alrededor de ese
valor serd 100.000/0.001 - 0.999 ~ 3. 1607.

8. Sea X la .v.a ”Beneficios para la compania”’. X puede tomar dos valores

9. (Diciembre 99)

(a) La suma de las probabilidades tiene que ser igual a 1. Deducimos que el valor que
falta es P(X = 560) = 0.1.

(b) Tenemos que E[X] =) «P(X =xz)=540-0.1+545-0.25 + --- 4 560 - 0.1 = 550.
Para calcular la desviacion tipica de X, calculamos primero su varianza:

Var(X) = E[X?] — (E[X])? = Y 2*P(X = 2) — (B[X])?

= (540%- 0.1 + -+ + 560% - 0.1) — 550
= 30.0

Deducimos que la desviacion tipica de X es ox = v/30 =~ 5. 48
(c) Sea D = X — 550, nos piden E[D] y op. Tenemos que E[D] = E[X] —550 =0y
op = ox ~ 5.48.

(d) Tenemos que E[Y] = E[(2X + 32)] = 2E[X] 4 32 = 1022, mientras que oy = 20x ~
9. 86.

10. a)Una funcién serd una densidad si es positiva y su integral (el drea debajo de ella) vale 1.
Para calcular sus funciones de distribucién calcularemos la integral F(z) = [*  f(z)dz.

Asi, puede comprobarse facilmente que la funcién (1) no es una densidad ya que su integral
vale fOZ r?dxr = 8/3.

b)La segunda funcién, dada en (2), depende de la constante k, que debera ser positiva y
verificar

3
k:/ Bz +1)dr =14k =1
1
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11.

12.

por lo que k debe ser 1/14. Su funcién de distribucién valdra

@ 3, 1 5
F(x)—k/1(3x+1)daz—2—8x +ﬁx_2_8

sil<z<3, F(z)=0siz<ly F(z)=1siz>3.

c) Se procede de forma similar, aunque hay que tener en cuenta que (22 + 2z +0.5) > 0 si
0 < x < 2, yaquesusraices son —1.70 y —0.29. La ecuacién que se obtiene es 7. 6667k = 1,
por lo que k = 0.13043, y su distribucién serd F(z) = k(z3/3 +x/2 +2?) si 0 < z < 3.

d) Por otra parte, para k > 0, se tiene que la funcién dada es evidentemente positiva, por
lo que debemos resolver

k:/ x_3d:n:k:[limx———]:—k::1
1

lo que da k = 2. Su distribucién es F(z) = (2% — 1)/2? si 2 > 0.

e) Para comprobar que la tltima funcién también es funcién de densidad, tendremos en
cuenta que es positiva y que

/]%f(a:)dx:/olxdx+/l2(2—x)daz:1

Ademss, su distribucién vale F(z) = [[tdt =2?/2si0 <z <1y

1 T
F(:)s):/ tdt+/ (2—t)dt:—1+2x—%:)§2
0 1

sil<z<2 F(z)=0siz<0y F(z)=1siz>2.

Como tenemos la funcién de distribucion, resulta inmediato:

oPr(X <3)=Pr(X<3)=F3)=1-2=2

ePrd <X <5)=Prd< X <5)=F(B)-F4) =(1—-%)—(1-5%) =15

Por tltimo como f(x) = F'(z), tenemos

Teniendo en cuenta que en los puntos z donde la funcién de distribucién es derivable, se

cumple que 4F(2)
x

= F'(z) = f(z)

resulta

F(2)= nz" 1 si0<z<l1
10 en otro caso
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13.

Ademas, utilizando la funcién de distribucién, tenemos que

o(522) -rom(x e ()12

Por 1ltimo, observar que también podemos calcular esta probabilidad a través de su funcién
de densidad:

1 1

Pr (X > Z) = /m:"ldx = n/x"ldx

3/4 3/4
1 n
" 3
[,
N |34 4
a) Dado que las dos condiciones que debe cumplir una funcién f(z) para ser funcién de

densidad son:
f(z) > 0, para cualquier z € R

/Rf(x) dr =1

se deduce de la primera condicién que k£ > 0. Ademsds, de la segunda condicién, tenemos
que

es decir,

b) Como la funcién de distribucién asociada a una variable aleatoria estd determinada por
la probabilidad acumulada, y en el caso continuo, representada por el drea encerrada por
su funcién de densidad, tenemos que:

Flz) = Pr(X < z) — / f(#)dt, ¥z € R

Por tanto,
siz <0
dg — z?

1—3)dt =
(1- ) ;

si0<zx<1

Wl

0
o-| [
1

six>1
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c¢) A partir de la funcién de distribucién obtenida en el apartado anterior, se obtiene que

Pr (X < %) =F (%) = M = 0.6458
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Ingeniero Técnico de Minas
Asignatura: Estadistica
Soluciones de la hoja de problemas 4

Dpto. Matematica Aplicada y
Estadistica

Modelos de Distribuciones Univariantes

1. Empezamos por reconocer que la densidad descrita corresponde a una variable exponencial
. . . . . 1 .
con pardmetro (media) A = 20. Su funcién de distribucién es F(t) =1 —e 3 sit >0y 0
en otro caso. Por lo tanto

a)

1
Pr(X<10)=[1—-e'?]=1- 7" 0.3934

b) Para que la duracién del neumdtico esté entre 16000 y 24000 kilémetros, obtenemos

Pr(l6 < X <24) = Pr(l16 <X <24)
= (1—e?"20) — (1 —e7"9%%) = 0.1481

c¢) Por tltimo, la probabilidad de que dure més de 30000 kilémetros es

Pr(X >30) = 1—Pr(X <30)
= 1—(1—e%) =1-0.7768 = 0.2232

d) Para una variable exponencial la media es igual a A. Deducimos que la duracién media
es igual a 20000km.

2. a) Si Xj es el nimero de gotas caidas en un cuarto de hora, sabemos que X; ~ P()\) con
A =4, y nos piden P(X; >5). Pero P(X; >5)=1—P(X; <5) =

1—(P(X1=0)+P(X;=1)4--P(X;=5) =1— (30, 22y = 0.21

4!

b) Si el nimero de gotas caidas en un cuarto de hora sigue una distribucién de Poisson
de media 4, el nimero de gotas caidas en tres cuartos de hora sigue una distribucién
de Poisson de media 12. Sea X3 el nimero de gotas caidas en tres cuartos de hora,
tenemos X3 ~ P(12) y nos piden P(13 < X3 < 18).
= e 12(270 ¢ 20 4 120) ~ (.39

c) Sea X; y X3 el nimero de gotas caidas en el primer y segundo cuarto de hora respecti-
vamente. Sabemos que X; ~ P(4) y Xy ~ P(4). Nos piden P(X; = 3() X2 = 3). Los
dos sucesos X; = 3y X5 = 3 son independientes por lo tanto, por la regla del producto

tenemos que P(X; =3 Xy =3)=P(X; =3)P(Xy =3) = (efgﬁ)2 ~ (0.04.
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3. (a)
(b)
4. (a)
(b)
5. Sea:

Si X es el peso del paquete, el coste de produccién de ese paquete es X x 0.5 pts,
mientras que el precio de venta del paquete es 500 x 0.9 = 450 pts, por lo tanto

B =450 — 0.5X.

Deducimos que el beneficio promedio por paquete es E[B] = 450 — 0.5E[X] = 201pts.

Puesto que X ~ N(498; \/E), sabemos que B = 450 — 0.5X también sigue una
distribucién normal. Por el apartado anterior, su media es 201 y su varianza es
Var(B) = Var(0.5X) = (0.5)>Var(X) = 4. Nos piden P(B > 200). Tipificando,
P(B > 200) = P(B?/%ZOI > 200\;1201) =1—¢(—0.5) = ¢(0.5) = 0.69. La empresa realiza
un beneficio de mas de 200 pts en aprox. 69% de la produccion.

Definamos la variable:
X = 7"Numero de piezas defectuosas en un lote de 100 unidades”

Al escoger una pieza tenemos una situacién dicotémica con dos sucesos posibles A ="la
pieza es defectuosa” o A® ="la pieza es correcta”. Para completar un lote hay que
repetir 100 veces la eleccién, como la probabilidad de que una pieza sea defectuosa es
de 0.01 si tiene que:

X ~ B(100,0.01)

por tanto:

P(X > 2)=1-P(X<1)=1-[P(X=0)+P(X =1)]
= 1—(0.99)" —100-0.01-(0.99)* ~ 0.26

La probabilidad de que un lote sea rechazado serd: ( utilizando los mismos céalculos
que en el apartado anterior) | P(rechazar) = P(X >5) =1— P(X < 5) ~ 0.0006

Si denotamos por Y a la variable:

Y = ”Numero de lotes rechazados diariamente”

Al escoger un lote, estamos antes una situaciéon dicotémica con dos sucesos posibles :
A = 7se rechaza el lote”, y AY ="se acepta el lote”. Repetimos el experimento 100
veces, y deducimos que Y ~ B(100,0.0006), por consiguiente su esperanza ser:

E(Y)=n-p=100-0.0006 = 0.06

7

X = ”Numero de componentes que han fallado (X = 0,1, ...,10)

Al considerar un componente tenemos una situaciéon dicotémica con A ="el componente
ha fallado” con p = P(A) = 0.3.Se repite el exp. 10 veces y deducimos que X ~ B(10,0.3).
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6.

Nos piden P(X > 2|X > 1).

(a)

P(X>2nX>1) P(X>2
PX 22X =1)= ( P(X >1) ):P<X21§
1-P(X<1) 1-[P(X=0)+P(X =1)]
T 1-P(X<0) 1—-P(X =0)
1= [(9)03%0.70 + (P)0.3'0.7°]  0.8507
1— (17)0.300.710 0.9718 ~ —

Definamos la variable:
X = ”Numero de bujias inservibles en un paquete (X =0, 1,2, 3,4)”

Al considerar una bujia, tenemos una situacién dicotémica con dos sucesos A ="bujia
inservible” y A® ="bujfa correcta” . Tenemos que p = P(A) = 0.2. X es el mimero

de veces que ha ocurrido A. Deducimos X ~ B(4,0.2), por consiguiente:
4 : .
P(X =i)= ( ) 0.2°- (1 —0.2)*"

]

y de aht:
P(X > 2)=P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)

4 4 4
= (2> 0.2%-(1—0.2)*%+ (3 0.23-(1—-0.2)*3+ (4) 0.2*.(1—-0.2)**

= 0.1536 + 0.0265 + 0.0016 ~]0.18

Definamos la nueva variable:
Y = ”Numero de defectuosos en una caja de 10 paquetes”

El contexto es el mismo que en el apartado anterior pero ahora tenemos 10x4 = 40
bujias que considerar,deducimos por lo tanto:

Y ~ B(40,0.2)

y por consiguiente:

10
P(Y>10)=1-P(Y <10)=1-) <4@'0) 0.20- (1 —0.2)%~
i=1

Puesto que np = 8 y n(1l — p) = 32 estamos en las condiciones de aproximacién
satisfactoria de la binomial B(40,0.2) por una normal con pardmetros u =mn-p = 8
y o2 =mn-p-(1—p) = 6.4. Usando la correcién por continuidad, tenemos que si
W ~ N(8,V6.4),

P(Y > 10) ~ P(W > 10.5). Nos falta tipificar y, usando la tabla, encontramos :

P(Y >10) ~ P(Y2 > 2228) = P(Z > 0.99) = 1 — $(0.99) ~ 0.161
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7.

8.

(c¢) Por tltimo, si denotamos por:
Z = 7"Numero de paquetes sin bujias defectuosas (Z =0, 1, ..., 10)”

Al considerar un paquete, tenemos una situacién dicotémica, con dos sucesos A ="el
paquete no contiene bujias defectuosas” y A® ="el paquete contiene al menos una
bujia defectuosa”. Para completar una caja, tenemos que repetir la eleccién de un
paquete 10 veces. deducimos que Z ~ B(10,p). Donde p = P(A). Usando la notacién
del apartado a), es facil ver que p = P(A) = P(X = 0) = (;)0.2°0.8* ~ 0.41. Por lo
tanto tenemos que:

Z ~ B(10,0.4096)

de donde:

10
P(Z=3)= < 5 ) 0.4096% - (1 — 0.4096)*°7? ~
Definamos la variable:

X = ”Numero de tornillos defectuosos en una caja de 170 (X =0, 1, ...,170)”

Al igual que en los problemas anteriores, es facil comprobar que, como la probabilidad de
que un tornillo sea defectuoso es de 2/85 (=~ 0.024), se tiene que:

X ~ B(170,0.024)
Definimos ahora la v.a
Y = ”Numero de cajas con cero defectuosas en una muestra de tamano 7”

Al escoger una caja, tenemos una situacién dicotémica, con dos sucesos posibles A ="1a caja
no contiene tornillos defectuosos” y A® =”la caja contiene al menos un tornillo defectuoso”.
Repetimos el experimento 7 veces, y deducimos que

Y ~ B(7,p)

con p = P(A) = P(X =0) = ('1")0.024°(1 — 0.024)'" = 0.016

Por lo tanto
Y ~ B(7,0.0183)

Entonces: -
P(Y =2) = <2) 0.016%- (1 —0.016)""% = 0.005

X —10 12 - 10
<

(a) P(X <12) = P( )=P(Z <1)=®(1) = 0.841345 donde ? es la

funcién de distribucién de la variable normal N (0,1) que estd tabulada.
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(b)

~3-10 _X—-10 _3-10
P(X[<3)=P(3=X<3)=P(—5—<s—F5—<—5)

= P(—6.5< Z < —3.5) = ®(—3.5) — B(—6.5) = [1 — ®(3.5)] — [L — B(6.5)]
= ®(6.5) — P(3.5) = 1—0.999676 = 0.000233. (Notar que $(6.5) es aproximadamente
1)

P(\X—lo\g1):P(—1§X—10§1):P(_71§X;10g%):P(%ngg
1 1 1 1 1
3) = ¥() — o(-3) = 0(3) - [1- ()]

1
= 2613(5) —1=2x0.691462 — 1 = 0.382924

Nos piden encontrar a tal que P(] X — 10 |< a) = 0.95 0.95= P(] X — 10 |<
a X —10 a a a

a)ZP(—CLSX—l()Sa)ZP(—§§ 5 SE):P(—§§Z§§):
—o() o =) [1 - @(9)] — 20(2) — 1 De donde, 0.95 = 28(%)—1 =
N2 27 2 2/ 72 T T
0.95+1

2+ :cp(%);» @(%):0.975
Mirando en la tabla de la N(0,1) tenemos que para el punto de abscisa 1.96, el area
acumulada bajo la curva de la funcién de densidad es 0.975. De donde, g =
1.96 =

Estamos interesados en la v.a Y =Numero de galletas incorrectas en un paquete de
15 galletas. Estamos antes una situacién dicotémica : al escoger una galleta, tenemos
dos sucesos posibles A ="la galleta es incorrecta”, o A® ="la galleta es correcta”.
Repetimos la eleccién 15 veces y nos interesamos por Y =Niumero de veces que ha
ocurrido A”

Deducimos que Y es una variable Binomial con parametros n = 15 y p = P(Obtener

una galleta incorrecta) i,e |Y ~ B(15,p)| Debemos calcular p para seguir. Intro-

ducimos la variable X= "peso de una galleta producida”. Tenemos p = P(galleta
incorrecta) = 1 — P( galleta correcta) = P(1.9 < X < 2.1). Tipificamos para encon-
trar

P1.9< X <21)=P(-1.78 < Z < 1.78) = 2¢(1.78) — 1 ~ 0.92

Por lo tanto p ~ 1 —0.92 ~ 0.08. Sabemos ahora que | Y ~ B(15,0.08)|. Nos piden la
probabilidad P(Y >2)=1—- P(Y < 2) =
—1—[P(Y =0)+ P(Y =1)] =

=1-[() (0.08)°(0.92)" + (*7) (0.08)" (0.92)"]
~ 1 —0.660 ~ 0.340

Ahora tenemos X ~ N (2,0) y nos piden cual debe de ser la desviacién tipica para
que la probabilidad de obtener una galleta incorrecta sea P(Obtener una galleta in-
correcta) = P(| X — 2 |> 0.1) = 0.006.
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10.

(c)

P(|X-2[>01)=1-P(| X-2|<01)=1-P(-01<X-2<0.1) =

L opSMl X2 0L 00 0L

o o o o o

0.1 0.1 0.1 0.1
—1- (25 - a(-2h) = 1- e + (1-0(%) -

o o o

1
_ 9 op(X

o

1 1 994+1  1.994

De donde nos queda que, 0.006 = 2@(0—) -1 = cIJ(O—) = 0 992 tl_ 929 —
0.997

En la tabla de la N (0, 1) vemos que para el punto de abscisa de 2.75, el drea acumulada

1
bajo de la curva de la funcién de densidad es de 0.997. Entonces, o1 = 2.7 =
o

Ahora tenemos que la variable X se distribuye como en el apartado (b), esto es,
X «~ N (2,0) con o =0.036
(0.036)* = 1.296 x 10~3
Por lo que las probabilidad de obtener una galleta incorrecta es
P(Obtener una galleta incorrecta) = 0.006

Nos piden la probabilidad que en 100 paquetes haya por lo menos 20 galletas defectu-
osas, es decir la probabilidad de que entre 1500 galletas, haya por lo menos 20 defec-
tuosas. Si definimos la variable W = " Numero de galletas incorrectas entre 15007,
de la misma manera que en el apartado a), deducimos que |W ~ B(1500, 0.006)

Entonces la probabilidad que nos piden seria
PW>20)=1—-P(W <20)=1-P(W <19)

=1- 129 K 152.00 ) (0.006)° (0.994) "%~

i=1
para facilitar el cdlculo anterior,observamos que, puesto que np = 9 y n(1—p) = 1491,
estamos en las condiciones de aproximacién satisfactoria de una binomial por una
normal con pardmetros u =mnp =9y o2 = np(l — p) =8.946. Si V ~ N(9,/8.946),
usando la correccién de continuidad P(W > 20) ~ P(V > 19.5). Nos falta tipificar

para encontrar P(W > 20) ~ P(\/‘% > 179%—;2) = P(Z > 3.510)
— 1 — &(3.510) = 0.0002

Introducimos la variable V, volumen envasado en una botella. La distribucién de V' es
N(150, \/ZI) La probabilidad de que una botella envasada por la fabrica no se pueda
vender es P(V < 147). Para calcular esta probabilidad tipificamos la variable V' :

V —150 < 147 — 150
2 - 2

P(V < 147) = P( )= P(Z < —1.5) ~ 0.067

La proporcién de invendibles es por lo tanto 6.7%.

33



(b) Nos encontramos ante la repeticién 6 veces de un experimento dicotémico. Si con-
sideramos la variable X nimero de botellas con menos de 147cl en un paquete de
6 botellas, deducimos que sigue una distribucién Binomial con pardametros n = 6, y
p = P(V < 147) = 0.067. Nos piden P(X > 1) que serd mas facil calcular a través
del suceso complementario: P(X >1)=1—P(X =0)=1—(1—0.067)° = 0.34

(c) Llamemos Y la variable "nimero de botellas invendibles producidas en un dia”.Esta
vez, repetimos 10000 veces el experimento dicotémico con los resultados posibles ”la
botella contiene menos de 147cl”, y ”la botella contiene més de 147cl”. Al igual que en
el apartado anterior, deducimos que la distribucién de Y es Binomial, con pardmetros,
n = 10000, y p = 0.067. Nos piden P(Y > 600). Para calcular esta probabilidad, es
conveniente utilizar la aproximaciéon normal a la Binomial, o utilizar una calculadora
estadistica como NCSSCALC. Con la aproximacién normal: Y es aproximadamente
normal con media np = 670 y varianza np(1 — p) = 625. 11. Tenemos por lo tanto que

600.5 — 670

V625 11
= 1—®(—2.77) = ®(2.77) ~ 0,997

P(Y > 600)~P <Z > ) ~ P(Z > —2.77)

donde hemos utilizado la correccion de continuidad.

Si utilizamos la calculadora estadistica NCSScalc, encontramos, con tres decimales,
para una v.a. Binomial B(10000,0.067), P(Y > 600) ~0,997 , lo que coincide con la
aproximacién anterior.

(d) En este apartado estamos interesados en la variable W = "nimero de dias en el mes
en los que se producen mdas de 600 botellas invendibles”. Otra vez estamos ante
la repeticién de un experimento dicotémico: en un dia, se pueden producir més de
600 botellas invendibles o no. W sigue por lo tanto una distribucién Binomial con
parametros 30 y p = P( en un dia se producen mds de 600 botellas invendibles)~ 0.997.
La media de W es np ~ 29.91

11. Realizamos el test para detectar el sintoma de irritabilidad ocular, se trata de una situacién
dicotémica, puesto que tenemos dos sucesos posibles : A =" el trabajador padece irritabili-
dad en los ojos” y A® =" el trabajador no padece irritabilidad en los ojos”. Del enunciado
deducimos que p = P(A) = 0.6. Repetimos el test 1100 veces de manera independiente, y
denotamos por X el mimero de trabajadores que padecen irritabilidad. Deducimos que X
es una v.a Binomial con n = 1100 y p = 0.6, que se abrevia por B(1100,0.6)

(a) Nos piden P(X > 680), puesto que np = 660 > 5, y n(1—p) = 440 > 5, estamos en las
condiciones de aproximacion satisfactoria de la distribucién B(1100,0.6) por una dis-
tribucién normal N ( np, /np(1 —p)) = N( 660, /264). Sea Y una v.a N(660,/264),

usando la correcién por continuidad, tenemos que
P(X >680) ~ P(Y > 679.5)
Pero P(Y > 679.5) = P(X2280 > §095-660) — p(7 > 1.2), donde Z es una v.a N(0, 1)

264 — /264
y P(Z>12)=1—-¢(1.2) ~1—0.885 = 0.115, lo que implica | P(X > 680) ~ 0.115
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(b) Nos piden P(670 < X < 675) que podemos aproximar usando la correccién de con-

tinuidad por P(670.5 <Y < 674.5) ~ 0.0729, o podemos calcular de manera exacta
como P(X =671) +--- P(X =674) ~ 0.0732

(c) Nos piden el valor esperado de X, i.e F[X].Sabemos que para une v.a B(n,p),

E[X] = np, por lo tanto | E[X]| = 660 |.

12. Podemos describir la situacién de la manera siguiente, realizamos un test dicotémico con
dos sucesos posibles A = "el articulo es defectuoso” y A® = el articulo no es defectuoso”
. Deducimos del enunciado que p = P(A) = 0.02.

(a) En ese apartado, repetimos el test n =1000 veces. El nimero de veces que ocurre A,

es una v.a X que sigue una distribuciéon Binomial de pardmetros n = 1000 y p = 0.02,
que denotamos por B(1000,0.02). Nos piden primero P(20 < X < 30) y P(X = 20).
Puesto que np = 20 > 5, y n(l — p) = 980 > 5, estamos en las condiciones de
aproximacion satisfactoria de la distribucién B(1100,0.6) por una distribucién normal
N(np,+/np(l —p)) = N(20,4/19.6). Sea Y una v.a N(20,/19.6), usando la correcién
por continuidad, tenemos que

P(20 < X <30) ~ P(19.5 <Y < 30.5)

_ 19.5—20 Y—-20 30.5—20\ __
Pero P(19.5 <Y < 30.5) = P(15=20 < Y220 < 305-00)  p(—(.11 < Z < 2.37)
— $(2.37) — ¢(—0.11) ~ 0.535

Calculemos ahora P(X = 20). Es posible calcularla de manera exacta, puesto que
P(X = 20) = (1830) (0.02)*° (0.98)™" ~ 0.0088 pero tenemos que disponer de una
calculadora que admita esos célculos. Cémo en el caso anterior, podemos calcular esa
probabilidad usando la aproximacién normal :

P(X =20) ~ P(19.5 <Y < 20.5)

De manera similar al célculo anterior, obtenemos que P(19.5 <Y < 20.5) = ¢(0.11)—
é(—0.11) ~ 0.088

En conclusién,

P(20 < X <30)~0.535
P(X = 20)~0.088

En este apartado se repite el test 8000 veces, la v.a X =n° de articulos defectuosos
sigue una distribucién B(8000,0.02). Nos piden el valor esperado de X, i.e E[X].
Sabemos que E[X] = np = 8000 - 0.02 = 160. Por lo tanto esperamos que a lo largo
de la semana se produzcan 160 articulos defectuosos.
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Ingeniero Técnico de Minas
Asignatura: Estadistica
Soluciones de la hoja de problemas 5

Dpto. Matematica Aplicada y
Estadistica

Muestreo y Distribuciones Muestrales

1. Si llamamos X a la variable contenido en ml de una botella de gaseosa, X sigue una dis-
tribucién normal de media p = 298 y desviacion tipica o = 3.

a)Nos piden:

X —298 295 — 298 295 — 298
P(X <295) = P( 3 < 3 ):P(Z<T

= ¢(—1)=1—¢(1) =0.16

)=

b)Si llamamos X = (320, X;)/6 a la , variable contenido promedio de 6 botellas, por las
propiedades de la distribucién normal, X4 sigue un distribucién normal de media pi5, = 298

y desviacién tipica ox, = o/ V6 = 3/ V6. Y la probabilidad requerida se calcula a partir
de dicha distribucién de la siguiente forma:

X —298 295 — 298 295 — 298

T YV
— ¢(—2.45) =1 ¢(2.45) = 0.007

P(X¢ < 295) = P(

2. a) Usando las propiedades de la distribucién normal, el peso promedio de los tres pesos
realizados en el laboratorio, T, suponiendo que se realizan de forma independiente, tendrs
una distribucién normal con desviacion tipica:

0z =0/v/n=10/v/3 =5.77
b)Usando la anterior igualdad:
oxr=0/v/n=10/\/n=5
de donde se deduce n = 4. Hay que repetir la medicién 4 veces.

3. a)Si el tamafio de la muestra n es grande y se verifica la condicién np(l — p) > 5, usando
el Teorema Central del Limite, la proporcién muestral, p, seguird una distribucién aprox-

imadamente normal de media p = 0.59 y desviacién tipica \/p(1 — p)/n = 0.4918/\/n =
0.028. Nos piden:

P(|p — 0.59] < 0.03) = P(0.59 — 0.03 < p < 0.59 + 0.03) =
P(—0.03/0.028 < (p — 0.59)/0.028 < 0.03/0.028) = 2¢(1.056) — 1 = 0.71

b) Hemos de repetir los calculos del apartado a) sustituyendo el tamanio de la muestra n:
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e Para n = 600 la desviacion tipica serd /p(1 — p)/n = 0.4918//n = 0.0201, y

P(|p — 0.59] < 0.03) = P(0.59 — 0.03 < p < 0.59 4 0.03) =
P(—0.03/0.0201 < (p — 0.59)/0.0201 < 0.03/0.0201) = 2¢(1.49) — 1 = 0.86

e Para n = 1200 la desviacion tipica serd /p(1 — p)/n = 0.4918/y/n = 0.0142, y

P(|p—0.59] < 0.03) = P(0.59 — 0.03 < p < 0.59 + 0.03) =
P(—0.03/0.0142 < (p — 0.59)/0.0142 < 0.03/0.0142) = 2¢(2.11) — 1 = 0.97

Al aumentar el tamano muestral la varianza de la distribucién de la proporcién muestral
disminuye y los valores obtenidos se encuentran més concentrados en torno a la media de la
poblacién con lo que la extrapolacién de los resultados a la poblacién entera es mas fiable
(la probabilidad de que esten muy cerca ambos valores es mayor).

. a) Si llamamos X a la variable resultado de la medicién, X sigue una distribucién normal
con desviacién tipica 0 = 0.1 y media p desconocida. Nos piden:

P(IX —p|>01)=1-P(X —p/<01)=1-P(-01< X —p<0.1) =
=1-P(-014p<X<0l+p=1-P(—01/0.1< (X —p)/0.1<0.1/0.1)=
—1-P(-1<Z<1)=1-(26(1) —1) = 2(1 — ¢(1)) = 0.079

Si repetimos la medicién n = 5 veces, la variable media muestral de las cinco mediciones,
X5, por las propiedades de la distribucién normal seguird una distribuciéon normal de media
py desviacién tipica o, = 0.1/y/n = 0.045:

P(|Xs—p|>01)=1—-P(| X5 —p/<01)=1-P(-01< X5 —p<0.1)=
—1—P(—01+p<X5<01+pu)=1—P(-0.1/0.045 < (X5 — 1)/0.045 < 0.1/0.045) =
=1-P(—224< Z <224)=1—(2¢(2.24) — 1) = 2(1 — ¢(2.24)) = 0.025

. Si suponemos que las condiciones son normales y la maquina esta bien ajustada, la pro-
porcién de piezas defectuosas producidas por la maquina serd de p = 0.01. Sea p la

proporciéon de piezas defectuosas en una muestra de tamano n = 100, es decir, p = %)él

con Sigg = Zjﬂﬂ X;. Sabemos que la v.a. Sigp mide el nimero de piezas de la muestra que
son defectuosas y sigue una distribucién Binomial B(n = 100, p = 0.01). Nos piden:

S
P(p > 0.02) = P(% > 0.02) = P(Syo0 > 2) =

1 - P(Sloo == O) - P(Sl()o == 1) - P(Sl()o == 2) == 008

Si hacemos uso del Teorema Central del Limite, la proporcién muestral p seguird una dis-
tribucién aproximadamente normal de media p = 0.01 y desviacién tipica oy = /p(1 —p)/n =
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0.0099. Sin embargo, para tener cierta seguridad en la eficacia de tal aproximacién, debe-
mos comprobar si se cumple la condicién np(1—p) > 5, pero en este caso no se cumple. Si
calculamos la probabilidad del enunciado haciendo uso de la aproximacién Normal obten-
€mos:

p—0.01 0.02-0.01 0.02 —0.01
> )= 1 g
0.0099 0.0099 0.0099

P(p>0.02) = P( ) =0.16
resultado que difiere bastante del obtenido inicialmente. Por tanto, en este caso no es
aconsejable usar la aproximacién Normal.

Si en un dia tres piezas resultan defectuosas, podriamos concluir que la maquina no esté
bien ajustada porque en caso de estarlo la probabilidad de obtener més de un 2% de piezas
defectuosas es muy baja y en ese caso se ha obtenido un 3%.

. Teniendo en cuenta que le peso de cada individuo tiene una distribucién normal N(u =
71,0 = 7), si seleccionamos una muestra aleatoria de 4 personas, tenemos que

4 4
X, —
Pr(§ Xi>300> = Pr(Z’—T1>¥):Pr(X>75)
i=1

X -7 — 71
= Pr( 77 >7577) = Pr(Z > 1.1429)
Vi NG
— 1—Pr(Z<1.1429)

donde Z tiene una distribucién normal estdandar, y por tanto,

4
Pr (Z X; > 300> —1—0.8735 = 0.1265

=1
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Ingeniero Técnico de Minas
Asignatura: Estadistica
Soluciones de la hoja de problemas 6

Dpto. Matematica Aplicada y
Estadistica

FEstimacion Paramétrica

1. El intervalo de confianza para la media poblacional es (T — z1_, /2%; T+ zi—a)2 %] . Ten-

emos T = 166, y a = 0.02, luego necesitamos zg g9 que encontramos en la tabla: zggg =~
2.33. Finalmente el intervalo pedido es 164.06 < pu < 167.94 o de forma equivalente :
u= 166 4+ 1.94.

2. Su respuesta es incorrecta: la afirmacién del articulo sélo concierne el centro, méds conc-
retamente la media, de la distribucién de las alturas en la poblacién espanola mayor de
18 anos. El nivel de confianza de 95% se refiere a la confianza que tenemos en el método
que hemos utilizado para proporcionar un intervalo para estimar la media. En este caso,
el método que consiste en dos pasos (1) extraer una muestra al azar de n individuos, (2)

calcular el intervalo para esa muestra |Z — z1_, /2%; T+ 21— /2% , roporciona un resul-

tado correcto ( es decir un intervalo que efectivamente contiene la media poblacional) en
el 95 % de las veces.

3. a) Introducimos la variable X = "wvalor medido”. La media poblacional de X representa el
centro de los valores proporcionados por el aparato. En particular si el aparato es exacto,
la media poblacional de X debe ser igual a 10 gramos. Si el aparato fuera perfecto, todos
los valores medidos serfan iguales a 10 y en particular la media de X valdrfa 10.

b)Empezamos por la construccién detallada del intervalo para la media poblacional para
un « dado. Sean X1, X, ... X5, las variables ”valor obtenido en la 1° medicién”, etc hasta

"valor obtenido en la 5° medicién”. Consideramos la media muestral X = XX ;r ot Xs

Puesto que estamos en el caso en que la variable X sigue una distribucién normal, tenemos

queZ:ﬁ ~ N(0,1).

DBF
05k
04F
03F
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01r

-Z
1-a/2 Zion



Tenemos P(—zi1_a/2 < Z < 21-q/2) = 1 — a. Lo que es equivalente a P(—21_q/2 < f/—_\/% <

n —

Z1—aj2) = 1 — a. Despejando obtenemos P(X — zl,a/2\/i_ <pu< X+ Zlfa/2%) -1
. Deducimos que un intervalo de confianza al 100(1 — )% de confianza para la media
poblacional es X — zl,a/gﬁ <pu< X+ zl,a/Q%.

En nuestro caso particular, nos fijamos a = 0.02, necesitamos zg.g9, que segin la tabla es
igual a 2.33. Sustituyendo obtenemos por lo tanto 10.0020 < p < 10.0025.

c)El margen de error es z;_, /2%, queremos que sea menor de 0.0001 :

zl,min < 0.0001

NG

. 2
Despejgmos para obtener \/n > 21, /2500015 ¥ elevando 'al' cuadrado, n > (zl_a /gm) ,
sustituimos para obtener n > 21.7, por lo tanto, 22 mediciones son necesarias.

. a) La variable X representa la cantidad de maiz de la nueva variedad cosechada en una
parcela seleccionada al azar. La poblacién de interés serfa en este caso el conjunto de todas
las cosechas recogidas con esa variedad de maiz. Por los resultados vistos en teoria, el
intervalo de confianza a nivel 1 — a = 0.9 pedido es:

— o —_ 10

[X + Zl_(a/Q)E] = [X + 20.95\/—1_5] (1)

donde zg 95 es el percentil 0.95 de la distribucién normal estandar:

¢(ZQ_95) =0.95 < 20.95 — 1.64

con lo que sustituyendo el anterior valor en la expresiéon 1 el intervalo que contiene la
cosecha promedio con una confianza del 90% es:

[119.57,128.03)]

b)Razonando de la misma forma que en a) tenemos:

e A nivel 1 — a = 0.95 pedido es:

— 10
X £ zp.975——
[ 0.975 \/ﬁ]

donde zg 975 es el percentil 0.975 de la distribucién normal estandar:

¢<Zo,975) =0.975 < 20.975 — 1.96

y sustituyendo:
[118.74,128.87]
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e A nivel 1 — a = 0.99 pedido es:

—_ 10
[X + Z0.995—]

V15

donde zg 995 es el percentil 0.995 de la distribucién normal estandar:

¢(ZQ,995) = 0995 < 20.995 — 256

y sustituyendo:
[117.19,130.41]

Podemos comprobar que a medida que exigimos un mayor nivel de confianza el inter-
valo obtenido es de mayor amplitud. El exigir un nivel de confianza mayor equivale a
exigir una mayor seguridad de capturar el verdadero valor del pardmetro mediante el
intervalo construido a partir de la muestra (cuanto mds ancho sea més valores posi-
bles para p considera y por tanto mads facil es que este valor sea ’capturado’ por el
intervalo).

c) Los intervalos anteriores se construyen basandose en la hipétesis de que la distribucién
de la variable (y por tanto también la de la media muestral) sigue una distribucién normal.
Si no conocemos la distribucién de la variable no tenemos la hipétesis de normalidad,
sin embargo el teorema Central del Limite nos permite afirmar que la distribucién de la
media muestral es aproximadamente normal cuando n es suficientemente grande con lo que
podemos utilizar el mismo intervalo (siempre que asumamos que n = 15 es ’suficientemente
grande’).

d)El margen de error (E) cometido suponiendo un intervalo de confianza al 90% usando la
expresion (1) serd igual a:

— — 10

X, +E = [X,+ 1.64%]
10

E = 164—=
v

como queremos que sea inferior a 4 debemos exigir:

10
E = zy95—=

Jn

4 >
—

n > (1.64x10/4)*
o
>

n 16.81

con lo que debemos plantar al menos 17 parcelas.
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5. a) Si llamamos R al verdadero valor de la resistencia, y X al valor obtenido al azar al
realizar una medicion,
X=R+e (2)

donde e es el error que se comete en la mediciéon. Como e sigue una distribucién normal
de media 0 y desviacién tipica ¢ = 3, y X estd relacionada con la variable e mediante
la expresion (2), por las propiedades de la distribucién normal podemos concluir que X
seguird una distribucién normal de media:

E(X)=E(R+¢)=R+E()=R+0=R

y varianza:

Var(X) = Var(e) = 3°

El aparato de medicién es exacto en el sentido de que el valor esperado promedio de las
mediciones es el valor correcto y desconocido R. En cuanto a la precisién sabemos que el
99.7% de las mediciones estardn comprendidas entre (R + 30) = (R £9). La desviacién
tipica es de 3 unidades de medicién lo cual es elevado y concluiriamos que no es muy
preciso.

b) Como R = py, y dado que X sigue una distribuciéon normal, por los resultados vistos
en teoria, el intervalo de confianza a nivel 1 — a = 0.9 pedido es:

X oo o) = (X 20,95%] 3)

donde zg g5 es el percentil 0.95 de la distribucién normal estandar:

¢(ZQ_95) =0.95 < 20.95 — 1.64

con lo que sustituyendo el anterior valor en la expresién (3) y dado que X5 = 497.4:

4974+ 1.64—] = [407.4 + ]

V5

c) Si suponemos una confianza del 95% y dejamos n sin determinar el intervalo de confianza
queda de la forma:

3
4974+ 1.96—| = 4974+ FE
| = |

ya que zoors = 1.96 es el percentil 1 — «/2 para 1 — a = 0.95. El error E es en este caso:

3
E=196—
Jn
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de forma que como queremos que E no sea superior a 2 debemos exigir:

3

2 > E:ZO.975%
<

n > (1.96 % 3/2)?
o

n > 864

con lo que debemos plantar al menos 4 mediciones més hasta llegar a n = 9.

. Un estimador puntual de un pardmetro es cualquier estadistico ( funcién de las observa-
ciones) disenado para aproximar el pardmetro que nos interesa. Se trata de una variable
aleatoria y su valor depende de la muestra escogida. Dos propiedades deseables para un
estimador puntual es a) Su media es igual al valor del pardmetro poblacional, en este caso
hablamos de un estimador insesgado. b) Si el estimador es insesgado, una buena propiedad
adicional es que sea mds preciso a medida que aumente el nimero de observaciones. Conc-
retamente, es deseable que su varianza tienda a cero cuando n tiende hacia infinito. Un

estimador insesgado con esta propiedad se llama consistente.

. a) El intervalo pedido con un nivel de confianza 1 — o = 0.95 tiene la forma:

_ —_ 3
Xt zi_(oy—| = |X £ 20975—
[ 1 (/2)\/3] [ 0975\/3]

donde zg 975 es el percentil 0.975 de la distribuciéon normal estandar:

¢(20_975) = 0795 < 20.975 — 196
con lo que sustituyendo el anterior valor en la expresién (4) y dado que X5 = 555.5:
[550.179, 559.821]

b) Puesto que la relacién entre las variables viene dada por:

Y =(9/5)X + 32
la relacion que liga ambos valores esperados seré:

ty = B(Y) = (9/2)E(X) +32 = (9/2)j1 + 32

()

usando esta relacién, y dado que tenemos un intervalo de confianza para py (expresion 5),

podemos obtener el intervalo para p, transformando los extremos del intervalo:

LI = (9/5)550.179 + 32 = 1022.322
LS = (9/5)559.821 + 32 = 1039.678
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con lo que el intervalo queda:
[1022.322,1039.678]

nota: alternativamente se podria haber calculado directamente el intervalo para py sabi-
endo que:

Y = (9/5)X+3
oy — (9/5)0’){

. a) El valor de 47% que se ha obtenido es relativo a la muestra escogida, no podemos por lo
tanto afirmar sin mds que, en la poblacién entera de mujeres espanolas, la proporcién que
nos interesa sigue siendo ésta.

La afirmacion se realiza con un nivel de confianza del 95% en el sentido de que si repitiese-
mos el proceso para todos los valores posibles que puede tomar la proporciéon muestral si
extraemos al azar muestras de tamano 1025, el 95% de los intervalos calculados captarian
la, verdadera proporcién y el 5% restante no captaria el verdadero valor de la proporcién
de esta caracteristica en la poblacién de mujeres.

b) El margen de error es mayor porque éste depende de n y para el caso de los hombres se
han observado menos valores.

. Empecemos por calcular la media y la varianza muestral. Tenemos

1 — 165 + 162+ --- + 168
T = — ;= = 166.0
T n;x 5

1 - n
2 2 —\2
Sx = n—lgxi_n—l'(gj)

165% + 1622 +--- + 1682, 9
= i 8+ il )—§(166.0)2:6.5

Se trata de determinar el intervalo de confianza para la media poblacional de una distribu-
cién normal, estamos en el caso en que la varianza poblacional es desconocida. Necesitamos
por lo tanto el resultado siguiente : la distribucién del estadistico

X —
T=2"H Lt

Sx/vn

Al ser la distribucién de Student simétrica, tenemos que
P(—tp1i-ap ST <tp11-ap)=1—-«
Es fécil deducir de este resultado que

P(Y— tn—l,l—a/Q . Sx/\/ﬁ < M < Y+tn—1,l—a/2 : SX/\/E) =1-a
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10.

11.

y por lo tanto, para la media de una distribucién normal, varianza desconocida, un intervalo
de confianza del 100(1 — «) % esta dado por

T—tp11-as2 Sx/VN < <T+ty 11 a2 Sx/Vn

En nuestro caso, nos piden un nivel de confianza del 98%, lo que quiere decir que o = 0.02.
En la tabla, encontramos t,_1,1-a/2 = t8,0.99 ~ 2.896 y el intervalo de confianza pedido es

166 — 2.896 - v/6.5/1/9 <y < 166 + 2.896 - v/6.5/v/9

finalmente, un intervalo de confianza al 98% para la media poblacional es

163.54 < 11 < 168.46
| |

La poblacién que nos interesa es el conjunto de los estudiantes que realizaron el examen de
ingreso MIR y la variable X que nos interesa es la puntuacién conseguida. Empecemos por
traducir los datos del enunciado : X sigue una distribucién normal, el tamano muestral es
n = 20, la media y la cuasi-desviacién muestral son respectivamente T = 250 y sy = 50. Se
trata de determinar el intervalo de confianza para la media poblacional de una distribucién
normal, estamos en el caso en que la varianza poblacional es desconocida. Usamos el
resultado siguiente : la distribucién del estadistico

_X—n
- Sy/vn

es una distribucién de Student con n — 1 grados de libertad y, al igual que en el problema
1, deducimos que, para la media de una distribucién normal, varianza desconocida, un
intervalo de confianza del 100(1 — o) % estd dado por

T

T—tpt11-a2 Sx/VN < W <T+ by 11-a25x/Vn

En nuestro caso, nos piden un nivel de confianza del 95%, lo que quiere decir que o = 0.05.
En la tabla, encontramos t,_1,1-a/2 = t19,0.975 =~ 2.093 y el intervalo de confianza pedido es

540 — 2.093 - 50/v20 < p < 540 4 2.093 - 50/v/20
finalmente, un intervalo de confianza al 95% para la media poblacional es

516.60 < p < 563.40

Estamos interesados en dos poblaciones distintas : la primera corresponda al cemento
estdndar y la segunda al cemento contaminado con plomo. Queremos estudiar la v.a.
X1="contenido en calcio” en la poblacién del cemento estdndar y la v.a. Xy="contenido
en calcio” en la poblacién del cemento contaminado. De manera maés precisa, queremos
investigar la diferencia entre el contenido medio en calcio del cemento estdndar y el del
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12.

cemento contaminado. Vamos a establecer un intervalo de confianza al 95 % para la difer-
encia de medias entre las dos poblaciones. Estamos en el caso en el que las varianzas en
las dos poblaciones son desconocidas pero iguales, X; y X5 se asumen normales y inde-
pendientes, para establecer el intervalo de confianza para la diferencia de medias usamos
el resultado siguiente : el estadistico

:71_72_(%_#2)
Spy/ =+ =

ni 2

T

2

donde Sz = (nlflifiiizgl)sz, sigue una distribucién t con n; + ny — 2 grados de libertad.

Deducimos que un intervalo de confianza al 100(1 — a)% para la diferencia entre medias
de dos distribuciones normales, varianzas desconocidas pero iguales es

7 —7 1
(T1 — Ta) — trtno—2,1-a/2 * Sp - n_l + n_2
< (=) <
(@ 7 Y
1= T2) + tnytna—21-a/2 * Sp o + o

En nuestro caso, los datos del enunciado se traducen por

71 =90.0 7T, =87.0
s2=25.0 s%=16.0
ny = 10 Ng = 15

2 _ (m-Dsi+(na—1)s3 _ 9.25.0414.16.0

Deducimos s = = 19.5. Nos piden un nivel de confianza
p ni+ng—2 23

del 95%, necesitamos t,, 4n,—21-a /2 = ta30.975 = 2.069. El intervalo pedido es

1 1
(90.0 — 87.0) — 2.069v'19.54/ — + —

10 15
< (g — pg) <

1 1
(90.0 — 87.0) +2.060V19.5 | — + 7=

Finalmente el intervalo de confianza al nivel del 95% para la diferencia de medias es

La conclusién es que, puesto que nuestro intervalo nos dice que es posible que (p; — p5)
sea igual o muy préximo a cero, la muestra nos lleva a afirmar que no hay una diferencia
significativa entre los dos tipos de cemento.

Estamos interesados en dos variables distintas, la primera, X4, corresponde al niimero de
unidades producidas por el operario A, y la segunda X g, corresponde al niimero de unidades
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13.

producidas por el operario B. Queremos determinar si hay una diferencia entre el nimero
medio de unidades producidas por el operario A y el operario B, es decir, queremos conocer
la diferencia 4 — 5. Las hipdtesis del enunciado se traducen de la manera siguiente : X4 y
X p son dos variables normales independientes de media p4 v 115, respectivamente, ademéds
se supone que sus varianzas son iguales. Disponemos de dos muestras, designamos con
el subindice A todas las cantidades relacionadas con la muestra del operario A, y con el
subindice B todas las cantidades relacionadas con la muestra del operario B. Calculamos

Ty = 250 =524 Tp = 220 = 60.6
s = B 5(504)2 = 54.8 s} = HEEE _ 5(60.6)2 = 27.8
nag = 5 np = 5

Para establecer el intervalo de confianza para la diferencia de medias usamos el resultado
TLAfl)SZ+(TLBfl)S§
na+ng—2

, el estadistico
_ Xu—Xp— (s — pp)

Sp,/éjt%

sigue una distribucién t con ns + ng — 2 grados de libertad. Deducimos que un intervalo
de confianza al 100(1 — a))% para la diferencia entre medias de dos distribuciones normales,
varianzas desconocidas pero iguales es

siguiente : si S? = (

T

1 1

Tp—Tp— tnAJranQ,lfa/Q *Sp — +—

na Np

< (pa—pp) <
_ 1 1

TA—2ZTB +tnsing-—21-a/2° Sp- o + o

A B

2 (na—1)s%+(np—1)s3 4-54.844-27.8 . .
En nuestro caso s, = yE— = =2===2 = 41.3. Nos piden un nivel de

significacién o = 0.1, necesitamos t,, 1n,—21-a/2 = tg0.95 =~ 1.86. El intervalo pedido es

1 1
592.4 —60.6 — 1.86v41.3 R + R

< (pa—pp) <

1
)

Finalmente el intervalo de confianza al nivel del 95% para la diferencia de medias es

1
524~ 60.6 + 1.86VAL3y /= +

—15.76 < (juq — pup) < —0.64

a) El valor medido X es igual al contenido exacto de carbonato de calcio de la caliza més
el error £ que sigue una distribucién normal con media cero y varianza desconocida o?. Por
consiguiente, si denoto por [CaC0s],epel contenido exacto de carbonato de calcio, tenemos

X = [CCLCOg]pOb +e
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y deduzco que X sigue una distribucién normal de media [CaC03],0, y de varianza o?. Hay
que destacar que la media del valor medido es igual al contenido exacto de carbonato de
calcio de la caliza, es decir, p1 = [C'aCO03]pop

b) Empecemos por calcular la media y la cuasi-varianza muestral

— ~ 49.78

1 49.56 + 49.82 + 49.30 + 50.16 + 50.06
n 1=1

49.56% + 49.822 4 49.30? + 50.16% + 50.062. 5
= ( il i 4 i i )—1(49.78)2:0.126

Tenemos que construir un intervalo de confianza para la media poblacional en el caso en

que la varianza poblacional es desconocida. Usamos el resultado siguiente : la distribucién

del estadistico T = %,es una distribucién de Student con n — 1 grados de libertad vy,
X

al igual que en el problema 1, deducimos que, para la media de una distribucién normal,
varianza desconocida, un intervalo de confianza del 100(1 — «) % estd dado por

T—tht11-ap Sx/VN<pu<T+t,11-0/2" Sx/Vn

En nuestro caso, nos piden un nivel de confianza del 90%, lo que quiere decir que o = 0.1.
En la tabla, encontramos t,_1,1-a/2 = t4,095 ~ 2.13 y el intervalo de confianza pedido es

49.78 — 2.13-v/0.126/v/5 < 11 < 49.78 + 2.13 - V0.126/V/5
finalmente, un intervalo de confianza al 90% para la media poblacional es
49.44 < p < 50.12
que podemos presentar en la forma
o~ 49.78% + 0.34

c¢) Estamos en el caso de una poblacién infinita, el tamano muestral necesario para cometer
como m&ximo un error err sobre la media poblacional, con una confianza del 100(1 — «)%,

es dado por
2
2 O
n 2 (21-a2)  —
( / ) err?
Puesto que no conocemos la varianza poblacional o2, utilizamos el valor estimado con la
muestra anterior, s% = 0.126. Tenemos err = 0.2 y nos piden a = 0.05, encontramos en la

tabla z1_q/2 = 20.975 = 1.96 y por tanto:
5 0.126
0.22

Luego debemos tomar como minimo n = 13, por tanto, deberfamos hacer 8 mediciones
mas.

n > (1.96) ~12.1
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14.

15.

Estamos, al igual que en el problema anterior interesados en determinar la media pobla-
cional de la variable X ="contenido medido de MnQOy”. Esta media poblacional es el
contenido real en biéxido de manganeso del mineral. De la misma manera que en el
apartado b) del problema , construimos el intervalo de confianza al nivel de 100(1 — )%
usando los percentiles de la distribucion ¢ de Student.

T —tp11-as2 Sx/VR < <T+ty 11 a2 Sx/Vn
Calculemos la media y la cuasi varianza muestrales :

1 <& 37.62 + 38.23 + 38.44 + 37.62 + 38.71
f:—inz + + + + ~ 38.12
n < 5

37.622 4 38.23% + 38.44% + 37.622 +- 38.712 5
= ( * il T il il )—1(38.12)2:0.24

y obtenemos el intervalo de confianza al nivel de 90% :
38.12 —2.13 - \/0.24/\/5 <p<3812+2.13- \/0.24/\/3

es decir
37.66 < i < 38.59

que podemos presentar :
p~38.12+£0.47

Estamos antes dos poblaciones : la primera corresponde a la produccién de la primera
semana mientras que la segunda corresponde a la produccién de la segunda semana, intro-
ducimos las dos variables : X; ="puntuacién de calidad de un articulo primera semana”,
y X ="puntuacion de calidad de un articulo, segunda semana”. Estamos en el caso en el
que las varianzas en las dos poblaciones son desconocidas pero iguales, X; y X5 se asumen
normales y independientes, para establecer el intervalo de confianza para la diferencia de
medias usamos el resultado siguiente : el estadistico

:71_72_(%_#2)

/1, 1
Sp s
donde §2 = (m—USi+(n2—1)53
p

S 5=, sigue una distribucién ¢ con ny; + ny — 2 grados de libertad.
Deducimos que un intervalo de confianza al 100(1 — )% para la diferencia entre medias
de dos distribuciones normales, varianzas desconocidas pero iguales es

T

1 1
T1 — T2 — tnyiny—21-a/2 " Sp- ’fl_1 + n_2
< (=) <
T A S
1 ) + tn1+n2—2,1—a/2 Sp 7’L1 + g .
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En nuestro caso, los datos del enunciado se traducen por

T =91.5 7 =899
$2=91 s2=1738
ny = 8 Ng = 8
Deducimos s, = ml_gﬁ:ﬁz{l)sg = DTS — 13.4. Nos piden un nivel de confianza del

95%, necesitamos t,, 1ny,—21-q /2 = tia0.975 = 2.145. El intervalo pedido es

/1 1
91.5 —89.9 — 2.145v13.4 3 + 3

< (g — pg) <

1
91.5 —89.9 + 2.145v'13.4

L

8 &

Finalmente el intervalo de confianza al nivel del 95% para la diferencia de medias es
—2.31 < (g — o) < 5.56

La conclusién es que, con los datos de la muestra, es posible que la diferencia de las medias
poblacionales sea igual o muy préximo a cero, en consecuencia no podemos afirmar que ha
habido un descenso significativo de la calidad entre las dos semanas.
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Ingeniero Técnico de Minas
Asignatura: Estadistica
Soluciones de la hoja de problemas 7

Dpto. Matematica Aplicada y
Estadistica

Contrastes de Hipdtesis

1. El primer contraste que realizamos es

H, : = 1600 h.
H; : u # 1600 h.

Escogeremos un nivel de confianza de 95% por ejemplo, lo que corresponde a a = 0.05.

X —
El estadistico de contraste es: Z = Ho
a/\/n

distribucién normal estdndar gracias al teorema central de limite.
Se trata de un contraste bilateral, y la regién critica o de rechazo vendra dada por:

que sigue, bajo Hj, aproximadamente una

06F

0ar

0.4r

03r

02r

01r

“Zio2 Ziap

Para o = 0.05 = Z1—g = Zo.975 = 1.96, . Para mi muestra el estadistico de prueba toma el

1570—1600
valor :zg = = —2.5. zg cae en la regién de rechazo, lo que implica que,al 95%

120/4/100

de confianza, rechazamos H, y afirmamos que la vida 1til promedio es significativamente
diferente de 1600h. Para saber hasta que confianza rechazarfamos Hy, calculamos el p-valor.
Buscamos el valor oy de a@ mds pequeno que nos permita rechazar Hy lo encontraremos
haciendo coincidir un limite de nuestra regién de rechazo con el valor del estadistico de
prueba:

o1



[IR=33

nar

04

03F

02r

01F

Deducimos que /2 = P(Zy < —2.5) = 1 — ®(2.5) ~ 0.006. lo que implica un p-valor
ap ~ 0.012.: podrfamos por lo tanto rechazar Hy hasta un méximo de 98.8% de confianza.

b) Ahora el contraste que nos piden es:

Hy : 4 = 1600 h.
H, : 1 < 1600 h.

Todo igual excepto la eleccién de la regién de rechazo que es unilateral.

0k Region de rechazo

0ar
041
03

0.2r

01k \

Zg

a = 0.05 = 21_o = 2095 = 1.65. Deducimos que, al 95% de confianza, también rechazamos
Hy

Para calcular el p-valor, hacemos coincidir el limite de la regién de rechazo con el valor de
nuestro estadistico de prueba.
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5 z=2.5 " 5

Deducimos oy = P(Zy < —2.5) = 1 — ®(2.5) ~ 0.006. Podriamos por lo tanto rechazar H
hasta un nivel de confianza de 99.4%

. Planteamos el contraste

Hy:p=0.5.

H, : p#0.5.
Seguimos los mismos pasos que en el ejercicio 1a) al que te puedes referir para los detalles:
Encontramos un estadistico de prueba igual a zg = % ~ —(). 387. El p-valor asociado

es ag = 2P(Zy < —0.387) ~ 0.700. S6lo podriamos rechazar Hy hasta una confianza de
30%: es muy insuficiente y admitimos Hj, : el centro de la distribucién de los datos generados
por Statistix parece coincidir con 0.5

. Realizamos el contraste:

Hy @ p<45
Hy : p>45

puesto que lo que nos interesa es que como minimo la produccién media haya aumentado
hasta al menos 45 unidades.

La variable poblacional X = ”productividad diaria por persona de un sistema de produc-
cién” tiene desviacién tipica conocida, de manera que el estadistico del contraste anterior

es: —
X —45

A——
* T 15/V35

que sigue una distribucién N (0, 1) bajo la hipétesis nula. La region de rechazo de este
contraste viene dada por:

1 X —45 -
1.5/4/35

Z1_o = rechazamos H,
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y en este caso tenemos:

X —45  46.5 — 45

15/v35  1.5/v35

luego rechazamos la hipétesis nula al 95%. Si calculamos el p-valor correspondiente:

=591 > z1_o, = 2995 = 1.64

46.5 — 45
p = PlZ> 1.5/@) B
= P(Z>591)=1-¢(591)~0

asi que rechazarfamos la hipdtesis nula practicamente a cualquier nivel de significacion.
Por tanto, podemos concluir que la productividad media es significativamente mayor de 45
unidades, asf que resulta rentable aplicar la nueva tecnologfa.

. Para un nivel de significaciéon « se rechaza Hy si p —valor < a. Por tanto, llamando R a la
decisién de rechazar Hy y R a la decisién de no rechazar Hj, podemos resumir el ejercicio
mediante la siguiente tabla:

p a=0.05]|a=0.1]a=0.01
0.00012 R R R
0.54 R R R
0.028 R R R
0.17 R R R

. Para determinar el p-valor ag, que es el valor de a méas pequeno que nos permita rechazar
Hy, hacemos coincidir el valor del estadistico de prueba con la frontera de la region de
rechazo asociada a cada contraste.

a)

06

05

04r

03

02

01
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Deducimos ay/2 = P(Zy > 2.32). Es decir ag = 2P(Zy > 2.32) = 2(1 — $(2.32)) ~ 0.02.
Rechazamos Hj con gran confianza.

b)

06|

0af

04

03f

02f

01F

Deducimos a/2 = P(Zy < —1.88). Por lo tanto, ap = 2P(Zy < —1.88) = 2(1—®(1.88)) ~
0.06. Rechazamos Hj con gran confianza.

c)

06

0sr

o4t

03r

0z2r

01r

2=148

Deducimos oy = P(Zy > 1.48) =1 — &(1.48) ~ 0.07. Rechazamos Hj con gran confianza.

d)De la misma manera que en c¢): ag = P(Zy > 1.59) = 1 — ®(1.59) ~ 0.06. Rechazamos
Hj con gran confianza.

e)
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3 2=-023 " 5

Deducimos oy = P(Zy < —0.23) = 1 — $(0.23) ~ 0.40. No podemos rechazar H, con una
confianza suficiente: admitimos H,.

. Se quiere determinar si unos detectores de radén ( un gas inodoro y incoloro ligeramente
radioactivo) son fiables. Para ello, se colocan 12 de estos detectores en una cdmara y se
exponen durante 3 dfas a 105 picoCuries por litro de radén. Los datos obtenidos son los
siguientes:

91.9 97.8 1114 1223 1054 95.0
103.8 99.6 96.6 119.3 104.8 101.7

Supongamos que sabemos que la desviacién tipica de las mediciones para este tipo de
detectores es 0 = 9, y que podemos utilizar una distribucién normal.

a) Construir un intervalo de confianza al 95% para el valor promedio de radon propor-
cionado por este tipo de detectores.

Queremos un intervalo de confianza para la media poblacional de una poblacién normal de
varianza conocida. El intervalo al 100(1 — «)% de confianza estd dado por

_ g _ g
T — 2—aq/a——, T+ Z1_aq/o——=
S 2

Encontramos que, para nuestra muestra, z = 104.13, y si trababjamos al 95 % de confianza
necesitamos z1_q/2 = 20.975 = 1.96, sustituyendo, obtenemos que el valor promedio de radén
proporcionado por los detectores estd comprendido entre 104.13 + 1.96 - 9/4/12 = 99.04 y
109. 22 picoCuries por litro. Podemos formularlo también de la manera siguiente: el valor
promedio de radén proporcionado por los detectores es 104.13+5. 09 picoCuries por litro.

b) Queremos comparar la media poblacional de los valores proporcionados por este tipo de
detectores con 105. Planteamos el contraste

H() U= 105.
H, : p # 105.
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trata de un contraste bilateral, y la region critica o de rechazo vendra dada por:

El estadistico de contraste es: Z =

que sigue, bajo Hy, una distribucién normal. Se

06

12 Ziap

Para o = 0.05 = Z1_s = Zo.975 = 1.96, . Para mi muestra el estadistico de prueba toma el
104.13—105

9/v/12
95% de conﬁanéa no podemos rechazar Hy: no podemos afirmar que el valor promedio
difiera significativamente al 95% del valor real 105. Comprobamos que coincide con el
resultado obtenido con el apartado anterior, puesto que el intervalo al 95% contenia el
valor real 105.

valor :zg = ~ —0.33 2y no cae en la regién de rechazo, lo que implica que,al

. El contraste que planteamos es:

Hy : p = 28000
H; : p < 28000

Es un contraste unilateral, luego la regién critica se situard en la cola inferior de la dis-
tribucién del estadistico de la prueba.

Tomamos a = 0.01

Como el contraste se refiere a la media poblacional, y que la varianza poblacional es de-
sconocida, el estadistico de la prueba seré:

X—p

T = —F—F=r~tn_

Si suponemos que la hipdtesis nula es cierta, el estadistico quedara

~ X—28000

=3 m "~
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La region de rechazo de este contraste viene dada por:

X —28000
Si —7—=— < —tp_1,1-a = Se rechaza H

S/\/n
En este caso, el valor particular del estadistico para la muestra que tenemos es

27463—28000
0= ————F— = —2.519 < —t39099 = —2.42 = Se rechaza Hy.
1348/1/40

Conclusién: La vida promedio de estos neumaticos es significativamente, al 99% de con-
fianza, menor que 28.000 Km.

. a) Para nuestra muestra, n = 5, = 10.0023 y s = 0.0002. El intervalo de confianza para la
media poblacional es [:E — tn—l,l—oz\/iﬁa T+ tn_171_aﬁ] . A1 98% de confianza, necesitamos
th—1,1—a/2 = ts0.99 = 3.75. Obtenemos que p = 10.0023 £ 0.00033.

b)El contraste de hipdtesis que nos interesa es

Hy : p=10
H; [1,>10

Si trabajamos al 95% de confianza, a = 0.05. El estadistico de prueba es Ty = % que

sigue una distribucién t, 1 bajo Hy. La regién de rechazo es unilateral R = {t : ¢ >

tn—11—a = t1,095 = 2.13}. Para nuestra muestra encontramos to = %%) = 25.715. En

particular rechazamos Hy al 95%, y afirmamos que u es significativamente mayor de 10,
al 95% de confianza. Notar que con este valor de ty, rechazamos H, tambien al 99%. De
hecho, el p-valor de la prueba es 7.107% : afirmamos con grandisima confianza que nuestro
aparato de medicién sobrevalora el peso real.
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