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0.1 Ecuaciones en diferencias finitas

El interés del estudio de la transformada Z es debido a que es la andloga a la transformada de Laplace para
resolver ecuaciones en diferencias finitas. Estas ecuaciones aparecen en ingenieria al modelizar sistemas
electrénicos cuyas entradas y salidas son una sucesién de datos discretos. Para fijar ideas, consideremos
el siguiente ejemplo.
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Este dispositivo estd formado por dos elementos. El primero de ellos, marcado con una S, es un elemento
que suma o resta datos, que a su vez vendrian modulados por numeros reales. El denotado por una D es
un aparato que produce un retardo de una unidad temporal en la sucesién. La figura representa el tipo
mads sencillo de retroalimentacién de una senal. Los datos de entrada vienen dados por la sucesiéon xj y
los de salida por

Yk+1 = Tk- (0.1)

En el proceso, los datos intermedios 7, vienen dados por la expresién
Ty = Tk — Yk, (0.2)
donde a es un nimero real. Combinando (0.1) y (0.2) obtenemos la ecuacién en diferencias de orden uno

Yk+1 T aYx = Ty.
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Si complicamos el dispositivo, como se muestra en la figura,
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se obtiene una ecuacién de orden dos. Aqui
Yr+1 = Vg,

Vk+1 = Tk,
Tr = Tk + byr — avg,
de donde se obtiene la ecuacion
Yk+2 + aYk+1 — byr = T

El uso de la transformada Z permite afrontar con ciertas garantias de éxito la resolucién de estas
ecuaciones. Por ejemplo supongamos la ecuacién

Y2 + Yrt1 — 2y = 1;
Yyo=0, y1 = 1.

Vamos a ver cémo la transformada Z nos permite obtener la solucién de la ecuacién anterior trans-
formando dicho problema en un problema algebraico.

0.2 Definicién y propiedades basicas

Consideremos una sucesién de nimeros complejos xi. Se define la transformada Z de la misma como la

serie
o0

Zlz(2) = -

n=0

Tn

(0.3)
Nétese que (0.3) es una serie de Laurent con parte regular zo y parte singular > ° | x,2~", y que por
tanto convergerd en un disco de convergencia de la forma

A(0,r,+00) ={z € C:|z| > r}

donde r es el radio de convergencia de la serie de potencias > 0 | x,,2"™.
Por ejemplo, si 6 = (1,0,0,0,...) entonces su transformada Z es

2[8)(z) = 1

definida en todo el plano complejo. Si z = (1,1,1,...), entonces

o0

siempre que |z| > 1.
Propiedades basicas.



e Linealidad. Dadas las sucesiones zj e yr v o, 8 € C, se verifica
Zlaxy, + By)(2) = aZzi](z) + BZ[yx](2)

para todo z en el dominio de definicién de Z[zi](2) v Zlyx](2).

Demostracién. Basta calcular
o0
axy, + By
Zlawk + Bul(2) = %
n=0

o} z_z +8%° Z_Z = aZ[zx](2) + B2yl (2).
n=0 n=0

|
e Dada la sucesién zy, definimos la nueva sucesién y;, = xx41. Entonces

Zlyr](2) = Z[zr1a](2) = 2Z[2r](2) — 220

En general, si kg € N y definimos yy, = T4, tenemos la férmula
kofl

n=0

Zlepino)(2) = 2 Z[wr](2) = Y wazho"

Demostraciéon. Calculamos
. x
n+1
Zlonlz) = Y
n=0
oo o0
: : Zn+ zn
n=1

n=0
o~ T
z Z Z—Z — zxg = 2Z[x](2) — 220

n=0

e Dada la sucesion z, y a € C\ {0}, se verifica
w)(2) = Z[wrl(2/a).

Z[a*

Dmostraciéon. Calculamos
= ax =
Zla () = - = —— = Z[zy](z/a)
2 T T
[ |
Por ejemplo, si z = (1,2,22,23,...), se tiene que
X 9n 1 Py
Z[ok = i =
) =Y 2=y =
n=0 z
e Dadas las sucesiones xy y k™, m € N, se verifica
d o
—z—]"Z[zi](2),

2l a)(z) = (-2

donde por —z% se entiende la operacién derivada y luego multiplicacién por —z.



Demostracién. Hacemos la demostraciéon por inducciéon en m. Si m = 1, entonces

Zhalz) = Y =Y

n=0 n=1
(o ] o0
Z nT, d —x,
-7 e dz 2"
n=1
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Si suponemos el resultado cierto para m, veamos que también lo es para m + 1. Para esto calculamos

ZIE™ ] (2) = Z[k-E"ag)(2) = —zdiZZ[k:mxk](z)
= (cemp)lem ] 2l (2) = [ ] 2l (2
[ |
Por ejemplo, si z; = k%, entonces
B = [ P2l)e) = et
d d =z d —z 22
- 4 <_d_j) T ( 1 G2 1)2)
z 322 223
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st |z] > 1.

0.3 Transformada Z inversa

Es interesante obtener transformadas Z inversas de funciones de variable compleja F(z), es decir, qué

sucesiones verifican que

Z[zn)(2) = F(2),
0 equivalentemente

T, = Z7F(2)].

Para calcular la transformada Z de una funcién F'(z) basta calcular el desarrollo en serie de Laurent
centrada en cero de manera que tenga un anillo de convergencia de la forma {z € C : |z| > r}, donde
r > 0. Por ejemplo, si F(z) = ==, entonces desarrollando en serie de Laurent

z—1’
111 71%17?’: 1
2_1_21_%_27,:02”_”:02”“

si |z| > 1. Entonces la sucesién

rp=Z M1/(z—1)] = (0,1,1,1,...).

0.4 Aplicacién a la resolucién de la ecuacién en diferencias

Consideramos el problema

Yo = Oa Y1 = la
obtenido anteriormente. Tomando la transformada Z en la ecuacién, usando las propiedades de ésta y
tomando en consideracién las condiciones iniciales obtenemos

Z[Yrt2 + Yer1 — 2ux)(2) = 2[1](2),

{ Yer2 T Ykl — 29 = 15



y desarrollando

Zlyrre +yern = 20kl(2) = Zlyrr2l(2) + Zlyrnl(2) — 2Z2[0l(2)
= 2ZZ[y](2) — 2+ 22y (2) — 22yl (2)
= (£ +2-2)Zpl) - =

Por otra parte

z
Zl1 = .
() =~
Entonces 9
21,9z = =2
(2 + 2= 9 2Zl(2) = » + —— = ——,
con lo que
52
Z = .
] () (22+2-2)(z—1)
Pasamos a fracciones simples
22 -1 3 4

Z[yk}(z): (271)2(Z+2) = (2—1)2 _271+Z+2’

y calculamos la transformada inversa obteniendo los desarrollos en series de Laurent

1 11 I /—2\" & (—2)»
iz (F) XA

n=0 n=0
si|z] > 2.
111 _1%1_“ 1
z—1 z1-L1 2 2n zntl
n=0 n=0

si |z| > 1. Finalmente

~1 d (1 d [ 1 —d 1 —n+1
(z—1)2_5<z—1>_a<zz”+1>_ Ez”“__z:z’“r2

n=0 n=0

si |z| > 1. Entonces si |z] > 2 se tiene que

-1 3 4
Zlnl(z) = Go1? -1 742
n+1 1 2 (—=2)"
n=0 n=0 n=0
I Sn+l & 3 2, 4(—2)nH
= Sl am Lt
n=0 n=0 n=0

1l s —n—444(=2)nH?
- Z+7§ e :

por lo que si k > 2
yr =42 — 4+ k.
0.5 Funciones de transferencia.

La funcién de transferencia asociada a la transformada Z se define de forma andloga a la funcién de
transferencia asociada a la transformada de Laplace. Consideremos en este contexto una ecuacién en
diferencias finitas de la forma

nYktn + Qn-1Ykin—1 + . + Q1Yk1 + QYr = T, (0.4)



siendo a; € R, 0 <7 < n. Entonces, suponiendo que y; = 0 7 < k, tomando la transformada Z obtenemos
que
(2™ + ap_12""  + o4 a1z + ao) Z[y) (2) = Z[ur](2),

por lo que
1
Zl](2) — Zlug)(z).
[yk]( ) anZ"Jran—l,Z”*l+...+a12+ao [ k}( )

Se define enotnces la funcién de transferencia asociada a la ecuacién como

Zlyel(2) _ 1

T(z) = = .
(2) Zlug](z)  apz® +an—12" 1+ ...+ a1z + ag

Podemos estudiar entonces la estabilidad de la ecuacién entendiendo ésta de forma andloga al caso
continuo estudiada en el tema anterior, es decir, si para toda solucién asociada a una condicién inicial
dada se verifica que

lim y, = 0.

k—oo

El siguiente resultado caracteriza la estabilidad del sistema en base a los polos de la funcién de transfer-
encia.

Theorem 1 El sistema dado por la ecuacion (0.4) es estable si y sdlo si todos los polos de la funcion de
transferencia verifican que |z| < 1.



