Tema 2: Holomorfia y series de Laurent Curso 2007/08

1. Calcula el valor de los logaritmos:
a) Lo(31)  b) Lo(=2i) ) Le(1+4)  d) Le(=1—14)  e) Lo(—1)
para =0y 0 =m.
2. Calcula los siguientes valores
a) ¢ b) =1+ c) e2-im/2 d) eln-s0-0)

e) sen(31) f) sen(1+ 1) g) cos(—2i) h) cos(—1 —1)

3. Demuestra que si z = x + iy, entonces |e*| = e* y €% = €°.

4. Estudia los puntos en los que no estan definidas las funciones

Ol R N CEE R N CRR =

Q) f(z) = e/ )10 = 5 N IO = ey
2z+1 2+ , Z+1

g)f(Z)Zm h)f(z):m Z)f(z):(z+2)(z2+22+2)

5. Sea f(z) = arg z, con el argumento medido en el intervalo (6 — 7,0 + 7]. Demuestra
que f(z) no es continua en la semirrecta Hy = {z € C/arg(z) = 6 + w}. Razona
por qué el logaritmo Ly(z) = log |z|+i-arg z, con argumento medido en el intervalo
(0 — 7,0 + 7], tampoco es continuo en Hy.

6. Utiliza la derivada de la funcién compuesta para obtener la derivada del logaritmo
Ly(z) en el conjunto C\ Hy.

7. Resuelve las ecuaciones
a) e =1+1 b) senz =4 c) cosz =4
d) 2cosz —isenz =i e) 2senz —icosz =i

8. Calcula, a partir de las condiciones de Cauchy-Riemann, las derivadas de las fun-
ciones

a) f(z) =¢€* b) f(z) =senz ¢) f(z) =cosz d) f(z) =ize*

9. Estudia si las siguientes funciones definidas en C son holomorfas y en caso afirmativo
calcula f'(2)

a) f(z2)=z-Im 2 b) f(z) =2 -Tm z ¢) flx+iy) =eYe™
d) f(z2) =z-% e) f(z) = (2 =2e™  f) flz+iy) =eve?
g) f(2) = (2% + cos 2)e* h) f(z) =sen2z +1 i) flx +iy) = xy + iy
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10. Determina los valores x,y € R que satisfacen la igualdad
x4y = (z —iy)°

11. Calcula los valores de los pardmetros reales a, 3 y v para que sea entera (holomorfa
en todo C) e identifica como funcién de z la funcién

f(z)=Rez+a-Im z+i(f-Re z+v-Im 2)

12. Identifica como funcién f(z) la funcién holomorfa
flx+i-y)=-2—2>—y—doy+y*+i-(1+x+22° — 22y — 2¢%).

13. Una funcién u : D C R? — R se dice que es armdnica en el conjunto abierto D
si es de clase C*(D) (existen sus derivadas parciales de orden dos y son funciones
continuas) y verifica la relacién

0*u 0*u

Dada una funcién holomorfa f : D — C, comprueba que las funciones parte real
u(z,y) = Re f(x +1iy) y parte imaginaria v(z,y) = Im f(x + iy) son armonicas en
D. Nota: Supoén, aunque posteriormente veremos que esta suposicion es superflua,
que las funciones parte real y parte imaginaria de f son de clase C*(D).

14. Expresa Re (e'/#) en términos de x e y y prueba que esta funcién es armonica en
el conjunto R?\ {0}.

15. Sea f(z+1iy) = u(x,y)+iv(zr,y) una funcién entera, siendo u, v : R?> — R. Explica
por qué las funciones U(z,y) = ¢*@¥) cosv(z,y) y V(z,y) = e“®¥ senv(x,y) son
armoénicas en D,y porqué V(z,y), es de hecho, una armonica conjugada de U(x, y).

16. Comprueba que las siguientes funciones son armonicas, encuentra las correspon-
dientes funciones holomorfas f(z +i-y) = u(z,y) + - v(x,y) e identificalas como
funciones f(z).

a) u(z,y) = 2z(1 —y) b) u(z,y) = 2x — 2* + 3zy?
)=2¢"cosy  d)u(z,y) =y/(a®+y?)

) = log(z* + y?) f) u(z,y) = arctany/x

) = 4z — 42® — 3y — 2zy + 32’y + 4y* — o>

17. Comprueba que las siguientes funciones son armonicas, encuentra la correspondiente
funcién holomorfa f(z+i-y) = u(x,y)+i-v(x,y) e identificala como funcién f(z).

a) u(z,y) = x/(z* +y?) con f(r) =1/m

b) U’<xuy) = xQ _y2 +233 con f(Z) = 22 —1
¢) u(z,y) = 2* — 3ay* con f(1) =1
d) u(z,y) =2 —y*+2xy —x + 3 con f(2—1i) = —8i
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18. Estudia qué valores de los pardmetros a,b € R hacen que las siguientes funciones
sean armoénicas, cuando lo sean encuentra las correspondientes funciones holomorfas
flz+i-y)=u(x,y)+1i-v(x,y) e identificalas como funciones f(z).

a)u(z,y) =a- -2 +b-y* —wy+2r+3y—1
b) v(z,y) = axdy — dxy? ) u(z,y) = 2% + axy?
d) w(z,y) =y’ +az’y  e) v(z,y) =az’ — 4y’

19. Calcula el desarrollo en serie de potencias centrado en el punto zy y el radio de
convergencia de las series

1 22
pu— ) b z p— 1 :O d :O
a) senz,zy=1 ) €20 =1 c) [ %0 ) Z—I—Q’ZO
z 2z sen z
e) Z+2,20:1 f) Li(2),20=-1 g) m,zoz() h) ,20 =0

20. Identifica las siguientes funciones en los conjuntos en los que las series convergen

= —1)" 4n = n__n - z" = n
a) ZO((%%;!Z b) ;2 -z c) Zlg d) ;nz

21. Halla f@9(1) para la funcién f(z) = 1/(1 4+ 22).

22. Calcula la serie de potencias de la funcion
1

£ =

centrada en el origen vélida en el circulo {z € C/|z| < 2}, y la de Laurent centrada
en el origen valida en el anillo {z € C/|z| > 2}. Repite el razonamiento anterior
para desarrollar nuevamente f(z) como serie centrada en el punto zy = i de dos
formas distintas, y estudia sus dominios de convergencia.

23. Determina la serie de Laurent de la funcién f(z) = 1/(2(1 — 2)) alrededor de los
puntos zg =0, zg =1y 29 = 1.

24. Calcula la serie de Laurent de las siguientes funciones alrededor de los puntos que
se indican:

a) f(z)=z2%Y% 2 =0 b) f(z)=e"07%) 2 =1

¢) f(z)=cos(1/2),z0=0 d) f(z)=zsen(l/(z—1)), z0=1

1 1 z4+ 21

e) f(Z):mazozi f) f(Z)=2—22+£+m7

20 = 0

25. Para las siguientes funciones estudia e identifica el tipo de las singularidades, y
calcula la serie de Laurent alrededor de dichas singularidades y su correspondiente
radio de convergencia

a)

sen z z 1 z 1

by — =
z )22—1—4 °) 22 (22422 +5)
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26. Construye la serie de Laurent centrada en el origen y convergente en 1/2 de la

funcion X
z

(z—=1)(z—2)

27. Construye la serie de Laurent de la funciéon

f(z) =

centrada en zy = 2.

28. Construye la serie de Laurent de la funcién dada en las tres regiones determinadas

por un anillo
z

a) f(z)= m, A(0,2,4)
b) f(z)= m7 A(0,1,2)
o) flz)= G2 A(0,1,2)
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