Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T. Industrial (Electricidad y Electrénica)
Examen de operaciones basicas, xxx de xxx de 2005
Calcula el modulo de j—;ﬁ.

Solucién: Por las propiedades del médulo

d—i _[4-i _ VIGHT
4+i|  J44+i]  VI6+1

Calcula el argumento de —3 — 3i.

Solucién: El numero complejo —3 — 37 esta situado en el tercer cuadrante. El argumento ¢
se calcula teniendo en cuenta que

-3
© = arctan—3 +7m=arctanl + 7 =7/4+ 7 =57/4.
Escribe —1 — i en forma exponencial.
Solucién: El argumento ¢ del niimero —1 —i se calcula al igual que en el caso anterior como
-1
Q= arctan—l +7m=arctanl + 7 =7n/4+ 7 = 5n/4

Entonces, dicho niimero en forma exponencial se escribe como

—1—i=]—1—i|e" =V2e"/"

Escribe 2¢*™ en forma binémica.

Solucion: Basta considerar que

2e'™ = 2[cos(4n) + isin(47)] = 2[1 +i0] = 2.

Escribe en forma bindmica.

— 2
Solucién: Multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de 2 — 2i y obtenemos
1 2+ 2 S 2+20 11

= =—+1i—.

22 (2—20)(2+2i) 8 17

Escribe (—4)'% en forma binémica.

Solucion: Como 1500 = 4 - 375, tenemos que

(_Z-)1500 — ((—i)4>375 — 1375 —1.

Calcula (2 + 2v/34)%.

Solucién: El nimero 2 + 24/3i tiene por médulo |2 + 2v/3i| = 4+ 12 = /16 = 4 y por

2v3 _
2 —

(24+2V30)2 = (46732 — 423i23n/3 _ 423,i5m/3
= 4%(cos(57/3) +isin(57/3))
= 4%(cos(—m/3) + isin(—m/3))
= 4%(cos(n/3) — isin(n/3))
4%(1/2 —iv/3/2).

argumento ¢ = arctan arctan /3 = m /3, al estar en el primer cuadrante. Entonces



8. Calcula v/ —2 + 2V/3i.

Solucién: El niimero —2 + 2v/3i tiene por médulo | — 2+ 2\/§z| =4+12 = V16 = 4
y por argumento ¢ = arctan %g = arctan —/3 = 27/3, al estar en el segundo cuadrante.
Entonces los argumentos de las raices cuartas de —2 + 2/3i son

01 = W:%/m:w/a

P2 w =87 /12 =27 /3.
oy = F/3E2:m - 22T 4n /12 = TG,
P4 w =207 /12 = 5m/3.

Entonces las raices son

r = V4™ = \/2[cos(/6) + isin(n/6)] = -+ 17.

ry = V4e*/3 = \/2[cos(27/3) + isin(21/3)] = —? + Z?
ry = V4e"™5 = \/2[cos(Tr/6) + isin(Tr /6)] = —\/76 - zﬁ

ra = VA = V2lcos(5m/3) +isin(5m/3)] = - — i

9. Calcula (54 7i) - (=2 +1).

Solucién: Multiplicamos

(547i) - (=2+i) = =10 — 7+ i(5 — 14) = —17 — 9i.

10. Calcula Y en forma biémica.
— i
Solucion: Multiplicamos denominador y numerador por —1 — 4¢ y obtenemos
5—21 (5 —2i)(—1 — 4i) —13 — 18 13 18
= frd = —— — 71—
—1+4i (—144i)(—1—49) 17 17 17

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener més de 7 preguntas correctas en la parte
de ejercicios basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de problemas.



Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electronica
Examen de problemas, xxx de xxx de 2005

1. Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

a) (1 punto) Demostrar que si z = x + iy, entonces |e*| = ” y €% = €.
Solucién: Por un lado

le*| = |e*t¥| = |e”| - | cosy + isiny| = "

ya que e > 0y |cosy + isiny| = \/cos?y + sin?y = 1. Por otra parte

e = ™ =e?(cosy+isiny) = e”(cosy — isiny)

= ¢"[cos(—y) +isin(—y)] =Y = €~

b) (1 punto) Encontrar todas las soluciones de la ecuacién e* = 1 + i.

Solucién: Como vimos en el apartado anterior
le*| =e® =|1+1i] = V2,

de donde
x = log V2.

Por otro lado, como
e = e"(cosy +isiny) = V2cosy + iv2siny = 1 + 1,

tenemos que
cosy =

siny =

)

MISEIN

de donde y = 7/4 + 2kn, k € Z. Las soluciones de la ecuacién serdn por tanto
2 =1log V2 + i(r /4 + 2kn), k € Z.
Otro método: Como e* = 1 + 7, entonces

z € Log(l1+1i)={log|l+i|+iarg(l+1i)}
= {log V2 +i(n/4+ 2km), k € Z}.

2. Calcular las siguientes integrales:
2?41
1 t
a) ( puno)/O e
Solucién: En primer lugar, hemos de hacer notar que
* 2?41 1 [ 2241
/ a:4+ dx——/ udx
o rr41 2 J_rt+1

3

dz.




ya que la funcién f(z) =
de f(x) verifican que z*

iiﬁ espar [f(z) = f(—x) paratodo z € R]. Las singularidades

—1, por lo que seran las raices cuartas de —1, que son

V2 V2

o= V1o = gim/t = cos% +z’sin% =5 + R
; ; 3 3 2 2
ry = V1THI2M/A — oBT/4 — g il + 7sin o _ _£ + ii)
4 4 2 2
; ; 5 5 2 2
ry = V122 Z st/ — o5 2T 4 g 2T = V2 2'\/—_,
4 4 2 2
; ; 7 7 2 2
ry = V1eimt32m)/4 _ oitr/d _ g Iﬂ + ¢ sin Iﬂ = \/7_ — z%

/°° 2 +1
oo +

4 1d35 = 2mi[Res(f, 1) + Res(f, r2)].

Todas las singularidades son polos de orden 1 por lo que

Res(f,r1)

Res(f,r2)

de donde

Finalmente

/OO:U2+1 1
T dr =
o 41 2

T - senax

) 241 22 +1
zhj?l(z a rl)z“—{— 1 zhj?l (z=19)(z—1r3)(z —14)
i+ 1 B i+ 1
(r—=72)(r = m3)(r —74)  V2(V2+ivV2)iV2
1 1+ 1(14d)(—V2 —iv?2) @i

2 VotV 2 4 4

, 241 22 +1

zhj%(z a T2)24 +1 ZILI% (z—=r1)(z—r3)(z —ry)
r3+1 B —i+1

(ra = r)(ra = 73)(rs = 74)  —/2iV/2(—V2 +iV/2)

11— 1(1—9)(vV2—iv?2) V2,

== l’
2V2+iv/2 2 4 4

2241 | V2. V2
de =27t | ——1 — —1

xr+1 4 4

/001,2_'_1 \/§
de =m—

ot +1 2

(1 punto) /_ mdx, a,b > 0.

[e.9]

Solucién: Como sabemos,

/

o0

T - senax o . eler
T Cde=1Im —— _dx |,
o T2+ b (/Oox2+62 )

x-e . .
/_OO mdl‘ = 27TZR,€S(f, bl),

4



donde f(z) = j{;}; y bi es el polo con parte imaginaria positiva de f(z), que es un polo
de orden 1. Calculamos

. , LEee e
Res(f,bi) = }g}z(z - bz)m = Zlg)lz o
bi - eiabi b
= = —a 2
i
Entonces

> x-senar , 0 x- el - - —ab /oy _ __—ab
[ = ([ ) = ety < ne

Sea 7 la circunferencia de centro 1 y radio r > 0. Calcula en los casos en los que tenga

sentido la integral / f(z)dz
gl

z—1

28—z

Solucién: Las singularidades de la funcién f(z) = Zzg__lz son las raices de z® — z, que son
0, 1 y —1. Calculemos los residuos de f en dichas singularidades. Para zy = 0, tenemos
que

a) (1 punto) Para f(z) =

’ P 2_1 , 2_1
fimzf(z) =lm ey =M=y = b

con lo que 0 es un polo de orden uno y Res(f,0) = 1. Para z; = 1, tenemos que

-1 1

lim - =lim — =1/2,

—=12(z—1)(z+1) 2=122+2
con lo que 1 es una singularidad evitable y Res(f,1) = 0. Para zp = —1, tenemos que

z—1 z—1
l/ 1 — ]_/ ]_ = 1/ _ = _1

con lo que —1 es un polo de orden uno y Res(f, —1) = —1.
Por otra parte, sabemos que las distancias del centro de la circunferencia a las sin-
gularidades son dy = [0 — 1| =1,dy = |1 -1 =0y d3 =|—1—-1] = 2, por lo
que:

= Sir < 1, la tnica singularidad dentro de la circunferencia sera 1 y entonces
/f(z) dz = 2miRes(f,1) = 0.
-
= Sil <r <2 lassingularidades 1y 0 estaran dentro de la circunferencia y entonces
/ f(2)d = 2mi[Res(f, 1) + Res(f, 0)] = 2ri.
.

= Sir > 2, todas las singularidades estaran dentro de la circunferencia y se tiene
entonces que

/ F(2)dz = 2mi[Res(f,1) + Res(f,0) + Res(f, —1)] = 0.



= Sir=106r =2, laintegral no tiene sentido al anularse el denominador sobre la

curva.
2
b 2 to) P =——— a>0.
) (2 punto) Para f(z) EE a
Solucién: Las singularidades de la funcién f(z) = Z(Zf—i(ﬁ) son 0, ai y —ai. Calculemos

los residuos de f en dichas singularidades. Para zg = 0, tenemos que

22 2z

/) =1 ey~ e =0

con lo que 0 es una singularidad evitable y Res(f,0) = 0. Para zy = ai, tenemos que

2

z z
Ii —ai =1 —ai = 1i =1/2
ZLIEZ(Z ai)f(2) ,zlj{zli(z ai) 2(z + ai)(z — ai) i z+ ai /2
con lo que ai es un polo de orden uno y Res(f, ai) = 1/2. Para zy = —ai, tenemos que
lim (= + ai)f(2) = _lim (= + ai)—— lim —— =1/2
m (z+ai)f(z) = lm (z+ ai = lim =1/2,
2——ai z——ai 2(z+ai)(z —ai) z——aiz—ai

con lo que —ai es un polo de orden uno y Res(f, —ai) = 1/2.

Por otra parte, sabemos que las distancias del centro de la circunferencia a las singu-
laridades son dy = [0 — 1| =1, dy = |ai — 1| = V1+a? yds = | —ai — 1| = V1 + a?,
por lo que:

» Sir <1, f(2) es derivable en el interior de la circunferencia y por el Teorema de

Cauchy
/f(z) dz =0.
”

» Si 1 <7 < 1+ a? la unica singularidad dentro de la circunferencia sera 0 y
entonces

/f(z) dz = 2miRes(f,0) = 0.

= Sir > /14 a? todas las singularidades estaran dentro de la circunferencia y se
tiene entonces que

/f(z) dz = 2mi[Res(f, at) + Res(f,0) + Res(f, —ai)] = 2mi.

» Sir=106r=+1+a? la integral no tiene sentido al anularse el denominador
sobre la curva.

(3 puntos) Utiliza la transformada de Laplace para resolver la ecuacién integro—diferencial

S+ 20142 [ y(s)ds = £12)

con la condicién inicial y(0) = 2, donde f(t) = (ho(t) — h2(t))t donde a su vez h,(t), a > 0
denota la funcién de Heaviside.



Solucion: Aplicamos la transformada de Laplace a la ecuacion anterior y por las propiedades
de la misma obtenemos

LIFDI(z) = L[y ({t)+2y(t) +1 +2/Oty(8)d8] ()
= L OI(2) + L2y (D)](2) + LO](2) + £ [2/0 y(S)dS} ()

= L)) - 0l0) + 2L0)(2) + 422

= B2 )+ -2
= R i) +

Calculamos aparte

L)) = / e (1)t = / " e holt) — ha(t))tdt

2 —2t72 2
1
= / e ltdt = [—te } + = / e “tdt
0 < 1o *Jo
e

z 22 1, z 22 22
B 922+ 1 1
- 22 2
Entonces 5 ) . 2, g 5 -
9,22+ -+ 2z + — 2z
_ — = Lly(t
€ 52 52 P [y()](2) P
de donde
22+ 2242 9,22+1 1  1-2z o 22+1 222 —2z+41
) = —e 4 - = e
y despejando L[y(t)](z) tenemos
2z +1 222 — 2 +1

Lyl =~y T aE e

Tomando transformadas inversas

z+1 3z —1

y(t) = L7 _Q_QZz(z2 F2.+ 2)} ) +L™ L(z? f2-+ 2)} (®)-

Las singularidades para ambas funciones son las raices de z(z? + 2z +2), que son 0 y —1+1.
Sean

2z+1
Fi(z) = —
1(2) 2(22 42z + 2)
' 222 1
2t —z+
Fy(z) =

2(22+22+2)



Calculamos

L7HFi(2)](t) = Res(e”Fi(2),0)+ Res(e* Fi(z), —1 + i) + Res(e* Fy(2), —1 — 1)
= HII(l) ze” Fy(2) + lin;1+.(z +1—1i)eFi(2) + lfﬂll (z+1+1)e” Fi(2)

, ot 22+1 , 2t 22+1 ’ zt 22+1
= lim—-e"———+4+ llm —€— 4+ lim —e———
z—0 2242242 ao-1+i 2(z4+1+14)  2o-1-i 2(z4+1—1)
_ R eftJritL _ efH‘tL
2 (=1 + )2 (—1—i)(—2i)
1 —t 2t —1)(—1—2 -2t —1)(—1+2
= —5—62—,((Cost+isint)( ! )é Z)+(C05t—i5mt)( ! )2( +Z>)
; _
1 —t 3— ) 3 )
= —5—%((cost—{—isint)TZ—(cost—isint) —21—2)
i
1 1 3 1
= 5~ et <—§ cost + Esint) = 5(—1 —3e 'sint + e 'cost).

L [Fy(2)] (1) = Res(e®Fy(z),0) + Res(e* Fy(2), —1 + i) + Res(e* Fy(z), —1 — i)
= lmze”Fy(z) + lim (2 +1—1)e" Fy(z2) + 11’711117‘(2 +1+1i)e* Fy(2)

z—0 z——1+41
L 222 — 241 4222 —2+1 4222 —2+1
= lme** ————+4+ lim &——=+ lim &&———+=
=0 2242242 =1+ zZ(z+1414)  —-1-i z(z+1—1)
_ 1—1— —t+it 2_5.2' et 2“’.51' 4
2 (—1+1)2i (=1 —14)(—21)
1 -t 2—-51)(—1—1 24+50)(—1+1
— §+Z—i((cost+isint)( Z)2( Z)+(cost—isint)( i z)_(2 —H)>
1 -t -7+ 3 -7 =3
= §+62—Z,((cost+isint) ;Z—(cost—isint) 5 Z>
1 et . - 1 —t —t o
= §+7<3ZCOSt—Z7SIHt):5(14—36 cost — 7e~'sint).
i

Asi

L7 [F(2)] (t = 2)ha(t) + L7 [Fa(2)] (1)
= hg(t)%<—1 —3e " sin(t — 2) + e " cos(t — 2))

<

—~
~+

~—

1
+§(1 +3e " cost — Te sint).

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener més de 7 preguntas correctas en la parte
de ejercicios basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de problemas.



