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Capitulo 1

Ecuaciones en diferencia

1.1. Ecuaciones lineales
Una ecuacion en diferencias es una expresién de la forma

Tntk = f(l‘n—‘rk—la Tn+k—25 -y Tn, n)v (11)

donde f : Q C R¥! — R es una funcién que supondremos al menos continua.
Ejemplos de ecuaciones en diferencias son

n
Tpt2 = Tn41Tn + FUBER (1.2)
Tpig = Tpia — Ty, (1.3)
Tpt1 = NTy. (1.4)

Se llama orden de la ecuacién a k. Asi la ecuacién (1.2) tiene orden 2, (1.3)
orden 3y (1.4) orden uno. Distinguimos entre ecuacién auténoma cuando el
tiempo n no aparece explicitamente en la ecuacién, y no auténoma cuando si
lo hace. Las ecuaciones (1.2) y (1.4) son no auténomas mientras que (1.3) si lo
es. Por ultimo, distinguiremos entre ecuaciones lineales, cuando la funcién f
es lineal o afin como las ecuaciones (1.3) y (1.4), y las no lineales como (1.2).
Dentro de las lineales trataremos especialemente las que tienen coeficientes
constantes, como la ecuacién (1.3) de las que tienen coeficientes dependientes
de n como (1.4).

Si se asume la continuidad de la funcién f, para construir una solucién
de una ecuacién de orden k se precisan exactamente k£ condiciones iniciales
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Xo,T1, ..., Tp—1 € R. A las soluciones de las ecuaciones también las llamaremos
orbitas. El orden puede verse entonces como en nimero minimo de condi-
ciones necesarias para poder construir una solucién u érbita de la ecuacién.
La sucesién de Fibonacci

(1,1,2,3,5,8,13,21, ...)
es la drbita o solucidon de la ecuacion en diferencias de orden dos
Tpi2 = Tptl T Ty

con condicién inicial g = z; = 1.

Como veremos posteriormente, el estudio de las soluciones de ecuaciones
en diferencia no lineales es complicado. Vamos a ver a continuacién cémo
calcular las soluciones de ecuaciones lineales con coeficientes constantes.

1.1.1. Ecuaciones lineales con coeficientes constantes

Podemos escribir la ecuacion lineal con coeficientes constantes de la forma
Tk + Q1 Tn4k—1 + Q2Tnih—2 + o+ Qp1Tni1 + Ay = g(n),

donde ay, ...,ar € R, ar # 0, y g es una funcién real. Si la funcién g(n) = 0,
diremos que la ecuacién es homogénea y no homogénea en caso contrario.
Llamamos solucion general de la ecuacién en diferencias a una expresion
de la forma
Ty =F(n,c1,...,ck)

donde cq, ..., ¢, son constantes que dependen de las condiciones iniciales, de
manera que para cada valor n la funcién F(n,ci,...,cx) nos da el térmi-
no n-ésimo de la sucesién soluciéon. Veamos a continuaciéon cémo obtener la
solucién general de una ecuacién lineal homogénea de la forma

Tk + @1 Tpa k1 + Q2Tpigo + oo + Qf_1Tpy1 + apry, = 0. (1.5)

Dado r € C\ {0}, tomamos la sucesién x, = r" y veamos que tiene que
pasar para que sea solucién de la ecuacién (1.5). Sustituyendo en la misma
tenemos

0 = Tpyr +01Tppp—1+ @Tpyp2+ ... + Qp1Tpi1 + a2y
= PP LR TR g T e

= " (" +ar" a7+ L+ g + ) = rp(r),
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donde
p(r) ="+ ayr™ a4 a4 ap,
se llama polinomio caracteristico de la ecuacién (1.5). De la ecuacién

0=r"p(r)

se tiene que z,, = r"™ es solucién si y sélo si

es decir, si es un cero del polinomio caracteristico de la ecuacién (1.5).
Por ejemplo, tomemos la ecuacion

Tnt2 — Tptl — T = 07

cuyo polinomio caracteristico es

p(r)=r?—r—1.

Sus raices se calculan como

1+vV1+4 1++5
r = = .
2 2

Asi, dos soluciones de dicha ecuacién son

L (1445
x, = 5

, [(1-v5\
T = 5 :

No es posible obtener més soluciones, por lo que éstas deben de ser suficientes
Y
para obtener la solucién general. Para ello, necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 1 El S conjunto de soluciones de la ecuacion lineal
Tptk + Q1Tpap—1 + QTpyk—2 + o + QG 1Tpp1 + a2z, =0

es un espacio vectorial de dimension k.
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Demostracién. El conjunto de las sucesiones reales x, es un espacio
vectorial con las operaciones suma y producto por escalares naturales. Dadas
las soluciones x,, e y, v los escalares «, (3, la sucesién ax,, + [y, verifica que

ATtk + BYnsr + a1 (OCnph—1 + BYnth—1) + ...
+(Oél'n+1 + ﬁyn+1)ak71 + ak(axn + 5yn)
= (Tppk + O1Tpip1 + o+ A1 Tpyr + aT,)

+0(Ynsk + Q1Ynik—1 + oo + QGp—1Ynt1 + QYn),

que serd igual a cero ya que

Tptk + @1Tngp—1+ o + A 1Tp11 + @, =0

Yntk + Q1Yntk—1 + . + Qp—1Ynt1 + Ay = 0

por ser solucion. Por lo tanto es solucién de la ecuacién, y S es un subespacio
vectorial. Como cada solucién viene definida por k& condiciones iniciales, y R”
tiene dimensién k, el conjunto S también tiene dimensién k.[J

Por lo tanto, para la ecuacién

Tpt2 — Tpt1 — Tp = 0

se verifica que la solucién general es de la forma

1+v5) 1-v5\"
xn:cl( 5 >—|—62< 5 )

Para el caso de la sucesion de Fibonacci, con condicién inicial 1 y 1, se tendra
que

To=1=c1 + e,

1+v5  1-+5
C1 +c

2 29

de donde

de donde

_1+V5 (145 n+<1_ 1) (1-v5Y)
=5 2 NG, 2 '
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Cuando las soluciones no son reales o son muiltiples no es posible seguir
esta estrategia ya que se necesitan mas soluciones linealmente independientes
para formar una base. Para conseguirlas se procedera de la siguiente manera:

1. Sir es una raiz real de p(r) de multiplicidad m, tenemos las soluciones

linealmente independientes ™, nr™, n?r", ..., n™ 1r".

2. Sir = p(cosf+isinf)y 7 = p(cos@—isinf) son una raices complejas de
p(r) de multiplicidad m, tenemos las soluciones linealmente independi-

entes p" cos(nd), p" sin(nh), np" cos(nd), np™ sin(nd), ..., n™ 1 p" cos(nh),
nm—l n

p" sin(nd).
Por ejemplo, la ecuacién
Tpt2 — 2Tpt1 + 22, =0
tiene polinomio caracteristico
p(r)=r*—2r +2

con raices 7 = 1 4+1i=+/2 (cos% =+ sin %), y su solucién general serd
T, = (ﬁ) (cl coS (%) + c9sin <%T>> .

Tpao — 4Tpi1 + 42, =0

La ecuacién

tiene polinomio caracteristico
p(r) =7r* —dr + 4,
con raiz r = 2, por lo que la solucién general serd
Ty = 12" + con2”.

Este método tiene la limitacion practica de tener que resolver la ecuacién
polinémica p(r) = 0, por lo que en principio, sélo es posible resolver de esta
manera ecuaciones de orden bajo, o aquellas con una forma concreta. Es
u problema generalizado ya que cualquier otro método, como el de usar la
transformada Z, precisa de la resolucién de este tipo de ecuaciones.

Una vez resuelta la ecuacion homogénea, supongamos la ecuacién no ho-
mogénea

Ttk + Q1 Tpqk—1 + Q2Tpih—2 + ... + Qh_1Tnp1 + ATy = g(n), (1.6)

con g(n) # 0. El siguiente resultado nos dice cémo son las soluciones.
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Teorema 2 Las soluciones de la ecuacion (1.6) son de la forma
h
Ty =, + b

donde x" es la solucion de la ecuacion homogénea asociada y P es una
solucion particular de la ecucion no homogénea.

Demostracién. Suponiendo conocida una solucién particular de la ecuacién

no homogénea z?, sea z,, otra solucién. Definimos y,, = =, — ¥, y veamos

que es solucion de la ecuaciéon homogénea asociada, con lo que se probaria el
resultado. Sustituimos y,, en la ecuacién

Yntk + Q1Yntk—1 T oo + Qp—1Yn+1 + AkYn
_ p p
= Tppk — Tppp T a1 (:anrk,l — %%—1) + ...+ ag (x, —2ab)
= (Tpik + O1Tpip—1 + oo F Qo1 Tp1 + apTy)
(P p p P
(:En+k + alanrkfl +o Tt Ak—1Tn41 + akxn)
= g(n) —g(n) =0,
con lo que termina la prueba.l]
En general, no es sencillo encontrar soluciones particulares, pero es posible
en los casos concretos de las posibles soluciones linealmente independientes

de las ecuaciones homogéneas. El método se llama de coeficientes indetermi-
nados que vemos con el siguiente ejemplo.

Tnt+2 — 4$n71 + 41'” = (—1)”

Como g(n) = 3", proponemos una solucién que sea proporcional a ésta, es
decir, 2P = A3", donde A es una constante a determinar. Sustituyendo en la
ecuacion tenemos

A(=1)"2 — 4A(—1)" T 4 4A(—1)"

|
0
—
~—
LS

y simplificando
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La solucién general serd por tanto
1
Ty = 012” + 02712” —|— 5(_1)71
Si tenemos la ecuacién
Tpio — 42,1 + 42, = sinn,
tomamos como solucién particular

2P = Asinn + Bcosn,

y si se trata de
Tpio —4x, 1 + 4z, = n3",

se tomara
2P = (An + B)3".

Se deja como ejercicio calcular los valores A y B que dan la solucién partic-
ular.

1.1.2. Estabilidad de ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal homogénea siempre tiene como solucién las sucesion
constante z,, = 0. Cualquier otra solucién sera de la forma

Yp = Zpl(n)rl” + Z pi (¢i(n) cos(nb;) + hi(n) sin(nb;)) ,

donde p;(n), ¢;(n) y h;(n) son polinomios en n, que serdn constantes si las
raices r; 0 p;(cos0; + isin6;) tienen multiplicidad 1. Si calculamos

lim y,,

n—oo
es facil darse cuenta de que serd cero si |r;| < 1,7 = 1,....5 y |p;| < 1,
1 =1,...,7. En ese caso, todas las soluciones convergen a cero y el sistema se
diré asintéticamente estable. Si |r;| =1 (o |p;| = 1) para algin 4, entonces

n

pi(n)r;
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estard acotado si p;(n) es constante, es decir, si la raiz tiene multiplicidad
uno. Si todas las raices verifican que |r;| < 1,i=1,...sy|p;| < 1,i=1,...r,
y aquellas con médulo 1 tienen multiplicidad 1, esntonces el sistema se dice
estable, y ninguna solucién converge a infinito en médulo. En caso contrario,
el sistema se dird inestable y si que existirdn soluciones cuyo mdédulo crezca
de forma exponencial.

Por ejemplo, la ecuacion

Tpio + Ty = 0

es estable, pero no asintoticamente estable,

Tn
Tnis — =0

4
es asintoticamente estable, mientras que
Tpy2 — Tpyl — Tp = 0

es inestable.
Si una ecuacién homogénea es asintéticamente estable, entonces una ecuacién
no homogéna asociada tendrd la solucién de la forma

h
Ty =X, + b,

y a partir de un cierto valor de n el término homogéneo sera practicamente
nulo, y por tanto despreciable. Entonces, la solucién para n sufientemente
grande es

Ty, = ab.

Este hecho es de utilidad a la hora de disenar circuitos digitales.

1.2. Ecuaciones no lineales de orden 1

En esta seccién vamos a estudiar ecuaciones en diferencia de orden uno
no lineales, es decir, ecuaciones de la forma

Tny1 = f(Tn)

donde f: Q2 C R™ —  es una funcién al menos continua en ). Ejemplos de
estas ecuaciones son la ecuacién logistica

Tnp1 = arn(l — 3,),
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con a € (0,4] y la funcién f(z) = ax(1l — z) definida en el intervalo [0, 1], o
la de Hénon
Tpi1 = 1 —az? + yn,
{ Yn+1 = bTn,
definida en el plano con coeficientes reales.
En general las ecuaciones no lineales son mas complicadas de estudiar que
las lineales, pudiendo aparecer fenémenos que han dado lugar a la teoria del

caos. En este curso nos centraremos es estudiar como es el comportamiento
de las soluciones de ecuaciones en dimensién uno, es decir, de la forma

Tpi1 = f(2n)

donde f : I C R —I, donde I es un intervalo de la recta real. Tomare-
mos la funcién logfstica como ejemplo para hacer una gufa de los elementos
principales a considerar para analizar las posibles soluciones, empezando por
las mas sencillas posibles. Antes de ello, recordemos que dada una condicién
incial 7 € I, la solucién de la ecuacion en diferencias

{ Tni1 = [(Tn),

l’ozf,

siempre existe debido a la continuidad de la funcién f. A esa solucién la
denominaremos frecuentemente con el nombre de érbita o trayectoria de 7.
Esta érbita viene dada por la sucesién

@ f@), [ (@), (@), )

donde f? = fo f y en general f" es la composicién de f consigo misma n
veces. Por ejemplo, la solucién de la ecuacion

Tpi1 = 4z, (1 — x),
2o = 0,45,

viene dada por la sucesion
(0,45,0,99,0,0396, 0,1521,0,5159,0,9999, ...) ,

donde hemos tomado aproximaciones de cuarto orden en los resultados.
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1.2.1. Puntos fijos

Obviamente, las soluciones mds sencillas posibles son aquellas que no
cambian con el tiempo. Vienen dadas por sucesiones constantes de la forma

(x0, To, T, -..)
y por lo tanto deben satisfacer que
f(xg) = wo.

Se llama punto fijo a una solucién de la ecuacién anterior.

Cuando las condiciones del problema lo permiten, es posible obtener de
forma exacta los puntos fijos. Por ejemplo, en el caso de la funcién logistica
f(z) = ax(a — ) basta con resolver la ecuacién

ar(l—z) ==z

que da lugar a las soluciones

S
I
o

- a—1
T = .

a
Dénomos cuenta que T existird y serd distinto de cero sélo cuando a > 1.
Ahora bien, si la ecuacién a resolver es un poco méis complicada no vamos
a poder obtener los puntos fijos de forma exacta y tenemos que recurrir al
célculo numérico para ello. Uno de los algoritmos disponibles para obtener
la soluciones consiste en construir una sucesién de la forma

{ Tnr1 = [ (@),

Ty =T,

donde ¥ es una condicién inicial para construir la sucesién. Vemos que esta
sucesién es una Orbita de la ecuaciéon en diferencias. A modo de ejemplo
tomemos la funcién

f(x) = az’e™,

cuyos puntos fijos vendrdn dados por la ecuacién

ax’e™® = .
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Es facil ver que 0 es una solucién. Las restantes las soluciones se obtienen a
partir de la ecuacién

Si tratamos de ejecutar el algoritmo con el pardmetro a = 5 y condicién inicial
r9 = 0,45, vemos que tras unas cuantas iteraciones llegamos a la solucién
o punto fijo 2,542641357773527. Sin embargo, si hacemos esto mismo con
a = 15 veremos que no llegamos a ninguna soluciéon. Este hecho se pone
claramente de manifiesto en el diagrama de bifurcacién de la figura 1.2.1:

2

Diagrama de bifurcacin de la funcin f(x) = ax®e™" con condicin inicial 0,45.

Pasemos a describir qué representa el diagrama de bifurcacién. Para con-
struirlo se procede del siguiente modo: para cada valor del pardmetro a cal-
culamos los primeros términos (en el ejemplo 100) de la 6rbita que empieza
por la condicién incial dada (en el ejemplo 0,45), y guardamos las tltimas 50
iteraciones junto con el pardmetro a en pares de la forma (a, x,). Repetimos
este proceso variando el pardmetro a y se hace una representaciéon conjunta
de todos los pares. En el caso del ejemplo, hemos tomado a € [0, 25] tomando
valores del pardmetro de la forma a,, = 0,25m, m = 1000.

Puede observarse de la gréfica que la érbita converge a 0 hasta un val-
or del pardmetro préximo a cuatro. Después converge a una tnica solucion,



16 CAPITULO 1. ECUACIONES EN DIFERENCIA

punto fijo, hasta aproximadamente a = 6,5. A partir de este valor se apre-
cian diferentes ramificaciones hasta llegar a la masa de puntos que puede
apreciarse para valores de a mayores que 10. Hablamos de bifurcacién cuan-
do se produce un cambio significativo en las posibles érbitas de la ecuacion
al cambiar el pardmetro. Los valores del pardmetro donde se producen esos
cambios se llaman puntos de bifurcacién.

Retomaremos con posterioridad el estudio de las bifurcaciones. Ahora
vamos a centrarnos en la razén por la cual, para algunos valores del pardmetro
obtenemos como solucién un punto fijo, y para otros una amalgama de puntos
sin orden ni concierto. Para ello necesitamos suponer que la funcién es de
clase C', es decir, podemos derivarla y su derivada es continua. Dado x
un punto fijo de f, calculamos su derivada f’(xg). Por el Teorema del valor
medio

f(x) = flzo) = f1(€)(z — o),
donde ¢ es un punto de pertenece al intervalo cuyos extremos son xg y .
Como f(x¢) = xg, tomando valor absoluto tenemos

() = @o| = [f(O)llz — @ol.
distinguimos entonces los siguiente casos:

1. Si|f'(x0)|] < 1, entonces por la continuidad de f’ existe un intervalo de
la forma (zg — &, 19+ €) de manera que & € (xg—e,x9+¢€), y por tanto
|f(€)] < 1. Entonces

| f(@) = 20| < |2 — 0],
es decir, f(r) estd mds proximo a g que z. En particular, f(z) pertenece

al intervalo (zg — &, o + €). Repitiendo este proceso concluimos que

lim f"(z) = xo

n—o0

para todo = € (xg—e,xo+¢). Se dice que xg es un punto fijo localmente
asintéticamente estable (LAS).

2. Si |f'(x)] > 1 tenemos la situacién inversa, es decir
|f(z) = x| > [z — o]

por lo que f(z) estard méds lejos de zp que = y no habrd por tanto
convergencia al punto fijo. En este caso se dird que ¢ es un punto fijo
inestable.
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Ay
sy
m1

Figura 1.1: Diagrama de bifurcacién de la funcién logistica.

3. Si|f'(zo)| = 1 pueden darse a priori diferentes posibilidades que deben
estudiarse a partir de derivadas sucesivas y que no vamos a analizar
aqui.

Decimos que xy es un punto fijo hiperbdlico si |f'(zo)| # 1, y no hiper-
bélico en el caso indeterminado |f/(zg)| = 1.

Vamos a analizar la estabilidad de los puntos fijos de la funcién logistica.
Su derivada es

f(z) = a(l —2x).
Entonces

f,(O) = a,

por lo que dicho punto fijo serd LAS si a < 1. Para el otro punto fijo tenemos

que
1 1

f’( a):a<1—2 a>:a—2,
a a

que serd menor que 1 (nétese que siempre va a ser postivo) cuando a < 3.
En la figura 1.1 se muestra el diagrama de bifurcacién de la funcién logistica,
donde puede apreciarse la convergencia a los puntos fijos 0 y 177“ para los
valores de los pardmetros obtenidos.
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Puede apreciarse en el diagrama como hay una bifurcacién para el parametro
a = 1 pues pasamos de tener 0 como punto fijo a que éste sea 177“ Asimismo
tenemos una bifurcacién para el valor del pardmetro a = 3. En este caso se
pasa de un punto fijo a un punto periédico de periodo dos. Veremos en la
préxima seccién la nocién de punto periddico.

1.2.2. Puntos periédicos

Como puede verse en el diagrama de la figura 1.1, cuando a = 3 se
produce una nueva bifurcaciéon que grificamente muestra una ramificacion.
Dicha ramificicacién es producida por puntos periédicos de periodo dos. Para
dichos puntos, la érbita es de la forma

(zo, f(x0), zo, f(20), ...).

Tomando f2 = f o f, un punto serd periédico de periodo dos si se cumplen
las condiciones

2(z0) = x0 (1.7)

xo # f(x0).

En el caso de la funcién logistica la ecuacién (1.7) es de la forma
—a*x* 4+ 20323 — (a® — a®)2? + d’v =z,
o equivalentemente
p(r) = —a*z* +2a%2% — (a® — a®)2? + (a® — D)2z = 0.

Obviamente, los puntos fijos de f verifican la ecuacién, es decir, los polinomios
z y x — =%dividen al polinomio p(x). Entonces

p(x)

= —a’2® + (a® + a*)r —a®* + a

por lo que la ecuacién
—a*r* + (> +a*)z —a*+a=0
nos da los puntos periédicos de periodo dos

~_1+a—\/a2—2a—3

T
2a
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14+a++vVa2—2a—3

2a

T =

que dan lugar a la érbita

Como puede comprobarse ficilmente, el discriminante
a’>—2a—3>0

si a > 3, que es precisamente el valor de bifurcacién del pardmetro a. Ahora
bien, para que esta orbita periédica aparezca reflejada en el diagrama de
bifurcacién, hace falta una condicién adicional. Los puntos Z y T son puntos
fijos de la funcién f2, y para que sean LAS es preciso que

(f)' @) < 1,
condicién que se reescribe como
1f(f@)fF (@) =@ f @) <1
Ahora bien

f@f@ = o*(1-27)(1-27)
9 14+a—+a?>—2a—-3 14+a a? —2a — 3
:a<1—2+ v )(1_2++V )

2a 2a
= —a’+2a+4.
La ecuacién
—a’+2a+4=1
da las soluciones a = —1 y a = 3, y la ecuacién

—a*+2a+4=-1

proporciona a = 1—+v6y a = 14++/6 = 3,449489742783178. Como a € (0, 4],
se concluye que el punto periédico de periodo dos es LAS para valores de a
en el intervalo (3,1 + v/6).

Como puede verse, para a € (0,1 + v/6) tenemos un tnico punto fijo 0
cuando a € (0, 1], dos puntos fijos, uno LAS y otro inestable cuando a € (1, 3)
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y una 6rbita periédica de periodo dos cuando a € (3,1 + \/6), pero aqui, los
puntos fijos siguen existiendo aunque ya no son atractores sino inestables. Es
decir, tenemos una coexistencia de puntos periédicos de periodo dos y puntos
fijos.

Este proceso se puede repetir, pudiendo apreciarse en el diagrama de bi-
furcacién de la funcién logistica como aparecen puntos periédicos de periodo
4, 8, 16,... En general, diremos que un punto z, es periédico de periodo n si
se cumplen las condiciones

f"(z0) = 20
y

f™ (o) # o
para todo nimero natural m < n. Ademds dicho punto periédico serd LAS
si

[(F") (o)l = [f'(@o)| - [f ()] - oo [ f ()| < 1
donde
(ZL‘(), L1y ooy Tn—1,L0y L1y ey Ip_1, )

es la érbita periddica que tiene a xg como condicién incial. Serd inestable si

[ @o)l - [ ()] oo [ (na) [ > 1

y no hiperbdlico si

| (o)l - Lf (@) - [ f ()| = 1.

Ademss, se tiene que las érbitas periddicas coexisten, siendo algunas in-
estables y otras LAS. Esta coexistencia de ¢rbitas periédicas viene carac-
terizada por el Teorema de Sharkovsky, uno de los resultados mas sorpren-
dentes, innovadores y elegantes del siglo XX. Para ello, hace falta ordenar a
los mimeros naturales de la siguiente forma

3 = 5=7=9=11%» ...
2.3 = 2.5%2.9%=2-11% ...
22.3 = 22.5222.9=22. 11+ ...

= 2t 23 922 9 1.

De forma alternativa, dados dos niimeros naturales n = 2™ -ny y m = 2™ -my,
ni, my € NU{0}, ng, ms nimeros naturales impares, se tendrd que n > m si
se cumple que
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1. ny < my, o bien
2. ny=my, ng # 1, mg # 1y ny < may, o bien
3. ny :ml,ng%l, mgzl,obien

4. ng=mo =1y ny >m;y.

En este orden de los nimeros naturales, 3 es el méds grande y 1 el maés
pequeno. El Teorema de Sharkovsky en su version directa afirma lo siguiente.

Teorema 3 Sea f : I — I una funcidn continua con un punto periédico de
periodo n. Entonces la funcion f tiene puntos periddicos de todos los periodos
m tales que n - m.

Por ejemplo, si una funcién tiene un punto periédico de periodo tres, es
decir, una érbita periédica de la forma

(3307 X1,T2,To, L1, T2, )

tiene puntos periédicos de todos los periodos posibles. Veamos cudndo pasa
esto para la funcién logistica. Para ello hemos de resolver la ecuacién

) =,

que es equivalente a una ecuacién polinémica de grado 8, aunque teniendo
en cuenta que 0y 177“ son soluciones se quedaria en una de grado 6. Por ello,
vamos a ver que para a = 4 hay 6 puntos periédicos de periodo 3. Para ello,
basta visualizar la grafica conjunta de las funciones f? y la recta y = x en la
figura 1.2.

Cada punto de interseccion de ambas graficas es un punto fijo de f3.
Como puede apreciarse hay un total de 8 intersecciones, dos de ellas puntos
fijos. Las seis restantes deben ser puntos periédicos de periodo 3, lo que nos
da las 2 orbitas periddicas de periodo 3. La existencia de érbitas periédicas
de periodo 2" - m, con m # 1 serdn un idicativo de la existencia de 6rbitas
cadticas en el sistema, cuestion que serd analizada en la siguiente seccién.
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Figura 1.2: Gréficas de f3 e y = x.

1.2.3. Mas alla del comportamiento periédico

Como puede comprobarse en el diagrama de bifurcacién de la funcién
logistica, a partir de valores del pardmetro en torno a 3.6, empieza a apre-
ciarse que deja de haber en apariencia érbitas periddicas. Por ejemplo, para
a = 3,8, la figura 1.3 muestra los primeros 1000 valores de la 6rbita que
empieza en 1/2.

Figura 1.3: Serie temporal de los 1000 primeros términos de la 6rbita de f.
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Figura 1.4: Primeros 1000 términos de la érbita de 1/2 para a = 3,5.

Esté claro por la grafica que no puede inferirse ningiin tipo de regularidad
en esta orbita, todo lo contrario de una érbita con convergencia a un punto
periodico como puede verse en la grafica 1.4 para el valor del pardmetro
a = 3,5.

En el primer caso, tenemos un comportamiento caético, y por tanto im-
predecible, mientras que en el segundo es periédico. Vamos a tratar de ex-
plicar porqué el comportamiento para el pardmetro 3,8 puede decirse que es
cadtico, mas alld de la grafica anterior.

En primer lugar, debemos de introducir el concepto de w-limite de una
orbita. Consideremos la érbita de una funcién f con condicién inicial xq. El
conjunto w-limite de zy bajo la iteracién de la funcién f es de los elementos
x tales que existe una sucesién estrictamente creciente de niimeros naturales
m,, de forma que

lim f™"(xg) = .

n—oo
Denotaremos este conjunto por w(xg, f). En el caso de funciones con w-limites
son periddicos la dindmica es sencilla. Por supuesto, una funcién puede tener
infinitos w-limites distintos, pero para funciones reales continuas sélo pueden
ser de uno de los siguientes tipos.

T1. Una érbita periddica.

T2. Un conjunto fractal, tipo Cantor. No es necesario precisar mucho este
tipo de conjuntos porque, aunque aparecen y son frecuentes, no son
detectables mediante simulacion numeérica.
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x|
B8

Figura 1.5: Serie temporal de la diferencia entre dos érbitas. Puede apreciarse
como hay valores préximos a cero, mientras que otros no los son.

T3. Una unién finita de subintervalos disjuntos dos a dos, U}, I; tales que
ffL) =Ly f™(;)=1;,j #i,param<nyi=12 ..n. Esdecir,
son intervalos periédicos.

La dindmica serd cadtica cuando hay w-limites de los tipos T2 y T3,
aunque con una salvedad. Si hay de tipo T3 la dindmica es cadtica, pero no
siempre hay un comportamiento complicado cuando hay sélo del tipo T2.

Es facil darse cuenta de que la dindmica es sencilla, pero es méds complica-
do definir exactamente qué es el comportamiento caético. De hecho, existen
disitintas definiciones de caos, y distintas maneras de caracterizarlo. Aqui va-
mos a centrarnos en la de Li y Yorke. Una funcién continua f se dice cadtica
(en el sentido de Li y Yorke) si existen dos condiciones iniciales zq e 3o y dos
sucesiones estrictamente crecientes de nimeros naturales a, y b, de forma
que

T [/ (o)~ (4o)] =0

1im | /" (z0) = f (y0)] =7 > 0,

es decir, existen momentos en que las érbitas estdn muy cerca, y otros en los
que se alejan. La grafica 1.5 muestra la serie temporal de |f™(xo) — f"(vo)]
para la funcién logistica con pardmetro a = 3,8 y condiciones iniciales zy =
0,5 e yo = 0,75.
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13l
8

Figura 1.6: Serie temporal de la diferencia entre 6rbitas para el valor a = 3,5.

A modo de ejemplo, para una funcién simple como la logistica con pardmetro
a = 3,5, la figura 1.6 muestra como el limite

T | (x0) — " (v0)]

es nulo cuando las dos drbitas convergen de forma sincrona a un mismo punto
periédico, o nunca es cero.

Obviamente, es preciso encontrar algiin criterio objetivo y fécil de aplicar
que nos indique si un comportamiento es complicado o no. Estd claro que
si queremos analizar la complejidad de la funcién logistica para, por ejem-
plo, 10000 valores del pardmetro, ir dibujando gréficas de series temporales
no es operativo. Ademsds, existen infinitas condiciones iniciales que testar.
Veremos en la préxima seccién como la entropia topolégica, o simplemente
entropia, proporciona un método operativo que es de utilidad en algunos
casos particulares.

1.2.4. Caracterizacién de la complejidad topolégica: en-
tropia

A partir de ahora vamos a considerar funciones reales monétonas a trozos,
es decir, funciones continuas f : [«o, 5] — [a, ] para las que existe una
cantidad finita de puntos xp = a < 11 < 13 < ... < T,_1 < T, = [ de forma
que f|(z;2,,.1) € creciente o decreciente para i = 0, 1,...,n — 1. Diremos que

[ es estrictamente mondtona a trozos si f|(z, «,,,) €s estrictamente creciente
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Figura 1.7: Gréficas de f, f2, f3y f

o decreciente para ¢ = 0,1,...,n — 1. Las familias de funciones que tomado
en estos apuntes son estrictamente monotonas a trozos.

Es facil darse cuenta de que si f es mondtona a trozos, entonces sus
iteraciones f" también son mondétonas a trozos. Denotaremos por c(f™) el
nimeros de trozos monétonos de la funcién f". La entropia (topolégica) de

fes
1
R(f):= lim —logc(f™).
n—oo 1,
Esta férmula es fécil de aplicar en algunos casos concretos. Por ejemplo,
si f(x) = x, es facil darse cuenta de que ¢(f™) = ¢(f) =1, y lor lo tanto
1 1
h(f) = lim —loge(f") = lim —logl = 0.
n—oo 1 n—oo 1,
Otro ejemplo es la funcién f(x) = 42(1 — z), es decir la funcién logistica con

pardmetro a = 4. La grafica de diferentes iteraciones de f puede verse en la
figura 1.7.

Como puede verse ¢(f") = 2", y por lo tanto

1 1
h(f) = lim —logc(f™) = lim —log2"™ =log2.

n—oo N, n—oo M,

Sin embargo, para otros valores del pardmetro a no es sencillo en absolu-
to obtener los valores de la entropia para la familia logistica. Posteriormente
veremos un algoritmo que permitird hacer este cédlculo con precisién arbi-

traria. Por ahora, vamos a centrarnos en porqué la entropia caracteriza el
comportamiento caético.
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Entropia y caos.

El critero para distinguir entre comportamiento cadtico y no caético viene
dado por la entropia: si h(f) > 0 diremos que el comportamiento es cadtico,
y si es nula no lo es. Esto viene motivado por el siguiente resultado que liga
el caos Li-Yorke con la entropfa.

Teorema 4 Sea f : I — I una funcidn continua mondtona a trozos. En-
tonces se verifica:

(a) Si h(f) >0, entonces f es cadtica.

(b) h(f) >0 siy sdlo si f tiene un punto periodico que no es una potencia
de dos.

Como vemos, en virtud del Teorema de Sharkovsky, una funcién con en-
tropfa positiva tiene infinitos puntos periédicos al tener puntos periédicos
con periodos 2", n € N. Es conocido, aunque dificil de probar, que si una
funcién tiene una cantidad finita de periodos no es cadtica. Existen funciones
que tienen periodos unicamente de la forma 2", y por tanto tienen entropia
nula, pero pueden tener w-limites del tipo T2. Este tipo de funciones pueden
ser cadticas y tener entropia nula, pero veremos posteriormente que esto no
puede ocurrir si la funcién es tres veces continuamente derivable.

Finalmente, conviene mencionar que la entropia se puede definir para
funciones continuas, sin necesidad de ser monotonas a trozos, y el Teorema
anterior sigue siendo valido. Sin embargo, dicha definicién de entropfa es un
tanto abstracta y tiene dificil aplicacién practica.

Caélculo de la entropia para funciones unimodales.

Una funcién f : [ — I es unimodal si es estrictamente monétona a trozos
tal que ¢(f) = 2. Por lo tanto, tienen un tinico extremo que puede ser maximo
o minimo. Si tenemos la ecuacién en diferencias

Tpy1 = f(xn)

con f unimodal con un minimo, el cambio de variable y = 1 —x la transforma
en

Ynt+1 = 1_f(1_yn>7
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Figura 1.8: Gréficas de T, para a igual a 0.5, 1, 1.5 y 2.

que serd unimodal con un méximo. Asi, podemos restringirnos al caso en que
la funcién unimodal tiene méximo, que es el caso de la funcién logistica.

El algoritmo que vamos a explicar precisa de dos ingredientes: unas no-
ciones basicas de dindmica simbdlica y la férmula de la entropfa para fun-
ciones lineales a trozos.

En primer lugar, una funcién, no necesariamente unimodal, es linear a
trozos si es estrictamente continua a trozos y sus trozos son lineales. Por
ejemplo, la familia de funciones

B ax si x€1[0,1/2],
Ta(x) - { —ax + a st x € [1/2a1]7

es unimodal, con méaximo, y lineal a trozos. La figura 1.8 muestra la gréfica
de T, para distintos valores del pardmetro.

La entropia de las funciones lineales a trozos con la propiedad de que el
valor absoluto de las pendientes en cada trozo es constante e igual a m es
conocida e igual a max{0,logm}. En particular, para la funcién T, tenemos
que

h(T,) = max{0,loga}, a € (0,2].

Para a € [1, 2] tenemos que
h(T,) =loga,

férmula que utilizaremos a continuacion.

La dindmica simbdlica viene dada por la sucesiéon kneading. Para fijar
ideas, sea f : o, 8] — [, 8] unimodal con méximo xy, y sea o una condicion
inicial. La sucesién kneading de longitud n de xq es

kn($07f) = (klvk% ey kn)
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donde
si fn('r()) = @,
st f™(xo) € (o, xpr),
st f™(xo) =z,
si. ["(wo) € (zu, B),
Lsi f(wo) = B
De igual forma, podemos construir una sucesién kneading de infinitos térmi-
nos denotada k(zo, f) = (ki, ks, ...). Por ejemplo, para f(z) = 3,8z(1 — x) se
tiene que si n = 5, las sucesiones kneading son

k, =

w N = O

ks5(0,5,f) = (3,1,3,3,1),
k5(0,25,f) = (3,3,3,3,1),
ks(0,f) = (0,0,0,0,0).

Se llama sucesién kneading de f a la sucesién kneading del méximo de la
funcion, esto es, k,(f) = kn(xum, f), v k(f) = k(zn, f). En el caso de
la funcién f(z) = 3,8z(1 — x) se tiene que k5(f) = (3,1,3,3,1), ya que

Dadas dos funciones unimodales (con méximo) f y g, si sus sucesiones
kneading son distintas, se comparan segin la siguiente regla:

1. Definimos ng tal que ky, (f) # kno(9), pero k,(f) = kn(g) para n < ny.

2. Sing = 1, decimos que k(f) > k(g) si &/ > k7, donde k{ y k¢ son los
primeros elementos de k(f) y k(g).

3. Si ng > 1, definimos K como el nimero de veces que 3 aparece en
k‘n()fl(f) = knofl(g)'

4. Decimos que k(f) > k(g) cuando o bien K es par y k‘,{o > kg, o bien

K es impar y kﬁo < kJ,, donde k£0 y k3, denotan los elementos ng de

k(f)y k(g)

Con este orden, tenemos el siguiente resultado que liga las entropias de
dos funciones unimodales con m&aximo.

Teorema 5 Sean f y g dos funciones unimodales con mdximo tales que
k(f) > k(g). Entonces h(f) > h(g).
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e
os

El Teorema anterior permite construir un algoritmo para calcular la en-
tropfa de una funcién unimodal con maximo f. Dicho algortimo recuerda al
Teorema de Bolzano, y sigue los siguientes pasos:

1. Fijar N e Ny e > 0.

2. Calcular ky(f).

3. Fijar A=1, B=2.

4. Definir s = AJFTB y tomar la funcién T5.

5. Calcular ky(Ty).

6. Si kn(f) > kn(Ts) hacer A = s. Sino, B = s.

7. 51 B—A<e, h(f)=log AJFTB, si no repetir desde 4.

Al terminar el algortimo, habremos obtenido la entropia de f con un error
menor que €. La figura 1.2.4 muestra el cdlculo de la entropia de la funcién
logistica con error 0.001.

El algoritmo puede fallar si ky(f) = kny(T,) para algin a. Entonces no
es posible comparar las dos sucesiones kneading y en principio no se deberia
llegar a ningin resultado. Esto puede solucionarse aumentando N, pero en
ocasiones, lo que realmente ocurre es que k(f) = k(T,) y no podriamos llegar
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Figura 1.9: Serie temporal de una érbita de f(x) = 3,83z(1 — z).

a resultado alguno. Esto es lo que pasa cuando la funcion es f(z) = 4z(1—x),
con sucesion kneading

k() = (4,0,0,...) = k(Tp).

En este caso ocurre que h(f) = h(Ty) = log2. Modificar ligeramente los
valores de A y B, por ejemplo tomando B =2 — §, con 0 < § < &, suele ser
suficiente para que el algoritmo proporcione un valor.

1.2.5. Observacion de la complejidad: exponentes de
Lyapunov.

Una de las cuestiones filoséficas mds conocidas es aquella que estable que,
si produce ruido un drbol que cae en un bosque y no hay nadie para oirlo.
Sin querer ahondar sobre este tema, la dinamica cadtica nos presenta una
paradoja similar pues existen funciones con entropfa positiva, y por tanto
cadticas, de forma que cada vez que calculamos al azar una 6rbita vemos que
converge a un punto periédico.

Por ejemplo, tomamos f(z) = 3,83z(1 — ), que como vemos en la grifica
1.2.4, tiene entropia positiva. Sin embargo, tomando al azar una condicién
inicial entre 0 y 1 vemos que la érbita converge a un punto periédico, como
se muestra en la figura 1.9.

No importa cudntas veces se repita el experimento, siempre observare-
mos este comportamiento salvo la pura casualidad, o eligiendo adrede una
condicién inicial apropiada, por ejemplo zo = 1, que da la 6rbita (1,0,0, ...).
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Ahora bien, la funcién es cadtica. No sélo porque tenga entropia positiva.
Ademas tiene un punto periédico de periodo tres que es precisamente al que
convergen las orbitas elegidas al azar. S6lo cabe inferir que no todo el caos
puede observarse, y lo que vamos a analizar aqui es cuando esa observacion
es posible.

El punto de partida es la definicién de atractor métrico. Consideramos
la, distribucién uniforme en el intervalo [«, 5] en el cual la funcién f esta
definida. Un conjunto A C [«, ] se dice atractor métrico si existe una prob-
abilidad positiva, con la distribucién uniforme, de que dada una condicién
inicial xg, su conjunto w-limite w(xg, f) C A y no existe ningiin subconjunto
A" ¢ A con esta propiedad. Obviamente, el punto periédico de periodo tres
al que convergen las 6rbitas de f(z) = 3,83xz(1 — x) es un atractor métrico
de la funcién. De hecho, es el tinico que tiene, por lo que la convergencia se
da con probabilidad 1. Vamos a ver cémo podemos llegar a esta conclusién.

En primer lugar, a partir de ahora supondremos que todas las funciones
son de clase O3, es decir, tienen derivadas de tercer orden continuas. Para
estas funciones, se define su derivada Schwarziana como

B f///(x) _§ f”(a:) 2
=" -3 (757)

siempre que f'(z) # 0. La funcién logistica tiene derivada Schwarziana

o (7))

3( —2a \° 6 2
= S (/") =——_ <o,
2 \a(l—2x) (1 —2x)2

si x # 1/2. Las funciones unimodales con derivada Schwarziana negativa
satisfacen el siguiente resultado, que caracteriza sus atractores métricos.

S(f)

Teorema 6 Sea f : o, f] — [a, B] unimodal con dervada Schwarziana neg-
ativa. Entonces f tiene a lo sumo dos atractores métricos. Ademds:

(a) Si tiene dos atractores métricos, uno de ellos es «, que deber ser punto

fijo de f.

(b) Los atractores son de la forma T1, T2 o T3, y si son de la forma T2
o T3, debe contener el w-limite del mdximo de f.
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Una consecuencia de este resultado es que, si |f'(a)| > 1, entonces f
tiene un tdnico atractor. Los atractores son de la misma forma para funciones
unimodales sin derivada Schwarziana negativa, pero en ese caso no es posible
determinar cudntos atractores tiene la funcién. El problema nuevemente se
reduce a buscar un criterio efectivo para determinar cémo son los atractores
de f y si dichos atractores dan lugar a dindmica compleja que se pueda
observar. La solucién en este caso la proporcionan los llamados exponentes
de Lyapunov, que describimos a continuacién.

Dada una érbita con condicién incial xy y n € N, calculamos

n

117/ (F(x0))

1=0

n

=11/ o).

1=0

(") (o) =

Si xg es periédico, o su érbita converge a un atractor periédico, tendriamos
que si n es suficientemente grande,

n

117 (Fi@o)| < 1.

1=0

o equivalentemente

SI*—‘

(ﬁ;ffm ) <0

=0

Desarrollando esta expresion

~log (H |f'<f"<xo>>!) =3 log |7 (ao)| <0

Se define el exponente de Lyapunov en xy como

Exp(zo, f) := limsup — Zlog {f

n—oo

donde el limite superior de una sucesion es el mayor de los limites de todas sus
subsucesiones, y se usa cuando no tiene porqué existir el limite (por ejemplo
la sucesién (—1)" tiene por limite superior 1).

Si la funcién es unimodal, para determinar si el caos es observable basta
entonces calcular Fxp(xyy, f), es decir, el exponente de Lyapunov en el max-
imo. Si este es negativo, tendremos convergencia a un punto periédico, y si
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Figura 1.10: Exponente de Lyapunov de la funcién logistica para a € [3,5,4].

es positivo es mds que probable que la entropia sea positiva y tengamos un
comportamiento cadtico. La figura 1.10 muestra el exponente de Lyapunov
en 1/2 de la funcién logistica. Como vemos, en a = 3,83 éste es negativo al
tener como atractor una orbita periédica.

Como vemos, el caos observable si el exponente de Lyapunov es positivo.
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