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Capítulo 1

Ecuaciones en diferencia

1.1. Ecuaciones lineales

Una ecuación en diferencias es una expresión de la forma

xn+k = f(xn+k�1; xn+k�2; :::; xn; n); (1.1)

donde f : 
 � Rk+1 ! R es una función que supondremos al menos continua.
Ejemplos de ecuaciones en diferencias son

xn+2 = xn+1xn +
n

n2 + 1
; (1.2)

xn+3 = xn+2 � xn; (1.3)

xn+1 = nxn: (1.4)

Se llama orden de la ecuación a k. Así la ecuación (1.2) tiene orden 2, (1.3)
orden 3 y (1.4) orden uno. Distinguimos entre ecuación autónoma cuando el
tiempo n no aparece explícitamente en la ecuación, y no autónoma cuando sí
lo hace. Las ecuaciones (1.2) y (1.4) son no autónomas mientras que (1.3) sí lo
es. Por último, distinguiremos entre ecuaciones lineales, cuando la función f
es lineal o afín como las ecuaciones (1.3) y (1.4), y las no lineales como (1.2).
Dentro de las lineales trataremos especialemente las que tienen coe�cientes
constantes, como la ecuación (1.3) de las que tienen coe�cientes dependientes
de n como (1.4).
Si se asume la continuidad de la función f , para construir una solución

de una ecuación de orden k se precisan exactamente k condiciones iniciales
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6 CAPÍTULO 1. ECUACIONES EN DIFERENCIA

x0; x1; :::; xk�1 2 R. A las soluciones de las ecuaciones también las llamaremos
órbitas. El orden puede verse entonces como en número mínimo de condi-
ciones necesarias para poder construir una solución u órbita de la ecuación.
La sucesión de Fibonacci

(1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; :::)

es la órbita o solución de la ecuación en diferencias de orden dos

xn+2 = xn+1 + xn

con condición inicial x0 = x1 = 1.
Como veremos posteriormente, el estudio de las soluciones de ecuaciones

en diferencia no lineales es complicado. Vamos a ver a continuación cómo
calcular las soluciones de ecuaciones lineales con coe�cientes constantes.

1.1.1. Ecuaciones lineales con coe�cientes constantes

Podemos escribir la ecuación lineal con coe�cientes constantes de la forma

xn+k + a1xn+k�1 + a2xn+k�2 + :::+ ak�1xn+1 + akxn = g(n);

donde a1; :::; ak 2 R, ak 6= 0, y g es una función real. Si la función g(n) = 0,
diremos que la ecuación es homogénea y no homogénea en caso contrario.
Llamamos solución general de la ecuación en diferencias a una expresión

de la forma
xn = F (n; c1; :::; ck)

donde c1; :::; ck son constantes que dependen de las condiciones iniciales, de
manera que para cada valor n la función F (n; c1; :::; ck) nos da el térmi-
no n-ésimo de la sucesión solución. Veamos a continuación cómo obtener la
solución general de una ecuación lineal homogénea de la forma

xn+k + a1xn+k�1 + a2xn+k�2 + :::+ ak�1xn+1 + akxn = 0: (1.5)

Dado r 2 C n f0g, tomamos la sucesión xn = rn y veamos que tiene que
pasar para que sea solución de la ecuación (1.5). Sustituyendo en la misma
tenemos

0 = xn+k + a1xn+k�1 + a2xn+k�2 + :::+ ak�1xn+1 + akxn

= rn+k + a1r
n+k�1 + a2r

n+k�2 + :::+ ak�1r
n+1 + akr

n

= rn
�
rk + a1r

k�1 + a2r
k�2 + :::+ ak�1r + ak

�
= rnp(r);
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donde
p(r) := rk + a1r

k�1 + a2r
k�2 + :::+ ak�1r + ak

se llama polinomio característico de la ecuación (1.5). De la ecuación

0 = rnp(r)

se tiene que xn = rn es solución si y sólo si

p(r) = 0;

es decir, si es un cero del polinomio característico de la ecuación (1.5).
Por ejemplo, tomemos la ecuación

xn+2 � xn+1 � xn = 0;

cuyo polinomio característico es

p(r) = r2 � r � 1:

Sus raíces se calculan como

r =
1�

p
1 + 4

2
=
1�

p
5

2
:

Así, dos soluciones de dicha ecuación son

x1n =

 
1 +

p
5

2

!n
y

x2n =

 
1�

p
5

2

!n
:

No es posible obtener más soluciones, por lo que éstas deben de ser su�cientes
para obtener la solución general. Para ello, necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 1 El S conjunto de soluciones de la ecuación lineal

xn+k + a1xn+k�1 + a2xn+k�2 + :::+ ak�1xn+1 + akxn = 0

es un espacio vectorial de dimensión k.
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Demostración. El conjunto de las sucesiones reales xn es un espacio
vectorial con las operaciones suma y producto por escalares naturales. Dadas
las soluciones xn e yn y los escalares �; �, la sucesión �xn + �yn veri�ca que

�xn+k + �yn+k + a1(�xn+k�1 + �yn+k�1) + :::

+(�xn+1 + �yn+1)ak�1 + ak(�xn + �yn)

= �(xn+k + a1xn+k�1 + :::+ ak�1xn+1 + akxn)

+�(yn+k + a1yn+k�1 + :::+ ak�1yn+1 + akyn);

que será igual a cero ya que

xn+k + a1xn+k�1 + :::+ ak�1xn+1 + akxn = 0

e
yn+k + a1yn+k�1 + :::+ ak�1yn+1 + akyn = 0

por ser solución. Por lo tanto es solución de la ecuación, y S es un subespacio
vectorial. Como cada solución viene de�nida por k condiciones iniciales, y Rk
tiene dimensión k, el conjunto S también tiene dimensión k.�
Por lo tanto, para la ecuación

xn+2 � xn+1 � xn = 0

se veri�ca que la solución general es de la forma

xn = c1

 
1 +

p
5

2

!n
+ c2

 
1�

p
5

2

!n
:

Para el caso de la sucesión de Fibonacci, con condición inicial 1 y 1, se tendrá
que

x0 = 1 = c1 + c2;

x1 = 1 = c1
1 +

p
5

2
+ c2

1�
p
5

2
;

de donde

c1 =
1 +

p
5

2
p
5
; c1 =

1

2
� 1

2
p
5
;

de donde

xn =
1 +

p
5

2
p
5

 
1 +

p
5

2

!n
+

�
1

2
� 1

2
p
5

� 
1�

p
5

2

!n
:
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Cuando las soluciones no son reales o son múltiples no es posible seguir
esta estrategia ya que se necesitan más soluciones linealmente independientes
para formar una base. Para conseguirlas se procederá de la siguiente manera:

1. Si r es una raíz real de p(r) de multiplicidad m, tenemos las soluciones
linealmente independientes rn, nrn; n2rn; :::; nm�1rn.

2. Si r = �(cos �+i sin �) y r = �(cos ��i sin �) son una raices complejas de
p(r) de multiplicidad m, tenemos las soluciones linealmente independi-
entes �n cos(n�), �n sin(n�), n�n cos(n�), n�n sin(n�); :::, nm�1�n cos(n�),
nm�1�n sin(n�).

Por ejemplo, la ecuación

xn+2 � 2xn+1 + 2xn = 0

tiene polinomio característico

p(r) = r2 � 2r + 2

con raíces r = 1� i =
p
2
�
cos �

4
� sin �

4

�
, y su solución general será

xn =
�p
2
�n �

c1 cos
�n�
4

�
+ c2 sin

�n�
4

��
:

La ecuación
xn+2 � 4xn+1 + 4xn = 0

tiene polinomio característico

p(r) = r2 � 4r + 4;

con raiz r = 2, por lo que la solución general será

xn = c12
n + c2n2

n:

Este método tiene la limitación práctica de tener que resolver la ecuación
polinómica p(r) = 0, por lo que en principio, sólo es posible resolver de esta
manera ecuaciones de orden bajo, o aquellas con una forma concreta. Es
u problema generalizado ya que cualquier otro método, como el de usar la
transformada Z, precisa de la resolución de este tipo de ecuaciones.
Una vez resuelta la ecuación homogénea, supongamos la ecuación no ho-

mogénea

xn+k + a1xn+k�1 + a2xn+k�2 + :::+ ak�1xn+1 + akxn = g(n); (1.6)

con g(n) 6= 0. El siguiente resultado nos dice cómo son las soluciones.
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Teorema 2 Las soluciones de la ecuación (1.6) son de la forma

xn = x
h
n + x

p
n;

donde xhn es la solución de la ecuación homogénea asociada y x
p
n es una

solución particular de la ecución no homogénea.

Demostración. Suponiendo conocida una solución particular de la ecuación
no homogénea xpn, sea xn otra solución. De�nimos yn = xn � xpn, y veamos
que es solución de la ecuación homogénea asociada, con lo que se probaría el
resultado. Sustituimos yn en la ecuación

yn+k + a1yn+k�1 + :::+ ak�1yn+1 + akyn

= xn+k � xpn+k + a1
�
xn+k�1 � xpn+k�1

�
+ :::+ ak (xn � xpn)

= (xn+k + a1xn+k�1 + :::+ ak�1xn+1 + akxn)

�(xpn+k + a1x
p
n+k�1 + :::+ ak�1x

p
n+1 + akx

p
n)

= g(n)� g(n) = 0;

con lo que termina la prueba.�
En general, no es sencillo encontrar soluciones particulares, pero es posible

en los casos concretos de las posibles soluciones linealmente independientes
de las ecuaciones homogéneas. El método se llama de coe�cientes indetermi-
nados que vemos con el siguiente ejemplo.

xn+2 � 4xn�1 + 4xn = (�1)n:

Como g(n) = 3n, proponemos una solución que sea proporcional a ésta, es
decir, xpn = A3

n, donde A es una constante a determinar. Sustituyendo en la
ecuación tenemos

A(�1)n+2 � 4A(�1)n+1 + 4A(�1)n = (�1)n;

y simpli�cando

(A+ 4A+ 4A) (�1)n = 9A(�1)n = (�1)n;

de donde 9A = 1, y la solución particular es

xpn =
1

9
(�1)n.
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La solución general será por tanto

xn = c12
n + c2n2

n +
1

9
(�1)n.

Si tenemos la ecuación

xn+2 � 4xn�1 + 4xn = sinn;

tomamos como solución particular

xpn = A sinn+B cosn;

y si se trata de
xn+2 � 4xn�1 + 4xn = n3n;

se tomará
xpn = (An+B)3

n:

Se deja como ejercicio calcular los valores A y B que dan la solución partic-
ular.

1.1.2. Estabilidad de ecuaciones lineales

Una ecuación lineal homogénea siempre tiene como solución las sucesión
constante xn = 0. Cualquier otra solución será de la forma

yn =
sX
i=1

pi(n)r
n
i +

rX
i=1

�ni (qi(n) cos(n�i) + hi(n) sin(n�i)) ;

donde pi(n), qi(n) y hi(n) son polinomios en n, que serán constantes si las
raíces ri o �i(cos �i + i sin �i) tienen multiplicidad 1. Si calculamos

l��m
n!1

yn;

es fácil darse cuenta de que será cero si jrij < 1, i = 1; :::; s y j�ij < 1,
i = 1; :::; r. En ese caso, todas las soluciones convergen a cero y el sistema se
dirá asintóticamente estable. Si jrij = 1 (o j�ij = 1) para algún i, entonces

pi(n)r
n
i
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estará acotado si pi(n) es constante, es decir, si la raiz tiene multiplicidad
uno. Si todas las raíces veri�can que jrij � 1, i = 1; :::; s y j�ij � 1, i = 1; :::; r,
y aquellas con módulo 1 tienen multiplicidad 1, esntonces el sistema se dice
estable, y ninguna solución converge a in�nito en módulo. En caso contrario,
el sistema se dirá inestable y sí que existirán soluciones cuyo módulo crezca
de forma exponencial.
Por ejemplo, la ecuación

xn+2 + xn = 0

es estable, pero no asíntoticamente estable,

xn+2 �
xn
4
= 0

es asintóticamente estable, mientras que

xn+2 � xn+1 � xn = 0

es inestable.
Si una ecuación homogénea es asintóticamente estable, entonces una ecuación

no homogéna asociada tendrá la solución de la forma

xn = x
h
n + x

p
n;

y a partir de un cierto valor de n el término homogéneo será prácticamente
nulo, y por tanto despreciable. Entonces, la solución para n su�entemente
grande es

xn = x
p
n:

Este hecho es de utilidad a la hora de diseñar circuitos digitales.

1.2. Ecuaciones no lineales de orden 1

En esta sección vamos a estudiar ecuaciones en diferencia de orden uno
no lineales, es decir, ecuaciones de la forma

xn+1 = f(xn)

donde f : 
 � Rn ! 
 es una función al menos continua en 
. Ejemplos de
estas ecuaciones son la ecuación logística

xn+1 = axn(1� xn);
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con a 2 (0; 4] y la función f(x) = ax(1 � x) de�nida en el intervalo [0; 1], o
la de Hénon �

xn+1 = 1� ax2n + yn;
yn+1 = bxn;

de�nida en el plano con coe�cientes reales.
En general las ecuaciones no lineales son más complicadas de estudiar que

las lineales, pudiendo aparecer fenómenos que han dado lugar a la teoría del
caos. En este curso nos centraremos es estudiar cómo es el comportamiento
de las soluciones de ecuaciones en dimensión uno, es decir, de la forma

xn+1 = f(xn)

donde f : I � R !I, donde I es un intervalo de la recta real. Tomare-
mos la función logística como ejemplo para hacer una guía de los elementos
principales a considerar para analizar las posibles soluciones, empezando por
las más sencillas posibles. Antes de ello, recordemos que dada una condición
incial x 2 I, la solución de la ecuación en diferencias�

xn+1 = f(xn);
x0 = x;

siempre existe debido a la continuidad de la función f . A esa solución la
denominaremos frecuentemente con el nombre de órbita o trayectoria de x.
Esta órbita viene dada por la sucesión

(x; f(x); f2(x); :::; fn(x); :::)

donde f 2 = f � f y en general fn es la composición de f consigo misma n
veces. Por ejemplo, la solución de la ecuación�

xn+1 = 4xn(1� xn);
x0 = 0;45;

viene dada por la sucesión

(0;45; 0;99; 0;0396; 0;1521; 0;5159; 0;9999; :::) ;

donde hemos tomado aproximaciones de cuarto orden en los resultados.
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1.2.1. Puntos �jos

Obviamente, las soluciones más sencillas posibles son aquellas que no
cambian con el tiempo. Vienen dadas por sucesiones constantes de la forma

(x0; x0; x0; :::)

y por lo tanto deben satisfacer que

f(x0) = x0.

Se llama punto �jo a una solución de la ecuación anterior.
Cuando las condiciones del problema lo permiten, es posible obtener de

forma exacta los puntos �jos. Por ejemplo, en el caso de la función logística
f(x) = ax(a� x) basta con resolver la ecuación

ax(1� x) = x

que da lugar a las soluciones
x = 0

y ex = a� 1
a
:

Dénomos cuenta que ex existirá y será distinto de cero sólo cuando a > 1.
Ahora bien, si la ecuación a resolver es un poco más complicada no vamos

a poder obtener los puntos �jos de forma exacta y tenemos que recurrir al
cálculo numérico para ello. Uno de los algoritmos disponibles para obtener
la soluciones consiste en construir una sucesión de la forma�

xn+1 = f(xn);
x0 = x;

donde x es una condición inicial para construir la sucesión. Vemos que esta
sucesión es una órbita de la ecuación en diferencias. A modo de ejemplo
tomemos la función

f(x) = ax2e�x;

cuyos puntos �jos vendrán dados por la ecuación

ax2e�x = x:
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Es fácil ver que 0 es una solución. Las restantes las soluciones se obtienen a
partir de la ecuación

axe�x = 1:

Si tratamos de ejecutar el algoritmo con el parámetro a = 5 y condición inicial
x0 = 0;45, vemos que tras unas cuantas iteraciones llegamos a la solución
o punto �jo 2;542641357773527. Sin embargo, si hacemos esto mismo con
a = 15 veremos que no llegamos a ninguna solución. Este hecho se pone
claramente de mani�esto en el diagrama de bifurcación de la �gura 1.2.1:

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0  5  10  15  20  25

x

a

Diagrama de bifurcacin de la funcin f(x) = ax2e�x con condicin inicial 0;45:

Pasemos a describir qué representa el diagrama de bifurcación. Para con-
struirlo se procede del siguiente modo: para cada valor del parámetro a cal-
culamos los primeros términos (en el ejemplo 100) de la órbita que empieza
por la condición incial dada (en el ejemplo 0;45), y guardamos las últimas 50
iteraciones junto con el parámetro a en pares de la forma (a; xn). Repetimos
este proceso variando el parámetro a y se hace una representación conjunta
de todos los pares. En el caso del ejemplo, hemos tomado a 2 [0; 25] tomando
valores del parámetro de la forma am = 0;25m, m = 1000.
Puede observarse de la grá�ca que la órbita converge a 0 hasta un val-

or del parámetro próximo a cuatro. Después converge a una única solución,
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punto �jo, hasta aproximadamente a = 6;5. A partir de este valor se apre-
cian diferentes rami�caciones hasta llegar a la masa de puntos que puede
apreciarse para valores de a mayores que 10. Hablamos de bifurcación cuan-
do se produce un cambio signi�cativo en las posibles órbitas de la ecuación
al cambiar el parámetro. Los valores del parámetro donde se producen esos
cambios se llaman puntos de bifurcación.
Retomaremos con posterioridad el estudio de las bifurcaciones. Ahora

vamos a centrarnos en la razón por la cual, para algunos valores del parámetro
obtenemos como solución un punto �jo, y para otros una amalgama de puntos
sin orden ni concierto. Para ello necesitamos suponer que la función es de
clase C1, es decir, podemos derivarla y su derivada es continua. Dado x0
un punto �jo de f , calculamos su derivada f 0(x0). Por el Teorema del valor
medio

f(x)� f(x0) = f 0(�)(x� x0);
donde � es un punto de pertenece al intervalo cuyos extremos son x0 y x.
Como f(x0) = x0, tomando valor absoluto tenemos

jf(x)� x0j = jf 0(�)jjx� x0j:

distinguimos entonces los siguiente casos:

1. Si jf 0(x0)j < 1, entonces por la continuidad de f 0 existe un intervalo de
la forma (x0� "; x0+ ") de manera que � 2 (x0� "; x0+ "), y por tanto
jf 0(�)j < 1. Entonces

jf(x)� x0j < jx� x0j;

es decir, f(x) está más próximo a x0 que x. En particular, f(x) pertenece
al intervalo (x0 � "; x0 + "). Repitiendo este proceso concluimos que

l��m
n!1

fn(x) = x0

para todo x 2 (x0�"; x0+"). Se dice que x0 es un punto �jo localmente
asintóticamente estable (LAS).

2. Si jf 0(x0)j > 1 tenemos la situación inversa, es decir

jf(x)� x0j > jx� x0j

por lo que f(x) estará más lejos de x0 que x y no habrá por tanto
convergencia al punto �jo. En este caso se dirá que x0 es un punto �jo
inestable.
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x

a

Figura 1.1: Diagrama de bifurcación de la función logística.

3. Si jf 0(x0)j = 1 pueden darse a priori diferentes posibilidades que deben
estudiarse a partir de derivadas sucesivas y que no vamos a analizar
aquí.

Decimos que x0 es un punto �jo hiperbólico si jf 0(x0)j 6= 1, y no hiper-
bólico en el caso indeterminado jf 0(x0)j = 1.
Vamos a analizar la estabilidad de los puntos �jos de la función logística.

Su derivada es
f 0(x) = a(1� 2x):

Entonces
f 0(0) = a;

por lo que dicho punto �jo será LAS si a < 1. Para el otro punto �jo tenemos
que

f 0
�
1� a
a

�
= a

�
1� 21� a

a

�
= a� 2;

que será menor que 1 (nótese que siempre va a ser postivo) cuando a < 3.
En la �gura 1.1 se muestra el diagrama de bifurcación de la función logística,
donde puede apreciarse la convergencia a los puntos �jos 0 y 1�a

a
para los

valores de los parámetros obtenidos.
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Puede apreciarse en el diagrama como hay una bifurcación para el parámetro
a = 1 pues pasamos de tener 0 como punto �jo a que éste sea 1�a

a
. Asímismo

tenemos una bifurcación para el valor del parámetro a = 3. En este caso se
pasa de un punto �jo a un punto periódico de periodo dos. Veremos en la
próxima sección la noción de punto periódico.

1.2.2. Puntos periódicos

Como puede verse en el diagrama de la �gura 1.1, cuando a = 3 se
produce una nueva bifurcación que grá�camente muestra una rami�cación.
Dicha rami�cicación es producida por puntos periódicos de periodo dos. Para
dichos puntos, la órbita es de la forma

(x0; f(x0); x0; f(x0); :::):

Tomando f 2 = f � f , un punto será periódico de periodo dos si se cumplen
las condiciones

f 2(x0) = x0 (1.7)

y
x0 6= f(x0):

En el caso de la función logística la ecuación (1.7) es de la forma

�a3x4 + 2a3x3 � (a3 � a2)x2 + a2x = x;

o equivalentemente

p(x) = �a3x4 + 2a3x3 � (a3 � a2)x2 + (a2 � 1)x = 0:

Obviamente, los puntos �jos de f veri�can la ecuación, es decir, los polinomios
x y x� 1�a

a
dividen al polinomio p(x). Entonces

p(x)

x
�
x� 1�a

a

� = �a3x2 + (a3 + a2)x� a2 + a
por lo que la ecuación

�a3x2 + (a3 + a2)x� a2 + a = 0

nos da los puntos periódicos de periodo dos

ex = 1 + a�
p
a2 � 2a� 3
2a
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y

x =
1 + a+

p
a2 � 2a� 3
2a

;

que dan lugar a la órbita

(ex; x; ex; x; ex; x; :::) :
Como puede comprobarse fácilmente, el discriminante

a2 � 2a� 3 > 0

si a > 3, que es precisamente el valor de bifurcación del parámetro a. Ahora
bien, para que esta órbita periódica aparezca re�ejada en el diagrama de
bifurcación, hace falta una condición adicional. Los puntos ex y x son puntos
�jos de la función f 2, y para que sean LAS es preciso que

j(f 2)0(ex)j < 1;
condición que se reescribe como

jf 0(f(ex))f 0(ex)j = jf 0(x)f 0(ex)j < 1:
Ahora bien

f 0(x)f 0(ex) = a2(1� 2ex)(1� 2x)
= a2

�
1� 21 + a�

p
a2 � 2a� 3
2a

��
1� 21 + a+

p
a2 � 2a� 3
2a

�
= �a2 + 2a+ 4:

La ecuación
�a2 + 2a+ 4 = 1

da las soluciones a = �1 y a = 3, y la ecuación

�a2 + 2a+ 4 = �1

proporciona a = 1�
p
6 y a = 1+

p
6 = 3;449489742783178: Como a 2 (0; 4],

se concluye que el punto periódico de periodo dos es LAS para valores de a
en el intervalo (3; 1 +

p
6).

Como puede verse, para a 2 (0; 1 +
p
6) tenemos un único punto �jo 0

cuando a 2 (0; 1], dos puntos �jos, uno LAS y otro inestable cuando a 2 (1; 3)
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y una órbita periódica de periodo dos cuando a 2 (3; 1 +
p
6), pero aquí, los

puntos �jos siguen existiendo aunque ya no son atractores sino inestables. Es
decir, tenemos una coexistencia de puntos periódicos de periodo dos y puntos
�jos.
Este proceso se puede repetir, pudiendo apreciarse en el diagrama de bi-

furcación de la función logística como aparecen puntos periódicos de periodo
4, 8, 16,... En general, diremos que un punto x0 es periódico de periodo n si
se cumplen las condiciones

fn(x0) = x0

y
fm(x0) 6= x0

para todo número natural m < n. Además dicho punto periódico será LAS
si

j(fn)0(x0)j = jf 0(x0)j � jf 0(x1)j � ::: � jf 0(xn�1)j < 1
donde

(x0; x1; :::; xn�1; x0; x1; :::; xn�1; :::)

es la órbita periódica que tiene a x0 como condición incial. Será inestable si

jf 0(x0)j � jf 0(x1)j � ::: � jf 0(xn�1)j > 1

y no hiperbólico si

jf 0(x0)j � jf 0(x1)j � ::: � jf 0(xn�1)j = 1:

Además, se tiene que las órbitas periódicas coexisten, siendo algunas in-
estables y otras LAS. Esta coexistencia de órbitas periódicas viene carac-
terizada por el Teorema de Sharkovsky, uno de los resultados más sorpren-
dentes, innovadores y elegantes del siglo XX. Para ello, hace falta ordenar a
los números naturales de la siguiente forma

3 � 5 � 7 � 9 � 11 � :::
2 � 3 � 2 � 5 � 2 � 9 � 2 � 11 � :::
22 � 3 � 22 � 5 � 22 � 9 � 22 � 11 � :::

::::::::::::::::::::::

::: � 24 � 23 � 22 � 2 � 1:

De forma alternativa, dados dos números naturales n = 2n1 �n2 ym = 2m1 �m2,
n1;m1 2 N[ f0g, n2;m2 números naturales impares, se tendrá que n � m si
se cumple que
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1. n1 < m1, o bien

2. n1 = m1, n2 6= 1, m2 6= 1 y n2 < m2, o bien

3. n1 = m1, n2 6= 1, m2 = 1, o bien

4. n2 = m2 = 1 y n1 > m1.

En este orden de los números naturales, 3 es el más grande y 1 el más
pequeño. El Teorema de Sharkovsky en su versión directa a�rma lo siguiente.

Teorema 3 Sea f : I ! I una función continua con un punto periódico de
periodo n. Entonces la función f tiene puntos periódicos de todos los periodos
m tales que n � m.

Por ejemplo, si una función tiene un punto periódico de periodo tres, es
decir, una órbita periódica de la forma

(x0; x1; x2; x0; x1; x2; :::)

tiene puntos periódicos de todos los periodos posibles. Veamos cuándo pasa
esto para la función logística. Para ello hemos de resolver la ecuación

f 3(x) = x;

que es equivalente a una ecuación polinómica de grado 8, aunque teniendo
en cuenta que 0 y 1�a

a
son soluciones se quedaría en una de grado 6. Por ello,

vamos a ver que para a = 4 hay 6 puntos periódicos de periodo 3. Para ello,
basta visualizar la grá�ca conjunta de las funciones f 3 y la recta y = x en la
�gura 1.2.

Cada punto de intersección de ambas grá�cas es un punto �jo de f 3.
Como puede apreciarse hay un total de 8 intersecciones, dos de ellas puntos
�jos. Las seis restantes deben ser puntos periódicos de periodo 3, lo que nos
da las 2 órbitas periódicas de periodo 3. La existencia de órbitas periódicas
de periodo 2n �m, con m 6= 1 serán un idicativo de la existencia de órbitas
caóticas en el sistema, cuestión que será analizada en la siguiente sección.
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Figura 1.2: Grá�cas de f 3 e y = x.

1.2.3. Más allá del comportamiento periódico

Como puede comprobarse en el diagrama de bifurcación de la función
logística, a partir de valores del parámetro en torno a 3.6, empieza a apre-
ciarse que deja de haber en apariencia órbitas periódicas. Por ejemplo, para
a = 3;8, la �gura 1.3 muestra los primeros 1000 valores de la órbita que
empieza en 1=2.
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Figura 1.3: Serie temporal de los 1000 primeros términos de la órbita de f .
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Figura 1.4: Primeros 1000 términos de la órbita de 1/2 para a = 3;5.

Está claro por la grá�ca que no puede inferirse ningún tipo de regularidad
en esta órbita, todo lo contrario de una órbita con convergencia a un punto
periodico como puede verse en la grá�ca 1.4 para el valor del parámetro
a = 3;5.

En el primer caso, tenemos un comportamiento caótico, y por tanto im-
predecible, mientras que en el segundo es periódico. Vamos a tratar de ex-
plicar porqué el comportamiento para el parámetro 3;8 puede decirse que es
caótico, más allá de la grá�ca anterior.
En primer lugar, debemos de introducir el concepto de !-límite de una

órbita. Consideremos la órbita de una función f con condición inicial x0. El
conjunto !-límite de x0 bajo la iteración de la función f es de los elementos
x tales que existe una sucesión estrictamente creciente de números naturales
mn de forma que

l��m
n!1

fmn(x0) = x:

Denotaremos este conjunto por !(x0; f). En el caso de funciones con !-límites
son periódicos la dinámica es sencilla. Por supuesto, una función puede tener
in�nitos !-límites distintos, pero para funciones reales continuas sólo pueden
ser de uno de los siguientes tipos.

T1. Una órbita periódica.

T2. Un conjunto fractal, tipo Cantor. No es necesario precisar mucho este
tipo de conjuntos porque, aunque aparecen y son frecuentes, no son
detectables mediante simulacion numérica.
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Figura 1.5: Serie temporal de la diferencia entre dos órbitas. Puede apreciarse
como hay valores próximos a cero, mientras que otros no los son.

T3. Una unión �nita de subintervalos disjuntos dos a dos, [ni=1Ii tales que
fn(Ii) = Ii y fm(Ii) = Ij, j 6= i, para m < n y i = 1; 2; :::; n. Es decir,
son intervalos periódicos.

La dinámica será caótica cuando hay !-límites de los tipos T2 y T3,
aunque con una salvedad. Si hay de tipo T3 la dinámica es caótica, pero no
siempre hay un comportamiento complicado cuando hay sólo del tipo T2.
Es fácil darse cuenta de que la dinámica es sencilla, pero es más complica-

do de�nir exactamente qué es el comportamiento caótico. De hecho, existen
disitintas de�niciones de caos, y distintas maneras de caracterizarlo. Aquí va-
mos a centrarnos en la de Li y Yorke. Una función continua f se dice caótica
(en el sentido de Li y Yorke) si existen dos condiciones iniciales x0 e y0 y dos
sucesiones estrictamente crecientes de números naturales an y bn de forma
que

l��m
n!1

jfan(x0)� fan(y0)j = 0

y
l��m
n!1

��f bn(x0)� f bn(y0)�� = 
 > 0;
es decir, existen momentos en que las órbitas están muy cerca, y otros en los
que se alejan. La gra�ca 1.5 muestra la serie temporal de jfn(x0)� fn(y0)j
para la función logística con parámetro a = 3;8 y condiciones iniciales x0 =
0;5 e y0 = 0;75.
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Figura 1.6: Serie temporal de la diferencia entre órbitas para el valor a = 3;5.

Amodo de ejemplo, para una función simple como la logística con parámetro
a = 3;5, la �gura 1.6 muestra como el límite

l��m
n!1

jfn(x0)� fn(y0)j

es nulo cuando las dos órbitas convergen de forma síncrona a un mismo punto
periódico, o nunca es cero.

Obviamente, es preciso encontrar algún criterio objetivo y fácil de aplicar
que nos indique si un comportamiento es complicado o no. Está claro que
si queremos analizar la complejidad de la función logística para, por ejem-
plo, 10000 valores del parámetro, ir dibujando grá�cas de series temporales
no es operativo. Además, existen in�nitas condiciones iniciales que testar.
Veremos en la próxima sección como la entropía topológica, o simplemente
entropía, proporciona un método operativo que es de utilidad en algunos
casos particulares.

1.2.4. Caracterización de la complejidad topológica: en-
tropía

A partir de ahora vamos a considerar funciones reales monótonas a trozos,
es decir, funciones continuas f : [�; �] ! [�; �] para las que existe una
cantidad �nita de puntos x0 = � < x1 < x2 < ::: < xn�1 < xn = � de forma
que f j(xi;xi+1) es creciente o decreciente para i = 0; 1; :::; n � 1. Diremos que
f es estrictamente monótona a trozos si f j(xi;xi+1) es estrictamente creciente
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Figura 1.7: Grá�cas de f , f 2, f 3 y f 4:

o decreciente para i = 0; 1; :::; n � 1. Las familias de funciones que tomado
en estos apuntes son estrictamente monotonas a trozos.
Es fácil darse cuenta de que si f es monótona a trozos, entonces sus

iteraciones fn también son monótonas a trozos. Denotaremos por c(fn) el
números de trozos monótonos de la función fn. La entropía (topológica) de
f es

h(f) := l��m
n!1

1

n
log c(fn):

Esta fórmula es fácil de aplicar en algunos casos concretos. Por ejemplo,
si f(x) = x, es fácil darse cuenta de que c(fn) = c(f) = 1, y lor lo tanto

h(f) = l��m
n!1

1

n
log c(fn) = l��m

n!1

1

n
log 1 = 0:

Otro ejemplo es la función f(x) = 4x(1� x), es decir la función logística con
parámetro a = 4. La grá�ca de diferentes iteraciones de f puede verse en la
�gura 1.7.

Como puede verse c(fn) = 2n, y por lo tanto

h(f) = l��m
n!1

1

n
log c(fn) = l��m

n!1

1

n
log 2n = log 2:

Sin embargo, para otros valores del parámetro a no es sencillo en absolu-
to obtener los valores de la entropía para la familia logística. Posteriormente
veremos un algoritmo que permitirá hacer este cálculo con precisión arbi-
traria. Por ahora, vamos a centrarnos en porqué la entropía caracteriza el
comportamiento caótico.
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Entropía y caos.

El critero para distinguir entre comportamiento caótico y no caótico viene
dado por la entropía: si h(f) > 0 diremos que el comportamiento es caótico,
y si es nula no lo es. Esto viene motivado por el siguiente resultado que liga
el caos Li-Yorke con la entropía.

Teorema 4 Sea f : I ! I una función continua monótona a trozos. En-
tonces se veri�ca:

(a) Si h(f) > 0, entonces f es caótica.

(b) h(f) > 0 si y sólo si f tiene un punto periodico que no es una potencia
de dos.

Como vemos, en virtud del Teorema de Sharkovsky, una función con en-
tropía positiva tiene in�nitos puntos periódicos al tener puntos periódicos
con periodos 2n, n 2 N. Es conocido, aunque dí�cil de probar, que si una
función tiene una cantidad �nita de periodos no es caótica. Existen funciones
que tienen periodos únicamente de la forma 2n, y por tanto tienen entropía
nula, pero pueden tener !-límites del tipo T2. Este tipo de funciones pueden
ser caóticas y tener entropía nula, pero veremos posteriormente que esto no
puede ocurrir si la función es tres veces continuamente derivable.
Finalmente, conviene mencionar que la entropía se puede de�nir para

funciones continuas, sin necesidad de ser monotonas a trozos, y el Teorema
anterior sigue siendo válido. Sin embargo, dicha de�nición de entropía es un
tanto abstracta y tiene dí�cil aplicación práctica.

Cálculo de la entropía para funciones unimodales.

Una función f : I ! I es unimodal si es estrictamente monótona a trozos
tal que c(f) = 2. Por lo tanto, tienen un único extremo que puede ser máximo
o mínimo. Si tenemos la ecuación en diferencias

xn+1 = f(xn)

con f unimodal con un mínimo, el cambio de variable y = 1�x la transforma
en

yn+1 = 1� f(1� yn);
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Figura 1.8: Grá�cas de Ta para a igual a 0.5, 1, 1.5 y 2.

que será unimodal con un máximo. Así, podemos restringirnos al caso en que
la función unimodal tiene máximo, que es el caso de la función logística.
El algoritmo que vamos a explicar precisa de dos ingredientes: unas no-

ciones básicas de dinámica simbólica y la fórmula de la entropía para fun-
ciones lineales a trozos.
En primer lugar, una función, no necesariamente unimodal, es linear a

trozos si es estrictamente continua a trozos y sus trozos son lineales. Por
ejemplo, la familia de funciones

Ta(x) =

�
ax si x 2 [0; 1=2];

�ax+ a si x 2 [1=2; 1];
es unimodal, con máximo, y lineal a trozos. La �gura 1.8 muestra la grá�ca
de Ta para distintos valores del parámetro.

La entropía de las funciones lineales a trozos con la propiedad de que el
valor absoluto de las pendientes en cada trozo es constante e igual a m es
conocida e igual a m�axf0; logmg. En particular, para la función Ta tenemos
que

h(Ta) = m�axf0; log ag; a 2 (0; 2]:
Para a 2 [1; 2] tenemos que

h(Ta) = log a;

fórmula que utilizaremos a continuación.
La dinámica simbólica viene dada por la sucesión kneading. Para �jar

ideas, sea f : [�; �]! [�; �] unimodal con máximo xM , y sea x0 una condición
inicial. La sucesión kneading de longitud n de x0 es

kn(x0; f) = (k1; k2; :::; kn)
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donde

kn :=

8>>>><>>>>:
0 si fn(x0) = �;
1 si fn(x0) 2 (�; xM);
2 si fn(x0) = xM ;
3 si fn(x0) 2 (xM ; �);
4 si fn(x0) = �:

De igual forma, podemos construir una sucesión kneading de in�nitos térmi-
nos denotada k(x0; f) = (k1; k2; :::). Por ejemplo, para f(x) = 3;8x(1� x) se
tiene que si n = 5, las sucesiones kneading son

k5(0;5; f) = (3; 1; 3; 3; 1);

k5(0;25; f) = (3; 3; 3; 3; 1);

k5(0; f) = (0; 0; 0; 0; 0):

Se llama sucesión kneading de f a la sucesión kneading del máximo de la
función, esto es, kn(f) := kn(xM ; f), y k(f) := k(xM ; f). En el caso de
la función f(x) = 3;8x(1 � x) se tiene que k5(f) = (3; 1; 3; 3; 1), ya que
xM = 1=2.
Dadas dos funciones unimodales (con máximo) f y g, si sus sucesiones

kneading son distintas, se comparan según la siguiente regla:

1. De�nimos n0 tal que kn0(f) 6= kn0(g), pero kn(f) = kn(g) para n < n0.

2. Si n0 = 1, decimos que k(f) > k(g) si k
f
1 > k

g
1, donde k

f
1 y k

g
1 son los

primeros elementos de k(f) y k(g).

3. Si n0 > 1, de�nimos K como el número de veces que 3 aparece en
kn0�1(f) = kn0�1(g).

4. Decimos que k(f) > k(g) cuando o bien K es par y kfn0 > k
g
n0
, o bien

K es impar y kfn0 < k
g
n0
, donde kfn0 y k

g
n0
denotan los elementos n0 de

k(f) y k(g).

Con este orden, tenemos el siguiente resultado que liga las entropías de
dos funciones unimodales con máximo.

Teorema 5 Sean f y g dos funciones unimodales con máximo tales que
k(f) > k(g). Entonces h(f) � h(g).
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El Teorema anterior permite construir un algoritmo para calcular la en-
tropía de una función unimodal con máximo f . Dicho algortimo recuerda al
Teorema de Bolzano, y sigue los siguientes pasos:

1. Fijar N 2 N y " > 0.

2. Calcular kN(f).

3. Fijar A = 1, B = 2.

4. De�nir s = A+B
2
y tomar la función Ts.

5. Calcular kN(Ts).

6. Si kN(f) > kN(Ts) hacer A = s. Si no, B = s.

7. Si B � A < ", h(f) = log A+B
2
; si no repetir desde 4.

Al terminar el algortimo, habremos obtenido la entropía de f con un error
menor que ". La �gura 1.2.4 muestra el cálculo de la entropía de la función
logística con error 0.001.

El algoritmo puede fallar si kN(f) = kN(Ta) para algún a. Entonces no
es posible comparar las dos sucesiones kneading y en principio no se debería
llegar a ningún resultado. Esto puede solucionarse aumentando N , pero en
ocasiones, lo que realmente ocurre es que k(f) = k(Ta) y no podríamos llegar
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Figura 1.9: Serie temporal de una órbita de f(x) = 3;83x(1� x).

a resultado alguno. Esto es lo que pasa cuando la función es f(x) = 4x(1�x),
con sucesión kneading

k(f) = (4; 0; 0; :::) = k(T2).

En este caso ocurre que h(f) = h(T2) = log 2. Modi�car ligeramente los
valores de A y B, por ejemplo tomando B = 2� �, con 0 < � < ", suele ser
su�ciente para que el algoritmo proporcione un valor.

1.2.5. Observación de la complejidad: exponentes de
Lyapunov.

Una de las cuestiones �losó�cas más conocidas es aquella que estable que,
si produce ruido un árbol que cae en un bosque y no hay nadie para oirlo.
Sin querer ahondar sobre este tema, la dinamica caótica nos presenta una
paradoja similar pues existen funciones con entropía positiva, y por tanto
caóticas, de forma que cada vez que calculamos al azar una órbita vemos que
converge a un punto periódico.
Por ejemplo, tomamos f(x) = 3;83x(1�x), que como vemos en la grá�ca

1.2.4, tiene entropia positiva. Sin embargo, tomando al azar una condición
inicial entre 0 y 1 vemos que la órbita converge a un punto periódico, como
se muestra en la �gura 1.9.

No importa cuántas veces se repita el experimento, siempre observare-
mos este comportamiento salvo la pura casualidad, o eligiendo adrede una
condición inicial apropiada, por ejemplo x0 = 1, que da la órbita (1; 0; 0; :::).
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Ahora bien, la función es caótica. No sólo porque tenga entropía positiva.
Además tiene un punto periódico de periodo tres que es precisamente al que
convergen las órbitas elegidas al azar. Sólo cabe inferir que no todo el caos
puede observarse, y lo que vamos a analizar aquí es cuando esa observación
es posible.
El punto de partida es la de�nición de atractor métrico. Consideramos

la distribución uniforme en el intervalo [�; �] en el cual la función f está
de�nida. Un conjunto A � [�; �] se dice atractor métrico si existe una prob-
abilidad positiva, con la distribución uniforme, de que dada una condición
inicial x0, su conjunto !-límite !(x0; f) � A y no existe ningún subconjunto
A0  A con esta propiedad. Obviamente, el punto periódico de periodo tres
al que convergen las órbitas de f(x) = 3;83x(1 � x) es un atractor métrico
de la función. De hecho, es el único que tiene, por lo que la convergencia se
da con probabilidad 1. Vamos a ver cómo podemos llegar a esta conclusión.
En primer lugar, a partir de ahora supondremos que todas las funciones

son de clase C3, es decir, tienen derivadas de tercer orden continuas. Para
estas funciones, se de�ne su derivada Schwarziana como

S(f) :=
f 000(x)

f 0(x)
� 3
2

�
f 00(x)

f 0(x)

�2
;

siempre que f 0(x) 6= 0. La función logística tiene derivada Schwarziana

S(f) =
f 000(x)

f 0(x)
� 3
2

�
f 00(x)

f 0(x)

�2
= �3

2

�
�2a

a(1� 2x)

�2
= � 6

(1� 2x)2
2

< 0;

si x 6= 1=2. Las funciones unimodales con derivada Schwarziana negativa
satisfacen el siguiente resultado, que caracteriza sus atractores métricos.

Teorema 6 Sea f : [�; �] ! [�; �] unimodal con dervada Schwarziana neg-
ativa. Entonces f tiene a lo sumo dos atractores métricos. Además:

(a) Si tiene dos atractores métricos, uno de ellos es �, que deber ser punto
�jo de f:

(b) Los atractores son de la forma T1, T2 o T3, y si son de la forma T2
o T3, debe contener el !-límite del máximo de f .
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Una consecuencia de este resultado es que, si jf 0(�)j > 1, entonces f
tiene un único atractor. Los atractores son de la misma forma para funciones
unimodales sin derivada Schwarziana negativa, pero en ese caso no es posible
determinar cuántos atractores tiene la función. El problema nuevemente se
reduce a buscar un criterio efectivo para determinar cómo son los atractores
de f y si dichos atractores dan lugar a dinámica compleja que se pueda
observar. La solución en este caso la proporcionan los llamados exponentes
de Lyapunov, que describimos a continuación.
Dada una órbita con condición incial x0 y n 2 N, calculamos

j(fn)0(x0)j =
�����
nY
i=0

f 0(f i(x0))

����� =
nY
i=0

��f 0(f i(x0))�� :
Si x0 es periódico, o su órbita converge a un atractor periódico, tendríamos
que si n es su�cientemente grande,

nY
i=0

��f 0(f i(x0))�� � 1;
o equivalentemente

1

n
log

 
nY
i=0

��f 0(f i(x0))��! < 0:
Desarrollando esta expresión

1

n
log

 
nY
i=0

��f 0(f i(x0))��! = 1

n

nX
i=0

log
��f 0(f i(x0))�� < 0:

Se de�ne el exponente de Lyapunov en x0 como

Exp(x0; f) := l��m sup
n!1

1

n

nX
i=0

log
��f 0(f i(x0))�� ;

donde el límite superior de una sucesión es el mayor de los límites de todas sus
subsucesiones, y se usa cuando no tiene porqué existir el límite (por ejemplo
la sucesión (�1)n tiene por límite superior 1).
Si la función es unimodal, para determinar si el caos es observable basta

entonces calcular Exp(xM ; f), es decir, el exponente de Lyapunov en el máx-
imo. Si este es negativo, tendremos convergencia a un punto periódico, y si
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Figura 1.10: Exponente de Lyapunov de la función logística para a 2 [3;5; 4].

es positivo es más que probable que la entropía sea positiva y tengamos un
comportamiento caótico. La �gura 1.10 muestra el exponente de Lyapunov
en 1=2 de la función logística. Como vemos, en a = 3;83 éste es negativo al
tener como atractor una órbita períódica.

Como vemos, el caos observable si el exponente de Lyapunov es positivo.
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