Matemaéticas 2 (GIE). 23-1-2018
Nombre y apellidos:
DNI:

Se eligird entre las preguntas 6 y 7, salvo que se tenga concedido la prueba de evaluaciéon
global.

. (1 punto) Enunciar con precisién el teorema de los residuos y esbozar la demostracion.

Solucién. Teoria.

. (0.75 puntos) Demostrar que si una funcién f es 2L—periddica, continua e impar, su
desarrollo de Fourier sélo tiene términos tipo seno. Poner un ejemplo.

Solucidén. Teoria.

. (0.75 puntos) Demostrar que la transformada de Laplace de una funcién derivable f
verifica que

L{f'](2) = 2L[f](2) — f(0).
Solucién. Teoria.

. (1.25 puntos) Dada la curva v(t) = 1 4+ re, ¢ € [0,27], r > 0, calcular

/
zZ.
724 623+1122 28z + 20

Solucidén. La funcién .

IG) = a2 — v
tiene polos 1+ 2i simples y 2 doble. Tenemos que d; = |1 —2| =1y dy = |1 — 1+ 2i| = 2.
Distinguimos entonces los siguientes casos:

e Sir < 1 la funcién f(z) es derivable en el interior de la curva y por el Teorema de
Cauchy se tiene que

z
dz = 0.
[Yz4—6z3+1722—282+20 :

e Sil < r < 2lafuncién f(z) tiene el polo 2 en el interior de la curva. Por el teorema
de los residuos se tiene que

z
dz = 2mR 2
/yz4—6z3+1722—28z+20 @ = 2miRes(f,2)
.o Ld 2
= QWlei%ﬂE (= =2)*f(2))
d z
— omilim — [
Ry (z2—22+5>
2
— omilim 0
22 (22 — 22+ 5)2
2

= mi—.
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e Sir > 2 la funcién f(z) tiene todos los polos en el interior de la curva. Por el
teorema de los residuos

[y 4623+ 1722 — 282 + 20dz = 2mi(Res(f,2) + Res(f,1 — 2i) + Res(f, 1+ 21))
1 d
wilim 25 (= = 27 (2))
+2mi lim (2 =1+ 2i)f(2) +2mi _lim (z—1-20)f(2)
2 Yomi i z
= Tl 1 1m
25 T 2—1—2i (z — 2)2(2 — 1= 22‘)
z
ori 1
+ 7TZZ_>11H_&21, (z _ 2)2(2 — 1+ 2Z)
2 2+ 11: 2—11z
= T -7 -7 =0.
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5. (1.25 puntos) Resolver el siguiente problema

Uy = Uyy —u, t >0, y € (0,2m),
u(t,0) =wu(t,2r) =0, t >0,
u(0,y) = sin(30y), y € (0,27),
u:(0,y) = sin(10y), y € (0, 27).

Solucién. Proponemos una solucién de la forma u(t,y) = T'(t)Y (y), derivando y susti-
tuyendo en la ecuacién en derivadas parciales tenemos la ecuacién

T"(t)+ (14+ NT'(t) =0,
y utilizando las condiciones de contorno el problema

{ Y'(y) + XY (y) =0,
Y(0) = Y(21) = 0,

que da lugar al conjunto de soluciones
Y, (y) = sin (gy> ,n=12 ..
donde

A= —.
4

Sustituyendo A en la ecuacién en T obtenemos
n2
T"(t) + (1 + Z) T(t) =0,
que tiene solucién general

n? n?
T.(t) = a,cos |t 1—|—Z +b,sin | t 1+Z ,n=12,..

Proponemos la solucién formal de la forma

u(t,y) = i <ancos (t\/ 1+ %) + b, sin <t\/ 1+ %)) sin (gy> :

n=1



De la condicién inicial «(0,y) obtenemos

u(t,y) = sin(30y) = Z ay, sin ( >

I . (m 0 sin# 060,
=T /0 sin(30y) sin (Ey) dy‘{ 1 sin=60.

Derivamos la solucién formal

> n? n? n
\/1——,1' 1+ 2 +b,cos [ 04/1+ = (—)
nz:l + ( a Sm( + 4) + COS( + 4)>sm 2y

De la condicién inicial u;(0,y) obtenemos

w(t,y) = sin(10y) = f: bu/ 1+ %2 sin (gy>

n=1

de donde

de donde

by, 1—1—2—;/0 51n(10y)81n(2 )dy_{l 51 n = 20,

con lo que
{ 0 sin#20,
bn - 1

751 st n = 20.

La solucién del problema es

u(t,y) = \/% sin (t\/l()_1> sin (10y) + cos (tx/ﬁ) sin (30y) .

. (2 puntos) Dada la ecuacién en diferencias

1
Yn+2 + Yn+1 + éyn - (27 17 17 17 )7

encontrar la solucién para tiempos suficientemente grandes.

Solucién. Tomamos la transformada 7 y transformamos la ecuacién en diferencias en la
ecuacién algebraica

Zlysa + i + 50l (2) = 22,1, 1,1, ]()

y utilizando sus propiedades y teniendo en cuenta que

2.1 =1
Z1(2,1.1,1, ... = 2 — =24 = —
L LA Ve B O

1 1 2z —1

- 9 - = “
zl—; z—1
obtenemos

2z —1
224 5 ) Zyal(2) — 2%y0 — 2(y1 + wo) T



de donde

2290 + 2(y1 + o) 1 22 — 1
Zlynl(2) = D) i 2 L(._1)
22+2z+43 2+z+5(2-1)
La funcién de transferencia es .
T2) = ——
(=) 24+z+1

que tiene polos %ﬂ que tienen moédulo menor que 1. Por lo tanto el sistema es asin-

téticamente estable y para obtener la solucion estacionaria no necesitamos considerar las
condiciones iniciales y basta con calcular la transformada inversa de
1 2z—1
2 1(y__
24+ z245((2-1)

en aquellos polos que tengan modulo mayor o igual que 1. Descomponemos en fracciones
simples

2z —1 A N B N C
(z2+z+%)(z—1)_z—1 z— =t ==
de donde 5
A=
5
y entonces
2 1 2 1 2 =1 21
i el DD D DL
por lo que la solucién estacionaria serd
2
Yn = 5

. (2 puntos) Utilizar la transformada de Laplace para resolver el problema

{ y" + 6y’ 4+ 10y = hs(t)t,
y(0) = 4'(0) = 4.

Solucién. Tomamos la transformada de Laplace y utilizando sus propiedades tenemos
que el problema se transforma en

(22 + 62+ 10)L[y](z) — 28 — 42 = L[hs(t)t](2).

Calculamos aparte

o) [e.e] 1
Llhs(t)t](2) = / hs(t)te *dt = / pe—tgp — 2L s
0 5

22
y entonces
LB) = gty + AT
Utilizando la transformada inversa tenemos
y(t) = L7 {%} (6 +17 |:z2(z25—i ZSerJr 10)65Z} (®
_ L_l[ 28 + 4z }(t_g)),

oz + 1
22(2% + 62z + 10)

m} (t) + hs(t) L {



Los polos son —3 £+ y 0. Calculamos aparte

28 +4z 28 + 4z
L' —/—/———= | (1) =R _—
[z2+6z~|—10}() es(z2+6z+1o
Por un lado
28 + 4z

et -3+ z> +Res (

28 + 4z
22462+ 10

et -3 — 2) :

= lim

et =341
z2——3+i 2z + 3

Res <22 + 62+ 10

28+ 4 8+ 2 :
+4z ezt: + Z€(73+z)t’

+1 1

8+4 8+4 —8+ 21 -
Res Le“,—i’)—i = lim 2 et = + Ze(_?’_l)t,
22462+ 10 z——3—iz+3—1 7
con lo que
L[St iy - 82 g T8+ oy,
22462+ 10 i )
8 it —it 2 it —it
o (Bt et et
i )
= e % (16sint + 4cost).
Calculamos ahora
5z + 1 oz +1
L t) = R #* -0
[22(,22—!—6,2—1-10)] ®) s (z2(22+62+10)6 ’ )
oz +1
R 34
s (22(22—1-62—1-10)6 ’ +Z>
oz +1
R -3—1i].
e (22(,22—1-62—1—10)’ Z)
Calculamos aparte
oz +1 1 d oz +1 t 11
R #_0)==1lim———-—et)=—+—
es (22(z2 +62+10)° ) 12 (z2 62110 ) 10 25
oz +1 oz +1 11 71 -
R 340 = lim — T et [ Dy L) (3
es (22(22 T 62110)° “) S 2 310) ( 50 " 1001> <
5) 1 5) 1 11 71 ’
Res s et =3 —i)] = lim L,e“ = (== — — )30t
22(2%2 4+ 62 + 10) z—=3-i 22(2 + 3 — 1) 50 100
con lo que
oz +1 t 11 11 71 < 11 71 ,
-1 N o= L1t CAL LY ey L R P B
L?(% F 62+ 10)} M = Gt < 50 * 1002> ‘ "\ 750 100') ¢
_ 3 11 —3t 11 it —it 7]‘ < at —it
= ptxte < 50(6 + )—i—looz(e e
S S S At DR S
= —+—+e ——cost — —sint | .
10 25 25 50
La solucién pedida es entonces
t—5 11 11 71
y(t) = e 3 (16sint +4cost) + hs(t) (1—0 + % + e 3075) (—% cos(t —5) — %0 sin(t — 5)))
t 3 11 71
= e ? (16sint + 4cost) + hs(t) (1—0 ~ + e730=9) (—% cos(t —5) — %0 sin(t — 5)>) :



