Matemaéticas 2 (GIE). 21-6-2018

Nombre y apellidos:
DNI:

Se eligird entre las preguntas 6 y 7, salvo que se tenga concedido la prueba de evaluacién
global.

. (1 punto) Enunciar con precisién las férmulas integrales de Cauchy y esbozar la demostracion.

Solucién. Teoria.

. (1 punto) Encontrar las soluciones del problema de contorno

{ y'+ Ay =0,
y(0) =y(L) =0,

donde A es un nimero real y L > 0.

Solucién. Teorfa.
. (1 punto) Demostrar que la transformada de Laplace de una funcién f verifica que
Lle" f(t)](2) = Lf](z — a)

para todo nimero complejo a. Como aplicaciéon obtener la transformada de Laplace de
e™ cos(wt) suponiendo conocida la transformada de cos(wt).

Solucién. Teoria.

. (1.5 puntos) Dada la curva v(t) = 1+ 2¢%, t € [0, 27, y el mimero complejo a, calcular

/v (z — a)(22+22+2)dz

Solucién. Las singularidades de la funcién

sonay —1 %1

e Si a =0, la singularidad es evitable. Entonces

z 1
/V(z—a)(z2+2z+2) ‘ /7z2+22+2z ’

ya que —1 &+ ¢ no estén en el interior de la cruva ~.

e Si a =—1—1, tenemos que éste es polo doble y —1 + ¢ es simple. Entonces

/,Y(Z—a)(ZQ—l—QZ—{—Q)dz:/,Y(z+1_‘_i)2(z+1_i)d2’:(),

ya que —1 + ¢ no estdn en el interior de la cruva ~.



e Si a = —1+1i se trata de un polo doble y —1 — i simple. Entonces

/'y(Z—a)(2’2+2z—|—2)dz:/v(z+1+i)(z+1_i)2d2207

ya que —1 %+ 7 no estén en el interior de la cruva ~.

e Finalmente, si « ¢ {0, —1+i} tenemos tres polos simples y dos casos. Si |a—1| > 2,
entonces

z
dz =0
L(z—a)(22+22+2)2 ’

ya que —1 £ 4 no estdn en el interior de la cruva . Si |a — 1| < 2, se tiene que

/W(z—a)(z;%— 2aayds = 2miRes <(z—a)(zzz+ 2z+2)’0‘>

. 2(z — )
= 2ml
ngclv(z—a)(z2+22+2)
a

27—
moﬂ + 20+ 2

Nétese que o + 2a + 2 # 0 debido a que a # 1 4 4.
5. (1.5 puntos) Resolver el siguiente problema

U = Uy, +u, >0, ye(0,10),
u(t,0) = u(t,10) =0, t > 0,
u(0,y) = y(y — 10), y € (0, 10).

Solucién. Proponemos una solucién de la forma u(t,y) = T(t)Y (y), que sustituyendo
en la ecuacién original nos da

T ()Y (y) = T@)Y"(y) + T()Y (),

de donde
T =T _Y'(y)
T(t) Y(y)

de donde obtenemos el problema de contorno

{ Y'(y) + XY (y) =0,
Y (0) = Y(10) =0,

:—A’

con solucién Y, (y) = sin (35y), A = (%)2, n =1,2,... La ecuacién en T'(t) es de la forma
nm\ 2
T'(t)=|1- (—) T(t

T(t) = cne<1_(%)2)t, n=12,..

con solucién general

Asi la solucién general es de la forma

u(t,y) = i cne<17(%)2>tsin <%y> :

n=1



Utilizando la condicién incial
> . o/nT
u(0.y) = y(y—10) = Y eusin (5y)
n=1

de donde

(=D"=1).

Cn

2 [0 . /nmw 400
=15 v —10)sin (Ey) dy =
0

Finalmente, la solucién formal es

>\ 400 . 1 (2)?)e
ulty) = 3 (=1 = el =) )i (25

m3n3

n=1
. (2 puntos) Resolver la ecuacién en diferencias

Ynt2 + 2Yni1 + Yn =1,
yOZZ(L y1::1.

Soluciéon. Tomamos la transformada Z

ZYnt2 + 2Ynt1 + ynl(2) = Z[n)(2)

de donde
(2 + 22+ 1) Z[y](2) — 2 = —2%2[1](2)
d z z
- Tw (z—l) (2 —1)2
Ast
2wl = Toeer e ey
2 (22 —22+2)

EENEEES
Calculamos la transformada Z inversa
2 (22— 22+ 2) 1/4 1 5/4
(z—12(z+12  (z—12 " 2+1 (z+1)2

_1d 1 N 1 5d 1
 4dz \z2-1 241 4dz \z+1

n= n=0 n=0
&+l (D) B (-)M(n+ 1)
T4 n+2 + Z ontl g Z n+2
n=0 n=0 n=0

— (n+ DI =5(-1)") (D"

n=0 n=0

= (n—1)(1=5(-1)") — (=)"!
— 1




Asi,sin > 2
(n =11 =5(=1)")
4

Yn = — (—l)n
. (2 puntos) Obtener la solucién de la ecuacién diferencial

v+ 3y Yy 2= 1

para tiempos suficientemente grandes (régimen estacionario).

Solucién. Tomamos la transformada de Laplace en la ecuacién diferencial

(2% 4+ 322 + 42+ 2)L[y](2) — y(0)(4 + 3z + 2%) = ¥'(0)(3 + 2) — y"(0) = 2

23’

de donde
Liyl(z) = y(0)(4+32+ 2% + 4 (0)(3+ 2) +y"(0) 1 2
yie) = 23+ 322442+ 2 234+ 322+42+ 223

La funcién de transferencia

1
22 +3224+42+2

T(z) =

tiene polos —1 y —1 £+ i. Como tienen parte real negativa, el sistema es asintéticamente
estable y por tanto la solucién a largo plazo es de la forma

y(t) =~ Res( eﬁ 2 0)

234322 4 4y + 223
1. d? 2e 2 —4t+5
— 111 —— = .
21 2—0dz2 \ 23 +322+42+2 2




