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Capitulo 1

Ecuaciones en derivadas parciales

1.1. Introduccién a las EDP

Por una ecuacién en derivadas parciales entederemos una expresion de la forma

F (Y1, oo Yns Uy Uy o Uy Uy, s ) =0,

donde ¥, ..., y, son n variables independientes, u = u(yi, ..., y,) €s una variable dependiente
(incégnita de la ecuacién) y Uy, .y; son las derivadas parciales de w de orden j, 1 < j <k,
respecto de las variables y;,...y;;. La derivada de mayor orden indica el orden de la ecuacién.
Por ejemplo

U+ Uy +uy =0

es una ecuacion de orden uno, mientras que
Y — Up + U Uy = TU

es una ecuacion de orden dos, que serd el orden maximo que estdiaremos en este curso.

Las ecuaciones en derivadas parciales (EDP) se utilizan para modelar procesos que ademas
de tener una variacién temporal, tienen una variacién de tipo espacial. Ejemplos conocidos son
la variacién de calor con el tiempo en un sélido, la distribucién de poblaciones en un cierto
habitat o la propagacién del sonido de las cuerdas de una guitarra.

En general, las EDP van a ser bastante dificiles de resolver. De hecho, no existe un teorema de
existencia y unicidad "sencillocomo el que se estudiaba para problemas de condiciones iniciales
de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por todo ello, las EDP son fuente de estudio
en la actualidad para muchos matemaéticos siendo una de las dreas de la matemaéticas con mayor
investigacion en la actualidad.

Como ocurre con las ecuaciones diferenciales, normalmente se suelen asociar varios tipos
de condiciones a una EDP. Segiin se trate, hablaremos de ellas como condiciones iniciales o
condiciones de contorno. Consideremos por ejemplo el problema siguiente

U = Uyy, >0, y € (0,1),

u(0,y) = f(y), y €[0,1],
u(t,0) =u(t,1) =0, t >0,
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que, como veremos posteriormente modela la varicién temperatura u de una varilla unidimen-
sional de longitud 1 a lo largo del tiempo. La ecuacién de segundo orden u; = uzy se conoce
como ecuacién del calor, que en este problema tiene asociados dos tipos de condiciones. La
condicién u,(0,y) = f(y) establece la temperatura inicial de la varilla para todo punto de ésta

€ [0,1], por lo que hablamos de ella como una condicién inicial. Sin embargo, la condicién
u(t,0) = u(t,1) = 0 nos indica que los valores de la temperatura en los extremos de la varilla

son fijos para cada instante de tiempo. Estas condiciones se llaman de frontera o contorno.

1.2. Ecuaciones de orden uno?

1.3. Ecuaciones lineales de orden 2

Una ecuacion lineal de segundo orden es de la forma

alt, y)us + b(t, y)us, + c(t, y)uy, + d(t, y)u: + e(t, y)u, + f(t,y)u = g(t,y), (1.1)

donde a,b,c,d, e, f,g: 2 C R?> — R son funciones de regularidad suficiente para cada problema
que vayamos a estudiar. Es facil comprobar que si u;(t,y) y ua(t,y) son soluciones de (1.1),
entonces una combinacién lineal de ellas

auy(t,y) + Bua(t,y),

a, € R es también solucién de la ecuacién, por lo que ésta recibe el calificativo de lineal.
Dicha ecuacién se dird de coeficientes constantes si las funciones a, b, ¢, d, e, f son constantes.
En este caso, se pueden introducir nuevas variables independientes s y x, y una nueva variable
dependiente v de manera que la ecuacién (1.1) se escribe de una de las siguientes formas:

Ut + Vpe + YU = Qp(tu I)7 (1 2)
Vgt — Uz + fﬂ} = §0<t7x)7 (1 3)
Vg — U = @(t, ), (1.4)
Utt—’_fy'v:gp(t?x)a ( )

donde 7 es una constante que toma los valores —1, 0 y 1. Si la ecuacién original verifica
que b? — ac < 0 esta se dird eliptica y se reducird a una ecuacién del tipo (1.2). Si verifica que
b*> — ac > 0 se dird hiperbélica y puede reducirse a una ecuacién de la forma (1.3). Finalmente,
si b — ac = 0 la ecuacién puede reducirse a la forma (1.3) y se dird parabdlica o a la forma
(1.5) que se conoce con el nombre de degenerada.

Veamos por ejemplo como transformar la ecuacion

3y — 2y + 6y, — 120y — Yuy — du =0
en una de las formas anteriores. En primer lugar, démonos cuenta que
b —ac=-14<0

por lo que se trata de una ecuacion eliptica. La transformacién se hace en tres etapas.
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» Cambio en las variables independientes para eliminar el término uy,. Para ello consider-
amos una rotacién en el plano de dngulo a que tendra la forma

s =tcosa+ ysina,
r = —tsina + ycos a,

y cuya transformacion inversa es

t=scosa — rsina,
Yy = ssina + x cos a.
Por la regla de la cadena, tenemos que
2 = 2@—%2% = 2Cosa——sinoz
ot 0sot 0Ox 0t Os Ox ’
0 d0s 00dr 0

a—y:£a—y+£a—y:$sma+%cosa.
De este modo
8—2 = 22— gcosoz—ﬁsina ﬁcosa—ﬁsina
o2 otot  \0Os ox 0s ox
_ P ar L a2 -
= 53 Ccos” « 527 sin“ «v BT cos o sin a,
8—2 = 23_ 2simoz—kgcosa 2simoﬁ—icosa
oy2  Oydy \Os ox 0s ox
2 ) 2 ) 52 .
= @sm Oz+@cos a+2ataxcosasma,
& = 22— 2(:OSOz—gsirloz 2sinoz—kgcosa
otoy — 0tdy \O0s ox 0s Ox
= a—2(30804811104—6—2(:08048111044—2 > (cos? a — sin” @)
T 0s? 0r? otox ’

y sustituyendo en la ecuacién original tenemos

0 = 3Buy — 2uyy + 6uy, — 120, — Yu, — du

= 3 (uss cos? o + g, sin? av — 2uy, cos avsin a)
-2 (uss COS (¢ SIN O — Ugy COS @ Sin v 4 21y, (cos® o — sin? a))
+6 (uss sin? o + Uy, cOs? @ 4 2wy, cOS arsin a)
—12 (us cos @ — uy sina) — 9 (ug sin o + u, cos ) — 5u

= (3 cos? o — 2 cos asin av + 6 sin? Oé) Ugs
+ (3 sin? o + 2 cos acsin o + 6 cos? a) T
+ (6 cos asin v — 4(cos® a — sin® @) ) s,
— (12cosa + 9sina) us + (12sinaw — 9 cos o) u,, — du.
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Si buscamos que el coeficiente que multiplica a u,, sea 0, debe verificarse que
6 cos ausin @ — 4(cos® @ — sin® ) = 0,

o equivalentemente
4tan’a +6tana — 4 = 0,

de donde obtenemos que, considerando « en el primer cuadrante,

tan o = =
ana =z,
con lo que
. V5
cosq = ——, sina = —,
5 5
quedando la ecuacién original como
14 31 33v5 6v5
guss + ?uxx - S\/_US - \5/7,“96 —du = 07
o equivalentemente
14u,s + 31z — 33v/5u, — 63/5u, — 25u = 0. (1.6)

La siguiente etapa consiste en la eliminacién de los términos de ug y u,, en dos pasos. En
primer lugar eliminaremos el término de u, introduciendo la variable dependiente

w = e’u,

y calculamos [ para que el término que acompana a w, sea cero. Para ello tenemos en
cuenta que u = e #*w y derivamos

us = —Be w4+ e Py,

Uy = e’ﬁswx,

Ugg = 626_5810 — QBe_ﬁst + e‘ﬁswss,
Upy = e_ﬁswa::m

y sustituimos en la ecuacién (1.6) teniéndose

0 = ldug, + 3lug — 33V5us — 6V5u, — 25u =0
= 14(B%Pw — 2Be PPw, + e Pw,) 4+ 3le PP w,,
—33\@(—66’&@0 + efﬁsws) — 6v5e Pw, — 25¢ P
_ s <l4wss + 31wy, — (288 + 335w, — 6v/Bw, + [1452 + 33v/58 — 25]w> ,

de donde obtenemos la condicién

283 + 33v/5 = 0,
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de donde
33v/5

T
y teniendo en cuenta que e #£ 0, la ecuacién se simplifica a
6854
Mw%+$wm—6¢&&—j%ﬂu:0 (1.7)

Procediendo del mismo modo con la variable x, introduciendo la variable dependiente

q=e"u,
la ecuacién (1.7) se reduce a
95737
144, 1¢ye — ——q =0. 1.
Gss + 31os — —252=q =0 (1.8)

Finalmente, introducimos la variables dependiente e independientes para reescalar la
ecuacion (1.8) de la siguiente forma. En primer lugar introducimos la variable de pendiente

95737
~ 68 ¢

y como

868

95737 %
868

95737

Gss =
Qez =

la ecuacion (1.8) se reduce a

12152 26908

05737 T 9prgr e 0 =0

Finalemente, los cambios de variables independientes

12152
957377

_ 26908
§=x/\/ G

T=35/

hacen que teieniendo en cuenta que

95737

Uss = Urry
12152

. 9737

T 96908

nos quede la ecuacién reducida

Vrr +0ge — v =0.



1.4. Ecuacién del calor. Método de separacion de vari-
ables.

Partamos del problema

up = aPuy,, t >0, y € (0,L),
u(0,y) = f(y), 0<y <L,
u(t,0) =wu(t,L) =0, t >0,

que es la ecuacién del calor en una varilla unidimensional de longitud L con temperatura inicial
f(y). La incégnita u(t, y) mide la temperatura en cada instante de tiempo y en cada punto de
la barra.

Una manera de resolver el problema anterior es intentar reducirlo a un problema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Para ello suponemos que la solucién puede expresarse de la
forma

u(t,y) =T@)Y (y),

es decir, como el producto de dos funciones reales de variable real. Derivando obtenemos

u(t,y) = T'()Y (),
uy(t,y) = T)Y"(y).

Sustituyendo en la ecuacion original tenemos
T'()Y (y) = o*T ()Y " (y),
y suponiendo que las fuciones no se anulan rescribimos la ecuacién como

() _Y'(y)
Ta? ~ V()

Un lado de la igualdad solo depende de ¢ , mientras que el contrario lo hace solo respecto de v,
por lo que necesariamente ambos deben ser constantes, es decir

() _Y'(y)

The® ~ Y(y)

:—A,

de donde obtenemos las ecuaciones diferenciales

T+ X’T =
Y'Y =

o o

Por otra parte, las condiciones de contorno se escriben como

TY(0) = u(0,y) =0,
Ty (L) = u(L,y) =0,



por lo que debe verificarse que Y (0) = Y (L) = 0. Si escribimos el problema para la funcién Y
tenemos lo que se conoce como un problema de contorno

Y £AY =0,
{ Y(0) = Y(L) = 0.

Como sabemos, las solucién general de la ecuaciéon Y + AY = 0 es de una de las siguientes
formas

= Si A =0, entonces Y (y) = ¢; + coy, donde ¢; y ¢o son dos constantes arbitrarias.

= Si A < 0, la solucién es Y(y) = cre¥V™ 4 CQe*ﬁy, donde ¢; y ¢y son dos constantes
arbitrarias.

= Si\ > 0, lasolucién es Y (y) = ¢1 cos(v/Ay)+c sin(v/Ay), donde ¢; y ¢, son dos constantes
arbitrarias.

El problema se presenta a lo hora de calcular las constantes anteriores. En el primer caso
tendriamos que
Y(O) =C = O,

Y(L) =+ CQL = 0,

de donde ¢; = c3 = 0 y la solucién serfa nula. En el segundo caso, las condiciones de contorno
se escriben como

Y(O) =C t+C = 0,

Y(L) = c1e¥™ + eV =0,

que da lugar al sistema lineal

c1+cp = 0,
creV 4 cpe VAL = )

Y

y dado que el determinante de la matriz asociada

1 1
VAL VAL

=€

VAL _ eﬁL 7& 07

tenemos que la tnica solucién posible es ¢; = ¢ = 0 y la solucién serfa nuevamente nula.
Finalmente, en el tercer caso
Y(O) =C = O,

Y (L) = ¢1 cos(VAL) + ¢z sin(VAL) = 0,

de donde
cosin(VAL) = 0.



Como las soluciones de la ecuacién sin(v/AL) = 0 son

2,2
A= ”L—Z neN. (1.9)

Si definimos
n?m?

L2’
tenemos que el problema de condiciones de contorno tiene soluciones no nulas de la forma

Y. (y) = csin(\/Yny) = ¢sin (n—;y>

An =

para los valores de \,, dados en (1.9).
Para estos valores, la ecuacién para la funciéon T' queda de la forma

n?m?

2 T =0,

T +

que para cada valor de n proporciona la solucién

2.2 2
_afnin®,

T,(t) = Ce 12

lo que da lugar a la solucion

a2n2w2t

un(t,y) = ¢, sin (%y) e L7
La linealidad de la ecuacién nos lleva a plantear como posible solucion

2,22

) = 3 i (1) 5
n=1

y utilizando la condicién inicial
- nm
0,0) =S ¢,si (— ): : 1.10
w0) =3 cosin (o) = 1) (1.10)

lo que nos lleva a plantearnos si cualquier funcién f(y) puede desarrollarse como en (1.10). La
solucion a esta cuestion serd el desarrollo en serie de Fourier.

1.5. Series de Fourier

Consideremos una funcién real de variable real f(y) que sea 2L periédica, es decir, para
todo y se verifica la expresion

fly) = fly+2L).



Por ejemplo, las funciones seno y coseno son 27 periédicas. Definimos los coeficientes de Fourier

1 L
= Z/Lf(y)cos (%y) dy, n=0,1,2, ...

/ f(y)sin —y) dy, n=1,2, ...

La serie -
5" (nen (255) o (252)

se conoce como serie de Fourier asociado a f(y). Por ejemplo, consideremos la funcién f(y) tal

que
[0 size]-1,0),
f(y)_{1 sizel0,1),

y es 2 periddica. Para dicha funcién tenemos que los coeficientes de Fourier son
I ! 1
ao = 3 /_ 1 f(y)dy /0 y=3

/ f(y) cos (nmy) dy = % /O cos (nmy) dy

y paran > 1

1
2
% [L sin (mry)]l = 1 (sin (nm) — sin (0)) = 0,

0 2nm

I 1 [t
b, = = f(y) Sin(mry)dy:—/ sin (n7y) dy
2 ), 2 )y

_ % l;_; cos (mry)]: _ 2:; (cos (n) — cos (0))

{ 0 st n es par,
= 1

prom St es vmpar,

por lo que la serie de Fourier asociada a f(y) sera

1 o0
Z+nz_:1 = T)n sin ((2n — 1)7y) .

La cuestién radica en saber si la igualdad
Lo b G (ian— 1y (L.11)
== sin((2n — 1) .
17 2n —)n Y
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se verifica, es decir, si f(y) puede aproximarse en forma de la serie anteriormente calculada.

La respuesta a esta pregunta es afirmativa para una familia notable de funciones, que precisa
de unas definiciones previas para su compresién. Recordemos que una funcién es continua en
Yo si

lim f(y) = f(yo)

Y—Yo

y f(y) es continua si es continua en todos sus puntos. Si f(y) no es continua en yy pueden
existir sus limites laterales

flyo) = Jim f(y)

flyg) = Jim f(y)

y la discontinuidad se tipo salto finito si

flwo) — flyg)

es finito. Finalmente, f(y) se dice continua a trozos en [—L, L] si es continua salvo en una
cantidad finita de puntos y las discontinuidades son de tipo salto finito. Se verifica entonces el
siguiente resultado.

Teorema 1 Sea f : R — R una funcion 2L periddica de manera que [ y su derivada f' son
de continuas a trozos. Entonces la serie de Fourier de f dada por

2043 (o (51) b (252)

converge a f(y) en los puntos de continuidad de f, a 3(f(yy) — f(yg)] en los puntos de discon-
tinuidad y a 3[f(L™) — f(—=L")] cuando y = £L.

El teorema anterior garantiza que la igualdad a la que hacfamos alusién en (1.11) se verifica

para y € (—1,1) \ {0} es igual a 1/2 para £1 y 0.

1.5.1. Funciones pares e impares

La series de Fourier tienen expresiones particulares cuando las funciones son pares o impares.
Recordemos que f es par si se cumple que

fy)=f(=y)
para todo y € R. Se dice que la funcién es impar si por el contrario la relacién que se cumple es
fy)=—f(=y)

Veamos cémo se obtiene la serie de Fourier para cada una de estas funciones.
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= Si f es par, se verifica que

L
w = 1 [ s
L L
= {x——y}%/o f(x)dwr%/o f(y)dy
) L
- 7| swan

w = 1 [ swyes fy) y
_ /f cos (ST dy + 7 /f )cos () dy
- {”_y}L/ fl COS(L Jar g /f yeos (o)
_ /f cos () dy,

mientras que
1 [t . /nm
by = —/ f(y)sin (fy) dy

= /f sm dy+ /f sm )y
= fomy) — /f sin —x dx—l— /f sm )y

por lo que para una funcién par tendremos que
ao ad (TMT )
= — apcos (—y ).
2 " ; 7k

= Si f es impar

o = %/Lf(y)

= fo=—y} — /f Ydx + — /f
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an = %/LLf(y)COS (%ﬂy> dy
= %/_if(y)cos<fy>dy+ / [y COS<nL )dy

= oy} — Z/o f(z) cos (Tx d:c + z/o f(y) cos (%y> dy
- 0,

mientras que

b, = / fly sm )y
- 7 / Jwysin (Fy)dy+ /  fwsin (") dy
~ g [ s () ek [ ssn ()
— /f sin —y)dy,

por lo que para una funcién par tendremos que
- nm
= b, sin (— > .
2 (g

1.5.2. Aplicacién a la ecuacién del calor

Si retomamos la ecuacion del calor

la teoria de Fourier nos dice que su solucién formal es

) = > cnsin (T0y) 28
Y) nZIC sin {7y )e
donde -
nm
O p— n 1 (— ) p— .
y) nE_lc sin (—y) = f(y)

Ahora bien, si pensamos en f(y) como una funcién impar 2L periédica tendremos que

/f sin (") dy,
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y por tanto dicha solucién formal serd

u(t,y) = g:l E /OL () sin ("—L”x) d:r} sin (%Ty) i (1.12)

Hablamos de solucién formal ya que no podemos asegurar que la expresién dada en (1.12)
sea una solucién. Por una parte, aunque la linealidad garantiza que una combinacién lineal
finita de soluciones sea solucién, nuestra combinacién lineal es infinita, por lo que tendriamos
que comprobar que efectivamente es solucién, es decir que es dos veces derivable y cumple
la ecuacién del calor. En general comprobar que las soluciones formales son soluciones es un

problema bastante dificil, que en el caso de la ecuacién del calor se garantiza por el término

(¥2’IL27F2

e 17 . Cualitativamente hablamos de un proceso de difusién, en el que la barra va disipando
calor convergiendo muy rédpidamente a 0 y suavizando cualquier irregularidad que la funcién
f(y) pudiera presentar.

Por ejemplo, si nuestra barra es de aluminio (con un coeficiente a? = 0,86) y mide 10 cm.,
y la tempreartura inicial en la barra es de 100 °C, la evolucién de la tempreatura con el tiempo
vendra determinada por la expresion

) 10 272
[1—0/0 100 sin (%x) dx] sin < 10 y) ~ 250 t

o
NG

y como
10 10
/0 100 sin (%x) de = -—100 [1—0 oS (Tllg )]
= —10nm (cos(nm) — cos0)
_ 0 st m es par,
- 20nT sim es impar,
tenemos

2 - 1 s 2n—1 27r2
u(t,y) = Z4(2n— 1) sin (( nlO ) y) e~

1.6. Ecuacién de ondas

Poner el modelo?
Consideremos el problema hiperbdlico

uy = Fuy,, t >0, y e (0,L),
u(0,y) = f(y), 0 <y <L,
ut(O,y) = g<y)7 0< ) < L7
u(t,0) =wu(t,L) =0, t >0,

que modela la vibracién mecanica de una cuerda, donde u(t, i) mide el desplazamiento respecto
de la horizontal en cada instante de tiempo y en cada posicién de la cuerda.
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Con el método de separacién de variable planteamos soluciones de la forma u(t,y) =
T(t)Y (y), que nos da lugar a los problemas de ecuaciones diferencales

T" + A\*T = 0,

y el problema de contorno
YY"+ AY =0,
Y(0)=Y(L) =0,

. . . 2
que como sabemos tiene una familia de soluciones no nulas para los valores A, = (%) ,n €N,
dadas por

Yaly) = sin ().

Para dichos valores A,, tenemos las ecuaciones
T" 4+ X\, *T =0,
que tendra por solucién general
nmwc nmwc
10) = s (P250) + s (250).
(t) = a, cos 7 + b, sin 7

pudiendo entonces plantear la solucién formal

u(t,y) = iTn(t)Y
— Z [an Ccos ( ) + b, sin <%t>} sin (n_gry) :

n=1

De la condicién inicial
u(0,y) Zan sin (mr >

Derivando formalmente u(t,y) respecto a t obtenemos

)= 5 i (550) 00 o (55) ()

que aplicada a la otra condicién inicial

u (0,y) = g(y) Zb sm( )

Considerando de nuevo f y g como funcmnes impares 2L periédicas, concluimos que

/ f(z sm ) dx

2 nmw
b, = — x) sin ( x) dx
nwe Jo g( ) L
para todo n > 1.
Poner la interpretacién fisica de arménicos?

Poner algo de la solucién de D’Alambert?
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1.7. Ecuacién de Laplace

Al contrario que las ecuaciones del calor y ondas, la ecuacién de Laplace es estdtica y
representa una condicién de equilibrio en, por ejemplo, la temperatura de una seccién plana.
La ecuacién del calor en dos dimensiones espaciales tiene la forma

Up = 0 (Ugy + Uyy)
y si suponemos un equilibrio de esta funcién invariante respecto al tiempo, obtendriamos
Uy + Uyy = 0, (1.13)

que es la ecuacién de Laplace. Estas ecuaciones se plantean sélo con condiciones de contorno
sobre la frontera del recinto, que para los calculos préacticos tiene que tener alguna regularidad.
Estas condiciones de contorno son en general de dos tipos. Si R es el recinto donde se verifica
la ecuacién (1.13), podemos suponer conocido u(zx,y) para todo (z,y) en la frontera de R en
cuyo caso estarfamos hablando de una condicién tipo Dirichlet. Si por el contrario suponemos
que el vector normal a R en la frontera g—g es conocido, se trata de una condicién de Neumann.
En cualquiera de los casos, la geometria del conjunto R es muy importante y sélo podemos
calcular soluciones cuando ésta cumple adecuadas condiciones de regularidad.
Supongamos por ejemplo que R es el rectangulo [0,a] x [0, 5] y tenemos el problema

Ugy + Uyy = 0, (z,9) € (0,a) x (0,b),
u(z,0) =u(z,b) =0, 0 <z <aq,
u(0,y) =0, 0<y < b,
u(a,y) = f(y), 0 <y <b,

que es de tipo Dirichlet.
Si planteamos una solucién de la forma u(z,y) = X ()Y (y), construimos las ecuaciones
diferenciales

X"—AX = 0,
Y'Y = 0.

La segunda ecuaicién da lugar al problema de contorno

Y+ A\Y =0,
{ Y(0)=Y(b) =0,

que como sabemos tiene por soluciones no nulas las funciones
Y, (y) = sin (ﬂ >
b
para los valores A, = (%)2, n € N. La primera ecuacién se reescribe entonces
X" NX =0,
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que tiene por solucién general
Xn(l’) = Ole_n_bﬂx + Cgen_wa.
De la condicién u(0,y) = 0 obtenemos que X (0) = 0, por lo que

X(0)=0=C + s,

por lo que Cy = —C4 = ¢, /2, por lo que para todo natural n obtenemos la solucién
(z,7) Tt —e T (mr >
Up (2, = ¢————sin (—
Y B b Y

o () ()
= ¢,sinh (—z)sin(—vy) .
b b Y
Planteamos entonces la solucién formal
- nm nm
e = 5 () (22).
(x,y) chm 5 @) sin =~y
n=1
Utilizando la condicién de contorno que nos queda

u(a,y) = f(y)

tenemos que
= nma nmw
= > cusinh (557 sin ()
f(y) ; Cp Sin ;) sin 5y
y considerando f como 2b periddica e impar, tenemos que

. nwa 2 b . /nm
¢, sinh (T) = 5/0 f(y)sin (Ty> dy.

Poner ejemplo condiciones de Neumann?
Poner problemas de Poisson?

1.8. Problemas

1. Encontrar las soluciones de los siguientes problemas de contorno:

a) y'+Ay=0, y(0)=0, y(L)=

b) ¥+ y=0,y(0)=0, y'(L)=

¢) ¥+ =0, 4y(0)=0, y(L)=

d) y"+Ay=0, y(0)=0, y(r) —y'(7) =0

e) y'+Ay=0, y(0)—y'(0)=0, y(1) =0.

)y +xy=0, y(0) =y (0) =0, y(r) =y (1) =0



2. Para qué valores de A tienen soluciones no triviales los siguientes problemas de contorno:

a) y' =2y +(1+Ny=0, y0)=0, y(1) =0.
b) ¥+ Ay=0, y(0) =y(2m), ¥'(0) =y (2m).

3. Clasificar las siguientes EDP y encontrar su forma canénica:

a) Sugy +4duy, —u=0.
Ay + Ugy + 4y, +u = 0.

Uy + Uyy + Uy — 4uy, + 25u = 0.

S

[S N
— ~— — ~— ~—

Ugy — SUyy + 2uy — uy +u = 0.

€)  Upy — 2Ugy + Uyy + 3u = 0.

4. Encontrar los desarrollos en serie de Fourier de las siguientes funciones periédicas (se da
su valor en el intervalo [—[,[] con 2[ el periodo).

o s ={ )

z € 0,1].
r x€|—=2,0),
b) f(x):{ 0 mE[[O,2].)
c) flz)=uz, xze€][-1,1].
-z z€|—1,0),
4) f(x):{ x xe[[O,l])
1 z€[-20),
€) f(l‘){ 0 zel01),
1 ze[l,2).
0 ze[-21),
) f@):{l z€[1,2]
0 ze[-L,0),
9) f@):{ez z €0, L]

5. Los extremos de una barra de aluminio (a® = 0,86) de longitud 10 metros se mantienen
a temperatura de 0°C. Encontrar la expresion de la temperatura de la barra para las
siguientes condiciones iniciales

a) u(0,y)="70,0 <y <10.
b) u(0,y) ="T70cosy, 0 <y < 10.

_ 10y y €[0,5),
¢) ul0y) = { 10(10 —y) y € [5,10].
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0 S [073)7
d) u(0,y) = { 65 56 3,10].

Los extremos de una barra de cobre (a? = 1,14) de longitud 2 metros se mantienen
a temperatura de 0°C. Encontrar la expresiéon de la temperatura de la barra para las
siguientes condiciones iniciales

a) u(0,y) =65cos?(ry), 0 <y < 2.
b) w(0,y) =T70siny, 0 <y < 2.
B 60z z € [0,1),
¢) w0y)= { 60(2—2) x€[1,2].
_J 0 z€l0,1),
d) u(0,y) _{ 75z e L2

Un estado de equilibrio para la ecuacién del calor u; = a?u,, es aquella que no varfa con
el tiempo. Demostrar

a) Todos los equilibrios de la ecuacién del calor son de la forma u(y) = A + By.

b) Encontrar los estados de equilibrio de la ecuacién del calor que cumplen u(t,0) = T}
y u(t, L) = Ts.

¢) Resolver el problema

up = a?uy,, t>0, y € (0,1),
u(0,y) =75, 0 <y <1,

u(t,0) = 20, u(t,L) = 60, ¢t > 0.

Ayuda: Calcularla como u(t,y) = v(y)+w(t,y) donde v(y) es el estado de equilibrio
asociado a las condiciones de contorno u(t,0) = 20, u(t,L) = 60, y w(t,y) es la
solucién del problema con condiciones de contorno nulas.

Los extremos de una barra de cobre (a? = 1,14) de longitud 10 centimetros se mantienen
a temperatura de 0°C' mientras que el centro de la barra es mantenido a 100°C’ mediante
una fuente de calor externa. Encontrar la temperatura de la barra con el tiempo para la
condicion inicial 0.5)

50 z € 10,5),
w0, y) = { 100 = € [5,10].

Ayuda: Descomponer el problema en dos problemas de contorno con uno de los estremos
en la mitad de la barra.

Resolver el problema
U = Uy, +u, t >0, ye(0,1),
u(0,y) =cosy, 0 <y <1,
w(t,0) =0, u(t,L)=0, t >0.
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10. Resolver los siguientes problemas

[ uy = Puy,, t >0, ye(0,27),

2) u(0,y) =cosy — 1, 0 <y < 2m,
ut(()?y) = 0> 0< y< 27T7
u(t,0) =0, u(t,2m) =0, t > 0.

Uy = Czuyya t> 07 ye (0> 1)7
u(0,y) =0, 0 <y <1,
u(0,y) =1, 0 <y <1,

u(t,0) =0, u(t,1) =0, ¢ > 0.

Uy = gy, >0, y € (0,3), r  xel0,1)

c) u(0,y) = f(y), 0 <y <3, donde f(y) = 1 zell,2),

3.

uy(0,y) =0, 0 <y <3, B
u(t,0) =0, u(t,3) =0, t > 0. 2—z we€[2,3

\

11. Una cuerda de 10 metros fijada en sus extremos se levanta por el medio hasta la distancia
de un metro y se suelta. Describe su movimiento suponiendo que ¢? = 1.

12.  Demuestra que el cambio de coordenadas
T =19y ct,
S =Y - Ct>

transforma la ecuacién de ondas uy = c2uyy en la ecuacién u,e = 0. Concluir que la
solucién general de la ecuacién serd de la forma

u(t,y) = F(y — ct) + G(y + ct)
para funciones apropiadas F'y G.

13. Demostrar que la solucién del problema

Uy = Cuyy, t >0, y e (0,L),
u(0,y) = f(y), 0 <y <L,

ut(()?y) = g(y)u 0< y < L7
w(t,0) =0, u(t,3) =0, t >0,

es de la forma

y+ct
ult,y) = = (Fly — ct) + Fly + ct) + — / g(x)dz,

2C —ct

N —

donde F’ es la extensién 2/ periédica e impar de f.

14. Resolver el problema

Uy = Cuyy +u, t >0, y € (0,L),
w0,y) = f(y), 0 <y <L,
w(0,y) =0, 0 <y <L,

u(t,0) =0, u(t,3) =0, t >0,
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15.  Resolver los problemas

( Uy +uy, =0, (z,y) € (0,a) x (0,b),
u(z,0) =0, 0 <z <a,

@) u(z,b) =g(z), 0 <z <a,
u(0,y) = u(a,y) =0, 0 <y <b.
[, +uy, =0, (z,y) € (0,a) x (0,b),
u(z,0) =u(x,b) =0, 0 <z <a,
u(0,y) = 9(y), 0 <y <D,

u(a,y) =0, 0 <y <b.

[, +uy, =0, (2,9) € (0,a) x (0,b),
u(z,0) = f(z), 0 < x <a,

c) u(z,b) =0, 0 <z <a,
u(0.y) = g(y), 0 <y <b,
[ u(a,y) =0, 0 <y <b.

16. Resolver los problemas de Neuman

¢

Uy +uyy - Oa (Iuy) S (07a) X (O,b),
Uy (z,0) = uy(z,0) =0, 0 <z < a,
u. (0,9) = f(y), 0 <y <D,
uz(a,y) =0, 0 <y <b.

Uy + Uy, =0, (z,y) € (0,a) x (0,b),
uz(0,y) = uz(b,y) =0, 0 <y <b,
uz(x,0) = f(x), 0 <z <a,

uz(2,0) =0, 0 <z < a.

uI+uyy:Oa (ZE y) (0 a) X (O7b>7
0,y)=1, 0 <y <,

\

17. Resolver el problema
Uy + Uy = U, (l’,y) € (Oa 1)27
(,1)=0, 0 <z <1,
u(0,y) = f(y), 0 <y <1,

21



