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. Qué es Maxima?

Maxima es un programa que permite hacer calculos mateméticos complicados
con gran rapidez. Para entendernos, es como una especie de calculadora
gigante a la que no sélo podemos pedirle que haga calculos numéricos, sino
que también hace derivadas, cdlculo de primitivas, representacién grifica de
curvas y superficies, factorizacién de polinomios etc.

Abordamos en esta prictica una iniciacion a Maxima partiendo desde
cero, e intentaremos poner de manifiesto su utilidad a la hora de trabajar
con expresiones matemaéticas complicadas, permitiendo hacer éstas con poco
coste de tiempo.

Serd necesaria por parte del alumno una lectura previa de esta practica
antes de empezar a trabajar con el programa. Esta lectura previa tiene por
objeto el conocimiento de ciertas sentencias clave que permiten el manejo del
programa. Al igual que al aprender el manejo de una calculadora cientifica
es necesario leer las instruciones de la misma, estas notas pueden ser ttiles
para aprender el manejo de Maxima.

Por otra parte, a pesar de la potencia evidente del programa, hemos de
hacer notar que es necesario por parte del alumno un conocimiento matematico
tedrico de todas las funciones y sentencias que vamos a usar. Por ejemplo,
aunque una calculadora multiplica nimeros con suma facilidad, sélo nos per-
catamos de su potencia en cuanto conocemos dicha operacién y somos ca-
paces de realizarla de un modo mucho més lento. Con Maxima ocurre lo
mismo. Sélo conociendo tedricamente las operaciones que Maxima realiza
nos percataremos de su indudable utilidad.
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Chapter 1

Preliminares

Cuando se arranca Maxima, aparece una pantalla blanca vacia. En ella
podemos escribir aquellas operaciones que queremos que realice. Una vez
tecleada la operacion, hemos de pulsar las teclas shift + enter para obtener
el resultado. Por ejemplo, supongamos que queremos hacer la operacién 2-+2.
Teclearemos entonces

242

en la pantalla. A continuacién pulsamos shift + enter y aparecerd lo siguiente
en pantalla:

(%il) 2+ 2;

(%01) 4

siendo %il la entrada uno, proporcionando la salida %ol.
Ademsds se pueden realizar las siguiente operaciones algebraicas:

r+y — suma

T —1y — resta
x/y —  division

rxy — producto
'y —  potencia.

Actividad 1 Realizar las siguientes operaciones con Mazima:

(a) 3.75+ 8.987 =
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(b) (2-31)" =

2
() S =

(d) 2 x102+3x 1078 =
w4 \ 56
(e) (F55)" =

A la hora de trabajar con Maxima, hemos de tener en cuenta que hay dos
modalidades admisibles. Tomemos por ejemplo la operacion

2x10% 43 x 107%.
Si introducimos la sentencia

2% 10+ 3%107°
obtendremos al ejecutarla

(%il) 2%10% +3 %1073
200003
1
(%ol) =500

mientras que si escribimos
2.0%10* + 3% 107"
obtendremos

(%i2) 2.0%10% +3 %1073,
(%02) 200.003

Como vemos, en la primera obtenemos una fraccién, mientras en la se-
gunda obtenemos un nimero decimal. Pero las diferencias van mds alld de
esta apariencia: en la primera el programa ha trabajado con precisién in-
finita y el resultado que presenta es exacto. En la segunda se ha trabajado
(el programa lo hard autométicamente al detectar un nimero decimal, 2.0 en
este caso) con precicién finita y por lo tanto con errores de redondeo. Estos
errores no afectan a esta operacién, pero si lo hacen a la operacién

(1/10)"4,



que en precision infinita se obtiene

(%il) (1/10)°4;
1

(%01) 15000

mientras que en finita tenemos
(%i2) (1.0/10)"4;
(%02) 1.0000000000000005 10~*

La funcién float se puede utilizar para convertir un nimero en decimal
de doble precisién, que es la que por defecto utiliza el programa. Asi por
ejemplo

(%i3) float((1/10)°4);
(%03) 1.0 107*
Igualmente la operacion
(%i4) 27100;
(%04) 1267650600228229401496703205376
pero si escribimos
(%15) float(27100);
(%05) 1.2676506002282294 10*°

Los nimeros de la forma 3.05 x 1072 en coma flotante pueden expresarse
escribiendo el exponente como "f", "d" o "e". Por ejemplo

3.05 x 1072, 3.05¢73, 3.05d >, 3.05f73

Para saber si el programa estd trabajando en precisién finita o infinita
tenemos la sentencia numer. Esta sentencia, si la ejecutamos nos devuelve
el valor por defecto false, lo que significa que el programa estd trabajando
en precisién infinita. Si introducimos

(%i6) numer:true;
(%06) true

pasamos a trabajar con precisién finita. Para activar la precisién infinita
debemos teclear

(%i7) numer:false;

(%07) false
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1.1 Sobre las constantes

Las principales constantes matemadticas elementales se teclean en Maxima
del siguiente modo

%e— > e = 2.718281828459045d0
%i— > -1
ind o und— > Representa un valor indeterminado
inf— > 4o
min f— > —o0
infinity— > oo complejo (polo norte de la esfera de Reimann)
Y%phi— > L+V5 (razén atrea)

2
%opi— > 7= 3.141592653589793d0

Aparte de estas constantes, pueden declarar otras que se puedan necesitar
en un momento dado. Por ejemplo, si queremos asignar la constante de la
gravitacién universal G = 6.67 x 10~ debemos teclear

(%i1) G : 6.67 x e — 11;
(%o1) 6.67 1011

Notese que usamos : en vez del simbolo de igualdad =. Si tecleamos G y
pulsamos shift +enter obtendremos en pantalla
(%i2) G;

(%02) 6.67 1071

Maxima distingue entre mayisculas y mintisculas por lo que si escribimos g,
esta no es igual a G. Para eliminar el valor asignado a G tenemos la funcién
kill. Tecleando

(%i3) kill(G);
(%03) done

desposeemos a G de su valor. Si tecleamos como antes obtenemos en pantalla

(%i4) G;
(%04) G
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dado que hemos borrado la variable de entre las definidas.

Por otra parte, si en una misma linea queremos definir varias variables, o

9,99

escribir varias expresiones debemos separar estas con ”;”. Por ejemplo

Ly 25z 4y

que como vemos proporciona 3 salidas. Si queremos borrar todos estas vari-
ables declearemos

(%i8) kill(all);
(%08) done

Si no deseamos escribir la variable en una salida basta escribir un "$" al final.
Por ejemplo

(%il) z: Ly : 2522+ y$
(%01) 1
(%02) 2

y no proporciona la tercera salida de la variable z como anteriormente ocurrfa.

1.2 Sobre las funciones

Una primera apreciacién sobre las funciones en maxima es que estas van
definidas en mintsculas con los argumentos entre paréntesis. Las nociones
matemadticas mds notables las presentamos en la siguiente tabla:
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sqrt(z) vV
exp(x) e’
log(z) log =
sin(x) sin x
cos(z) cos T
tan(x) tan x
asin(x) arcsin
acos(x) arccos
atan(z) arctan x
n! factorial de n
abs(z) ||
entier(z) = parte entera de

Asi, si escribimos

Actividad 2 Calcular los siguientes valores:
(a) sinm/4 +cosm/T =
(b) log, 256 =

(c) ‘arcsin 0.98 + %

(d) 810! —

(e) \/log34 + e'? =
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Aparte de las funciones que Maxima tenga integradas, podemos intro-
ducir nuevas funciones. Por ejemplo, para definir la funcién f(z,y)) = zy
escribimos

(%il) flx,y) = =xxy;
(%ool) fz,y) = =y

con lo que la funcién estard introducida. Si ahora tecleamos

(0i2) f(2,3);
(%02) 6

Las funciones también pueden definirse de una forma més cémoda con la
expresion

1.3 Aprovechando cdlculos anteriores

A veces, es posible que tengamos que hacer una sucesién de cdlculos consec-
utivos de manera que cada nueva operaciéon se basa en la anterior. Parece
necesaria entonces algo que nos remita a resultados anteriores. Esto se re-
aliza con maxima simplemente llamando a la entrada o salida correspondi-
ente anteponiendo siempre el simbolo %. Por ejemplo, si queremos calcular
cos (sin/7) tendriamos que calcular primero sin /7, para despues calcular
el coseno de dicha cantidad. Esta operaciéon podriamos hacerla del modo
siguiente:

%il) sin(%pi/7);

o ()

(
(
(%12) cos(%o1)
(
(
(

X

X

T
02) cos (Sln (7>)
%i3) float(%o02)
%03) 0.90733988115078

Obviamente, este ejemplo es bastante sencillo ya que la operacién en cuestion
podria haberse hecho en una sola linea de comandos, pero ilustra bien el modo
de proceder cuando se estén realizando operaciones y cédlculos més complejos.
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Finalmente, para llamar a la salida anterior basta usar el simolo %. Asi, la
operacién anterior podria haberse escrito como

%il) sin(%pi/7);

o ()

i2) cos(%)

2 oo 5)

%i3) float(%)
%03) 0.90733988115078

N N XN

(
(
(
(
(
(

1.4 Resolucion de ecuaciones

Supongamos que queremos resolver la ecuacién polinémica 22 + 2z — 4 = 0.
El comando para resolverlas en Maxima es solve, de forma que para resolver
la ecuacién anterior escribiremos

(%11) solve(z"2+ 2%z —4 =0, z);
(%01) [t = —V5— 1,2 =5 —1]
Si lo que buscamos son soluciones numéricas aproximadas, tanto reales como
complejas, tenemos la sentencia allroots, de forma que al teclear
(%12) allroots(z"2+ 2%z —4 =0, 2);
(%02) [z = 1.23606797749979, x = —3.23606797749979
obtenemos las soluciones aproximadas.
La sentencia solve puede usarse para resolver sistemas de ecuaciones

polinémicas, introduciéndolas en una lista junto con otra lista para las in-
cognitas. Por ejemplo, el sistema

r+y=1
ry+y2=5

se resolverfa de forma exacta tecleando

(%i3) solve(fr +y = 1,2y +y°2 = 5], [z, y]);
(%o03) [fx = —4,y = 5]
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Alternativamente, puede usarse la sentencia algsys, con sintaxis

algys([eqi,---, €qnls[T1,--y0))
resuelve las ecuaciones polinémicas eqy,..., eq,. Por ejemplo, tecleando
(%il) eql : 22 —y"2 = 0;
(%i2) eql : =1 —y+2*xy 2 —x+2"2=0%
(7%0i3) algsys([eql,eq2],[x,y])

produce la salida

—ev= = ey~ = g = gl =Ly = 1]

Actividad 3 Calcular las raices de los siguientes polinomios, dando el re-
sultado exacto si lo hubiere, y un resultado aproximado.

(Food)[[x =

(a) 23 +32* —x — 1.
(b) x'9—1.

(c) bt —a? + 1 — 1.
(d) 2 — 2%+ 1.
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Chapter 2

El cuerpo de los niimeros
complejos

2.1 Nociones basicas

Los niimeros complejos se introducen teniendo en cuenta que la unidad imag-
inaria 7 se escribe %i. Asi, el mimero complejo 2+ 3i se escribe 2+ 3 %i. Las
operaciones con nimeros complejos son andlogas a las de con niimeros reales,

disponiendose ademds de las siguientes funciones propias de la naturaleza de
los complejos:

e realpart -> Parte real del niimero complejo.
e imagpart -> Parte imaginaria del nimero complejo.
e rectform -> Devuelve la expresién binémica del nimero complejo.

e polarform -> Devuelve la expresiéon polar, en forma exponencial, del
nimero complejo.

e cabs -> Devuelve el médulo del nimero complejo.
e carg -> Devuelve el argumento del nimero complejo.
e conjugate -> Devuelve el conjugado del niimero complejo.

17
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No obstante, maxima no ejecuta multiplicaciones y divisiones si no las
introducimos dentro de la sentencia expand, que se utiliza para desarrollar
ciertas operaciones. Por ejemplo

(%i1) (2 + %i) = (2 — %i);
(Yo01) (2 + %) * (2 — %i)

mientras que
(%i1) expand((2 + %i) * (2 — %i));
(%01) 5

Por otra parte, a veces al realizar alguna operaciéon se pone en primer
lugar la parte imaginaria y después la real. Por ejemplo

(%i1) expand((3 + 2 * %) * (2 — %i));
(%01) %i + 8
La sentencia powerdisp es util para poner los niimero complejos en su forma

habitual. Esta sentencia tiene dos valores: false (por defecto) y true. Para
cambiar el valor se teclea

(%12) powerdisp:true$
y ahora, al teclear tenemos que
(%13) expand((3 + 2 * %i) * (2 — %1));
(%03) 8 + %i

Basta teclear
(%i4) powerdisp:false$

para volver dicha sentencia a su valor original.
Al trabajar con fracciones, nétese que la sentencia expand no proporciona
en general la forma binémica del nimero complejo. Por ejemplo

(%i1) expand((4 * %i — 5)/(3 + %i))

5 A%
(ol) =375 Y37

mientras que tecleando

(%i2) rectform((4 * %i — 5)/(3 + %))

11 17%
1) — —
S e TRT)
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Actividad 4 Realizar las siguientes operaciones con Maxima:
(a) (3+4i)-(8+1i)=
(b) B+4i)/(8+1)=
(c) B+4i)-(8+1i)—i=

(d) Obtener los mddulos, argumentos, formas polar y rectangular, conjuga-
dos y partes real e imaginaria de los nimeros obtenidos en las opera-
ciones (a)—(c) anteriores.

2.2 Potencias y raices

Las sentencias expand y rectform son necesarias para obtener potencias en-
teras de nimeros complejos. Por ejemplo

(%i1) rectform((2 + %i)" — 2);
3 4%

(%i1) expand((2 + %i)"2);
(%01) 3+ 4%

A la hora de obtener las raices complejas de un nimero complejo, el
programa lUnicamente va a proporcionar la primera de ellas. Las restantes
habré que obtenerlas aparte, teniendo en cuenta que todas tendréan el mismo
modulo diferenciandose en sus argumentos. Por ejemplo

(%11) polarform((1 + %i)"(1/2));
(%ol) 21/4%e "5
proporciona la primera rafz. El argumento de la segunda se calcula utilizando
la formula de cédculo de reices ya que 2x7/8 serd el argumento de 1 + i, y
aplicando la frémula tenemos

/442w 97

2 8’

por lo que la segunda raiz serd

21/467;9%'
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Actividad 5 Faxpresar los siguientes nimeros complejos en forma bindmica:

(a) (1+0)* (¢) 35 (e) @ +i' (g) 1+i+i+i

() 5 (@) (143 (f) 22 (h) 1z)4

Actividad 6 FEscribir en forma algebrdica los complejos siguientes, donde p
denota el mddulo y 6 un argumento

a)p=2,0=m b) p=1,0=—m/4
c)p=v2,0=7r/3 d)p=2,0=—-7/2

Actividad 7 Calcular las siguientes raices:

(@ VI (Vi (Y8 (9 V-1
MVI (@) VI=i ()V3+E (h) V—2+2

Actividad 8 Calcular el modulo y el argumento de los siguientes nimeros
complejos:

(a) 3+4i (b) 2 (c) i+ (f)1+i+ 2
1—2

Actividad 9 Calcular el modulo y el argumento principal de los siguientes
numeros complejos:

(a) 2i (c) =3i (e)—1 (9) V-1
(b)3 () (f)=3+iV3 (h) V=2+2i
Actividad 10 Calcula de forma polar los siguientes nimeros complejos:

1+
1—4’

2, —3i, i, 3, —3+ 34,

Actividad 11 Resuelve las siguientes ecuaciones (calcula la raices que salen):

2 —-1=0, 2*—16=0, 2°—32=0.
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2.3 Funciones de Variable Compleja

En general podemos utilizar las funciones definidas en Maxima y trabajar
con ellas en variable compleja. Por ejemplo, si escribimos

(%11) rectform(exp(1 — %i));
(%01) %e cos(1) — %e%isin(1)
Tenemos que tener precaucion con la funcién logaritmo ya que ésta se expresa
con los argumentos en el intervalo (—, 7], lo que se conoce como el logartimo
principal. Asi
(%i2) rectform(log(1 — %1));

(%02) _10g2(2) - @

Ademss, al trabajar con senos y cosenos podemos expresarlos notacion
exponencial usando la sentencia

exponentialize()
y en forma trigonométrica utilizando la sentencia
demoivre().
Por ejemplo

(%i3) exponentialize(cos(1 — %i));
(%i—1)% —(Bi—1)%i
(%03) %oe —;%6

Utilizando las funciones anteriores podemos trabajar con funciones de
variable compleja. A modo de ejemplo, vamos a ver que la funcién f(z) = ze?
es derivable. En primer lugar definimos la funcién

(%il) f(z) : = zxexp(z);
(%01) f(2) : =2z exp(z)

Posteriormente calculamos su parte real e imaginaria

(%:i2) f1(x,y) : = realpart(f(z + %i*y));
(%02) fl(z,y) : = realpart(f(z+ %i y))
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(%i3) f2(x,y) : = imagpart(f(x + %ix*y));
(%03) f2(z,y) : = imagpart(f(z + %i y));

que para mostrarlas debemos teclear

(%id) f1(z,y);
(%04) x %oe"x cos(y) — %e"x y sin(y)

(%id) f2(z,y);
(%05) = %e”x sin(y) + %e"x y cos(y)

Derivamos

(%16) d1 : diff(f1(z,y), z);
(%06) — %e"x y sin(y) + x %e"x cos(y) + %e x cos(y)

(%i7) d2 : diff(f1(z, y),y);
(%07) — —x %e”z sin(y) — %e"z sin(y) — %e"z y cos(y)

(%i8) d3 : diff(f2(z,y), x);
(%08) — x %e"x sin(y) + %e "z sin(y) + %e "z y cos(y)

(%i9) d4 - diff(f2(z,y), y);
(%09) — —%e "z y sin(y) + x %e x cos(y) + %e”x cos(y)
y para ver que se cumple la condicién de Cauchy—Riemann calculamos
(%i10) d1 — d4;

(%010) 0

(%ill) d2 + d3;
(%011) 0
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Actividad 12 FEstudia si las siguientes funciones definidas en C son deriv-
ables y en caso afirmativo calcular f'(z)

(a) f(2) =Z-Imz (b) f(z)=2z-Imz (c) f(z +iy) = e e
(@) f(z) = 22 () F() = (2 -2 () o+ iy) = ve"
@ 1) = (2 teos2)er () f() = sendzti (i) flo b ig) = oy + iy

A modo de otro ejemplo, vamos a calcular una arménica conjugada de
una funcién f(z)

u(z,y) = M
) (42 + 22)2
Introducimos la funcién en Maxima
(%il) u = x/(x"2+y"2);

X

vemos que es armaénica,
(%12) uxx : dif f(u,x,2);

8z? 6x
(%o02) (Y + 223 (¥ +22)

(%i3) uyy : dif f(u,y,2);

S8y’ 2x
(%03> (y2 —|—x2)3 B (y2 +:1c2)2

(%i4) d : uxz + uyy;

8x 81> 83
1) —
(%o04) (02 + 22)? + (4% + 22)3 + (y% + 22)3

Como vemos esta expresiéon hemos de simplificarla. Para ello utilizamos el
compando multthru para sumarlos con denominador comin, en este caso
(%i5) d1 : multthru((z"2 +y2)"3, d);
(%05) — 8x(y* + 2°) + 8xy* + 82°



24 CHAPTER 2. EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

donde en la salida s6lo se nos muestra el numerados. En una segunda etapa
simplificamos con el comando ratexpand

(%i6) ratexpand(dl);
(%06) — —0

Asi, vemos que la funciéon es armonica. A continuacién, calculamos su
derivadas

(%16) uz : dif f(u, x);
(%06) 1/(y"24+2"2) — (2x2"2)/(y 2+ x"2)"2

(%i6) uy : dif f(u,y);
(%06) — (2xx*y)/(y 2+ 2"2)"2

y la armoénica conjugada v(x,y) cumple que
(%i7) v : —integrate(uy, x);
Yy
on) =

con lo que sera de la forma

k(y). (2.1)

v(z,y) = 1

Derivando respecto de y y utilizando la otra condicién de Cauchy—-Riemann
tenemos que

_8u ov

K(y) = %_8_1;

k(y):/(%—g—;}) dy +c.

Veamos como hacer esta operacién con Maxima.

(%i8) vy « dif f(v,y);

292 1
(V608) (2 + 22)? 2 a2
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(%19) d : multthru((z"2 + y"2)"2, uzr — vy);
(%09) 2(y* + %) — 2¢* — 227

(%i10) ratexpand(d);
(%010) 0.

Asi, k'(y) = 0 y podemos tomar ¢ = 0. Si no hubiera salido 0, tendriamos
que integrar estd funcién respecto de y y sumarla en la expresién (2.1). No
tendriamos que olvidarnos del denominador.

Actividad 13 FEstudia si son armonicas las funciones
(a) f(z,y) =log(z* +y?)  (b) f(x,y) = 2" cosy
y en caso afirmativo encuentra su conjugada.

Actividad 14 Reconstruye la funcion derivable f(z) a partir la condicion
f(i) = 2i —1 y la parte real Ref(zx + iy) = 2* — y* + 2x.
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Chapter 3

Integracion compleja

3.1 Representacién de curvas

Dentro de las graficas unidimensionales, tenemos que distinguir entre las
graficas de funciones reales de variable real, y las graficas de curvas en dos y
tres dimensiones.

Para representar funciones reales de variable real, tenemos el comando
plot2d, al que habra que introducirle la funcién que deseamos representar asf
como la variable independiente y el dominio de ésta de forma [var,liminf,limsup].
Asi, para representar la funcién f (z) = sinz en el dominio [0, 27] escribimos

(%i1) plot2d(sin(z), [x,0, 2 *x %opi]);
(%01)

Al ejecutarlo nos saldrd una nueva ventana con la grafica en cuestién, pues
se utiliza un programa externo a maxima llamado Gnuplot. FEsta gréfica
podemos guardarla en extensiéon "emf".

Es preciso hacer aqui un aclaracién porque en general todos los comandos
graficos también prueden escribirse anadiendo las letras “wx". Por ejemplo,
si tecleamos

wxplot2d(sin(z), [z, 0, 2 * %pi])

obtenemos la misma gréfica en la pantalla en la que estamos trabajando. No
obstante, estas gréficas no se pueden modificar, mientras que si llamamos
al programa Gnuplot, es decir, sin escribir wx delante si es posible realizar
cambios en la grafica que hemos generado.

27
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Si queremos representar varias funciones a la vez, hemos de escribir

(%i2) plot2d([sin(z), sin(2 * z)], [z, 0,2 x %pi));
(%02)
expresién que hard una representacion grafica simultdanea de las funciones

sinx y sin 2x. Si queremos indicar cual serd el rango de representacién de las
funciones, teclearemos

(%13) plot2d([sin(z), sin(2 * z)], [z, 0,2 x %pi], [y, 0, 1]);
(%03)

que nos dard la representacion de las funciones entre 0 y 1, no representando
nada cudndo la imagen se halle fuera de dicho intervalo.

Actividad 15 Representar grificamente las siguientes funciones de una vari-

able:

(a) f(z) =% en el dominio [—2,2].

(b) f(z) = e 2 en el dominio [—2,2].

1—x2

(c) f(z) =sin ({£%) en el dominio [—2,2].
La sentencia plot2d admite distintos tipos de sentencias que al ser intro-
ducidas justo despues de la misma, permite hacer diferentes graficos unidi-
mensionales. Asi, el comando empleado para representar curvas parame-
trizadas en el plano es plot2d, anadiendole la opcién parametric, e in-
dicdndole el nimero de puntos que vamos a usar en la representacién que
introducimos con la expresion nticks. Por ejemplo, para representar la curva
t) =sint . .

z(?) S en el dominio [0, 27] debemos teclear

y (t) = sin 2t
(%i1) plot2d([parametric, sin(t),sin(2 x t), [t, 0,2 x %pi], [nticks, 1000]])$

que nos dard la representacién deseada con una malla de 1000 puntos. Al
aumentar el nimero de puntos mejoramos la representaciéon pero aumentamos
el tamano del fichero y el tiempo de computacion.

Actividad 16 Representar grificamente las siguientes curvas en el plano.
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en el dominio [0, 27].

9 iz en el dominio [0,2] .

x (t) = cost?
y (t) =sint*> en el dominio [0,27] .

3.1.1 El paquete draw

La sentencia plot2d en su forma paramétrica permite la representacién de
curvas planas, pero no es posible representar curvas en tres dimensiones. Para
esto, y para mucho més, disponemos del paquete draw, que previamente
debemos cargar usando la sentencia

load(draw)

load(draw)$

si no queremos que nos escriba nada a continuacién. Como una primera
aproximacién, este paquete dispone de las sentencias draw2d. La sintaxis
es un poco distinta a la de plot2d. A modo de ejemplo dibujamos una
circunferencia

draw2d(nticks=1000,parametric(cos(t),sin(t),t,0,2*%pi))

Ademas, la sentencia implicit permite representar curvas dadas en forma
implicita. Por ejemplo, la circunferencia (x—3)%+y? = 4 se puede representar
escribiendo

draw2d (nticks=1000,implicit((x-3) ~2+y~2=4,x,0,6,y,-2,2))
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Actividad 17 Representar grificamente las siguientes curvas en el plano y
el espacio utilizando el paquete draw.

(a) { z(?) i C.OHS 2t en el dominio [0, 27] .

y(t) =sint
(b) ;Et = sin(t) en el dominio [—1,1].

_ 43
(c) ;Cg ; f/f en el dominio [0, 2] .
_ 42
(d) ng; ;I en el dominio [0,2].
x(t) =sint I dominio [0, 7] (Tractriz)
y (t) = cost + log(tan %) en el dominio |0, '
3t
t) =
r(t)= o

32 en el dominio [=50,50] (Folium de Descartes).
1+
(t) = et/?° cost

z (£) = et/D sint en el dominio [0,107] (Espiral logaritmica).

3.2 Integracién en curvas

La sentencia integrate permite calcular la integral de una funcién compleja
sobre una curva a partir de la definicién. A modo de ejmplo vamos a calcular

/ zdz
v

donde (t) = 1+ 2¢", t € [0,27]. Para ello definimos la curva
(%i1) curva(t) .= 1+ 2x cos(t) + %i * 2 * sin(t);

y su derivada
(%i2) deurva : dif f(curva(t),t);
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la funcién
(%i3) f(2) := conjugate(z);

el integrando
(%i4) int : deurva * f(curva(t));

y la integral es por tanto

(%i5) integrate(int,t,0,2 x %pi);
(%05) 8%ir

Actividad 18 Calcular las siguientes integrales

1. f*y zdz, v la recta uniendo 1 +1 con 2 — 7.
2. nyRe(z)dz, v la recta uniendo i con 2.
3. fw Im(z)/zdz, v la semicircunferencia y(t) = 1 +1i+ 3¢, t € [0, 7).

4. fv zdz, ~v el poligono de vértices 1 + 1, Ti, 2 y 2-i.

3.3 Series de potencias y de Laurent

Podemos desarrollar una funcién en serie de potencias y de Laurent alrededor
de zy usando la sentencia powerseries con la siguiente sintaxis

powerseries(f(z),z,20).

Por ejemplo, el desarrollo de

1
2241

f(z) =
alrededor de 0 es de la forma

(%11) powerseries(1/(z"2+1),2,0);

[e o]

(%01) Z(_l)ﬂz%l

11=0
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Para poner indices més usuales en vez de i1 tenemos la sentencia niceindices.
Para ello escribimos

(%i2) niceindices(powerseries(1/(z"2+1),z,0));

oo

(%02) Y (—1)'2*

i1=0
Para hallar la serie de Laurent alrededor de ¢ escribimos

(%i1) niceindices(powerseries(1/(z~2+1),z,%i));

N0 g—im1(_1Vi/2(» _ 07V
(%o1) IRy ZE(%Z) (z — %)

Actividad 19 Calcular los desarrollos en serie de potencias o de Laurent
centrados en los puntos indicados:

1. f(z):@ enzp=1, 0 e

2. f(2) = z5—=enz=1 0cei

22(22—1)
3. f(z) =cos(1/z) en zy = 0.

4. f(z):(z_i}%enzo:l, 0 e

3.4 Teorema de los residuos

Una vez que conocemos los polos de una funcién, podemos calcular de manera
sencilla sus residuos en dichos polos utilizando la sentencia residue con la
sentencia residue con la sintaxis

residue(f(z),z,z,)

donce f(z) es la funcién y zj el polo de la misma. No es posible utilizarla para

singularidades esenciales como por ejemplo el residuo en 0 de la funcién e'/=.

Por ejemplo, para calcular el residuo de la funcién f(z) = =7 tecleamos

(%i1) residue(z/(z"241),2,%i)

(%ol) %
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(%i1) residue(z/(z~2+1),2,-%i)

1
Actividad 20 Utiliza el teorema de los residuos para calcular las integrales
stquientes:
(a) /e 5 dz, y(t) =3¢, t e 0,27
z
-
(b) /zzel/z dz, y(t) = 3€l, t e 0,2
g
z+1 ;
(c) /7 Ry dz, (t) =3€", t e |0,2n]
(d)/ - d (1) 04 & t € [0,2x]
—dz = — T
-Di-2" 7 2 ’

Actividad 21 Sea y(t) = 1 + re®, t € [0,27]. Calcular en funcion del
parametro r el valor de las siguientes integrales:

z—1
1. —d
/7z3—|—2z2+z ®
2z
2. ——d
[yz4+2z2+1 i
2
z
3. F  dz.
/;6 23 —22241 :

4. /zQel/zdz.
8!

Actividad 22 Sea 7 el cuadrado de vértices (R, R), (—R,R), (—R,—R) y
(R,—R) recorrido en sentido positivo. Determinar las integrales siguientes
en funcion del pardmetro R.

-1
-
v 2 + 222 4+ 2
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Chapter 4

Transformada de Laplace

4.1 Transformada de Laplace

En general Maxima tiene implementada una sentencia para obtener la trans-
formada de Laplace de la mayoria de las funciones que conocemos. Para
calcular la transformada de Laplace de una funcién f(t) tenemos la senten-
cia laplace, cuya sintaxis es

laplace(f(t),t,2)

donde t es la variable de la que depende la funcién f(t) y z es la variable
independiente de la transformada de f(t). Por ejemplo, si tecleamos

laplace(sin(t),t,z)
obtenemos la salida )
1+ 22
La funcién laplace reconoce las funciones elementales, asi como derivadas y

primitivas de estas, combinadas con las sentencias de Maxima que permiten
obtener derivadas y primitivas de funciones. Por ejemplo, si tecleamos

laplace(derivative(sin(t),t),t,z)

obtenemos la transformada del coseno

2
14 22’

35
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mientras que
laplace(integrate(sin(t),t),t,z)

obtendremos .

142
También es capaz de trabajar con funciones de Heaviside, siendo hg(t)
llamada como unit _step, por lo que tecleando

laplace(unit _step(t),t,z)

obtenemos la salida .

z
Si queremos teclear la funcién de Heaviside h,(t) para a > 0, basta darse
cuenta que esta no es otra que ho(t — a). Por ejemplo, si tecleamos

laplace(unit_ step(t-2),t,z)

obtenemos

%6722

z
que es su transformada de Laplace.

Actividad 23 Calcular la transformada de Laplace de las siguientes fun-
ctones

(a) (1) =sin(3) (b) f(t) =™ () f(t) =P cos3t (d) f(t) = te!
() f(t) = —t (f) f(t) =sinht (g) f(t) = costsint (k) f(t) = e' costsin(2t)
Actividad 24 Calcular la transformada de Laplace de la funcion,

t, sio<t<l1

foy=¢ 1, sil<t<2
0, sit>2
Actividad 25 Calcular la transformada de Laplace de las siguientes fun-
ciones.

0, sio<t<1
t, sit>1

2?21, si0<t<2
2, sit>2

(@) ) = tsine ) g(0) = { @ ni = {
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4.2 'Transformada de Laplace inversa

Para calcular la transformada inversa tenemos la sentencia ilt, que se escribe
seguin la regla
ilt(f(z),z,t)

donde t y z tienen el mismo rol que en el caso anterior. Calcula la transfor-
mada inversa de Laplace de funciones f(z) que sean fracciones de polinomios
cuyo denominador tenga sélo factores lineales y cuadraticos y sus potencias.
Por ejemplo

it(1/(14z°2),z,t)

nos devolvera la salida
sin(t).

En general habrd que descomponer cualquier cociente de polinomios en
fracciones simples y posteriormente obtener su transformada de Laplace in-
versa. Para reducir un polinomio a fracciones simples podemos utilizar la
sentencia partfrac, cuya sintaxis es

partfrac(f(z),z)

que descompondrd la funcién racional f(z). Por ejemplo, tomemos la fraccién

1
24 — 423 4522 - 424+ 4

y tecleamos
partfrac(1/(z~4-4*z"3+5%z"2-4*z+4),2)

dard la salida
42+ 3 4 1

B2 +1) 25(:-2)  B(z-22

Tecleando ahora
ilt((4*z4+3)/(142"2),z,t)

obtenemos
3sin(t) 4 4cos(t),

posteriormente

ilt(1/(z-2),z,t)
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%€2t

y finalmente
ilt(1/(z-2)"2,z,t)

t%e%

obtenemos la transformada de Laplace inversa de la constru-

imos por linealidad como

1
24 —4234522—42+4

1 4 1
2—5(332'71(75) + 4cos(t)) — —e* + —te*.
Para obtener la transformada de Laplace inversa de funciones de la forma

e—aZf(Z)’

donce f(z) es un cociente de polinomios, necesariamente hemos de utilizar el
segundo teorema de traslacién.

Actividad 26 Calcular la transformada inversa de Laplace de las funciones
siquientes

22 1 2+ 7
T+ (VFR) = z-1)(z2—2) () P& = 3575

1
(z 4+ 1)(z + 2)(2%2 4 2z + 10)

(a) F(2) =

(d) F(z2) =

Actividad 27 Calcular la transformada inversa de Laplace de las siguientes
funciones:

e A= (z—1)e*
(c) F(Z):m (d) F(z) = i
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4.3 Resoluciéon de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales.

Como sabemos, la transformada de Laplace se puede aplicar a la resolucién
de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Supongamos
la ecuacién

y(0) =1,4'(0) = 0.

Para calcular la solucién la transformamos utilizando la sentencia laplace si
fuera necesario, obteniendo

{ y" +y =sint,

1

(2* + 1)L[y](2) — zy(0) — ¥/ (0) — y(0) = et

y simplificando

(Z2+1)LY|(z) =2+1+ ﬁ,

de donde
z4+1 1

@+ (ErE

Usando la sentencia ilt construimos la solucion de la forma

Llyl(z) =

1 :
y(t) = 5(—t cost +sint) + cost.

Por si fuera necesario, al final anadimos una seccién de cémo resolver ecua-
ciones y sistemas de ecuaciones algebraicas lineales con el programa Maxima.

Actividad 28 Utilizar la transformada de Laplace para resolver los sigu-
tentes problemas de Cauchy asociados a ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes:

y"(t) + 5y"(t) + 17y'(t) + 13y(t) = 1 } y'(t) +3y(t) = e }
y(0) =y'(0)=1, ¢"(0)=0 y(0) =2

y'(t) +y'(t) — 2y(t) = 5e~'sint } y'(t) +yt) =t }
y(0)=1, ¢ (0)=0 y(0)=1, y'(0)=-2
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Actividad 29 Utilizar la tranformada de Laplace para resolver el problema
de Cauchy

{ Y+ 2y +y = f(t),
y(0) =1,4/(0) = 0.

donde f(t) son la funciones del ejericio 25.

Actividad 30 Resolver los siguientes problemas de condiciones iniciales:

=y ¥ =—4(x +vy) ' =3x+ 8y
(o) ¢ ¥ =-u (b) § @' +4y =—4dy (c) ¥ =-3y—=
7(0) = y(0) =1 2(0) =1, y(0) =0 z(0) =6, y(0) = -2
¥=r—z ¥=y+z
Yy =2y Y =—-x+z
(d) =4z (¢ d=—r—y
z(0) = =2, y(0) =2, 2(0) = —1. z(0) =y(0) = 2(0) = —1

4.4 Resolucion de sistemas de ecuaciones lin-
eales con Maxima

Si tenemos que resolver un sistema de ecuaciones lineales de la forma AX = b
donde A es una matriz de n filas por m columnas, X es una vector columna
incognita de n componentes y b es un vector de m componentes, disponemos
de la sentencia

linsolve([expr 1, ...,expr _m],[z_1,...,x_n]),

donde expr_1,....,expr m son las m ecuaciones lineales que definen el sistema
y x_1,...,x_n son las incégnitas del mismo. Para introducir las ecuaciones
utilizamos el signo de igualdad =, como es usual. Por ejemplo, si queremos

resolver el sistema
r+y+z=1
r+2y=1

escribiremos

(%i1) linsolve([r +y+ z =1,z 4+ 2xy = 1], [z,y, 2]);
(%ol)[x =1—2%%rl,y = %rl, z = %rl]
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con lo que la solucién del sistema depende del pardametro r1 y presenta la
forma paramétrica

x = 2t,
y=1t dondeteR.
z =1,

Dentro de la resolucién de ecuaciones existen una serie de alternativas
que a continuaciéon pasamos a describir. Las alternativas vienen dados por
funciones que tienen asignados el valor true si estdn activadas y false si no
lo estdn. Segin esten activadas o no dichas funciones el programa efectia
las operaciones y presenta resultados de una u otra forma. Para cambiar la
asignacion true o false basta con teclear

(1%1) nombre _funcion : true;
(0%1) true

que asigna a la funcion el valor true y el correspondiente

(1%1) nombre _funcion : false;

(0%1) false

para false. Para ver qué valor tiene una funcién en un determinado momento
basta con ejecutarla. Veamos los pardmetros o funciones més relevantes.

e linsolve params Valor por defecto: true. Silinsolve params es true,
la funcién linsolve genera simbolos %r para representar pardmetros ar-
bitrarios para representar la solucién de forma paramétrica. Si vale
false, el resultado devuelto para un sistema es indeterminado elimina
las ecuaciones dependientes y se expresa con la forma general. Por
ejemplo

(%11) linsolve _params : false;

(0%1) false

(%i2) linsolve([x +y+ 2z =1,z +2xy = 1], [z, vy, 2]);
(%02)[zr=1—2% 2,y = 2]

e globalsolve Valor por defecto: false. Si se activa a true, al resolver el
sistema asigna a las incégnitas el valor de las soluciones, de igual forma
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que se introducen las constantes. Por ejemplo

(%i1) global solve : true;

(0%1) true

(%i2) linsolve([r +y+ 2z =1,z 4+ 2xy = 1], [z,y, 2]);
(%02)[x: 1 —2%%rl,y: %rl, z: %rl]

e programmode Valor por defecto: true. Si cambiamos a false, linsolve
muestra la solucién con etiquetas de expresiones intermedias (%t). Por
ejemplo

%il) programmode : false;

o%1) false

%i2) linsolve([r +y+z=1,x+2xy = 1], [x,y, 2]);
t2) 2 =1-—2x%rl

t3) y = %rl
)

N XN X

t4) z = %rl

(
(
(
(
(
(
(%02)[%t2, %t3, %t4]

Finalemente, se admiten diferentes combinaciones de las funciones ante-
riores, es decir, algunas de ellas con valor false y otras true, lo que da lugar a
diferentes maneras de representar las soluciones y ejecutar la funcion linsolve.

Actividad 31 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

2v+y+42=0

r—y=-—1
B . r—y+2z=4
(@) P )Y 2wsy—2=1
v 3z + 2 =18
20 +2y — 3z =2 r+2y+32=0
(c) § —x+by—4z=4 (d) { 2x+2y+32=0
rH+Ty—Tz2="17 x+2y+2=0

r+2y—32+16t =4 2 +32 =0

'I‘_
(e) S y+2z—3t=6 (f){ B
44Ot =2 20 + 5y +62 =0
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Por ejemplo, el problema de condiciones iniciales anterior

{ y" +y =sint,
y(0) =1,4'(0) =0,

lo podemos resolver de la siguiente manera.

(%il) eq : dif f(y(t),t,2) +y(t) = sin(t)$

(%i2) eq2 : laplace(eq,t, 2)$
(%i3) linsolve(eq2, laplace(y(t),t, 2));
y(0)2° + (Fy(t)li=0) 2> + y(0)z + (Fy(t)]i=0) + 1
24 4+222 41
Reescribimos la sentencia con los valores de las condiciones iniciales y calcu-
lamos la transformada de Laplace inversa,

]

(%03) [laplace(y(t),t, z) =

(%id) ilt((2°3+2+1)/(274+2%2"2+ 1), 2,1)
Usando la sentencia ilt construimos la solucién de la forma

1 :
y(t) = 5(—15 cost + sint) + cost.



