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MATEMATICAS 2. GIE.
EL CUERPO DE LOS NIjMEROS COMPLEJOS.

. Expresar los siguientes ntimeros complejos en forma bindmica:

(a) (L+4)* (c) 345 (e) i +i6 (g) 1+i+142+43
(b) 7 (d) (1HV3)P () 2,0 (h) L,

Escribir en forma algebraica los complejos siguientes, donde p denota el médulo y 6 un argumento

&)p:2,0: =
c)p=+2,0=7/3 d)p=2,0=—-71/2

Calcular las siguientes raices:

M) V1 (d)Vv1—i (f)v3+4i (h)/-2+2
Calcular el médulo y el argumento de los siguientes niimeros complejos:
(a) 3+4i (b) 3 (c) i" +4'0 (f) 1+i+4>

Calcular el médulo y el argumento principal de los siguientes niimeros complejos:

(a) 2i (c) =3i (e) —1 (g) V-1
(b)3 () () -3+iV3 (b) V-2+2

Representar graficamente los siguientes conjuntos de nimeros complejos:

(a) {zeC:|z| =1} (){zeC:|z|<1} (e){z€C:z+z<1}
b){z€C:z2—z=i} (d){z€C:Imz<0} (f){z€C:|Rez|]<1}

Representar graficamente el conjunto de los puntos del plano z tales que se verifica:

(a) Re(z) +Im(z) =22 (b) |2|71 >1,(2#0) (c) |z—5i|=8 (d) |z —5i|=8

() Im(22) > 2 () Re(z-1) = 1 (@ 2<|z/<3 (h) ;;}( <1
(i) |z —2| =1 -2z (j))Re(z2—2) =0
Dados los niimeros complejos 21 = —2 — 1y 290 = —4 + i. Hallar 21 4 22, 321 — 229, 2129, (ZQ)_l,
z
4,
Sizi =6iy z0 =8—1, hallar 2129, %, i—f, z% — 2.
Hallar las partes real e imaginaria del complejo z = %—jr;

Determinar = e y, para que se cumpla la igualdad (1 + i)(z + iy) = .
Calcular (2 + 2i)2, (2 — 2i)2, (2 + 2i)(2 — 2i).

Demostrar que |z| = 1 <= Re(z) = Re(z71).

Encontrar las cuatro raices cuartas de z; = —8(1 — v/3i) y de 2o = —81.

Calcular (—1 ++/34)30, /—1 + 1.
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17.
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23.

JEn qué vector se transforma —v/3 + 3i al girarlo w/27.;Qué dngulo es necesario girarlo para
que el resultado sea 2v/3i?

Demostrar la identidad de Lagrange, para a,b,c,d € R se verifica

(a® + %) (® + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)®
Indicacién: Considerar el nimero complejo z = (a + bi) (¢ + di) y hallar su médulo de dos
modos diferentes.

Sea p(x) = apz™ + an_12" '+ ...+ a1r + ap un polinomio con coeficientes reales, esto es, a; € R
para 0 <1¢ < n. Se pide:

a) Comprobar que para todo z € C se cumple la igualdad p(z) = p(2).

b) Usando el apartado anterior, probar que si zp es solucién compleja de P(z) = 0, entonces
su conjugado también es solucién.

¢) Calcular todas las soluciones de z# — 223 + 222 — 22 4+ 1 =0.

Resolver las ecuaciones

(a)224+1=0 (b)a3+2=0 (c)2°+64=0 (d) (z2+4)(z—1)2=0.

Estudiar la convergencia de las siguientes series complejas:
—1)" e —144)" Cos(2")+%
(@) Sl me (© S S (o X, S (8) Yoy T

(b) 22021 7(22'),1 (d) Zfzozl cos n:!isinn (f) 22021 COS(nﬂ-)tLi sin(nm) (h) 2?21 in;innn
Dada la serie ) ° 2", comprobar que es absolutamente convergente si |z| < 1y que es divergente
para |z| > 1. Estudiar su cardcter para z € {1, —1,1, —i}.

Supongamos que =< es una relacién de orden sobre C de manera que restringida a R coincide con
la usual, es decir, si z,y € R, entonces x < y si y sélo si z < y. Supongamos que =< cumple las
condiciones de compatibilidad:

(P1) 2 <2 siysdlosi z+w < 2’ +w para todo w € C.
(P2) 2 <2y 0= wimplica z-w < 2" - w.

Comprobar que para dicha relacién se cumple que ¢ £ 0y 0 £ 4, con lo que C no estd totalmente
ordenado.

Comprobar que la relacién < definida por
2z < 2/ & Rez < Rez’ e Imz < Im2’

es de orden sobre C y verifica las hipétesis (P1) y (P2) del ejercicio anterior.

24. Dados z,w € C comprobar las desigualdades:

a) |z —w| > ||z] = |wl].
b) |z —w? + |z +wl* = 2(]2* + [w]?).

¢) |1 =zwf — |z —wf> = (1 - [z[*)(1 — Jw]).



10.

11.

12.

MATEMATICAS 2. GIE.
FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA.

. Expresar los siguientes ntimeros complejos en forma bindémica:

(a) sen(2 + i) (b) e~™/2 (c) 2¢m (d) 3 e~/
@i+3e ()T @)1 () e

Comprobar que son ciertas las igualdades:

(a) sin(iz) = iq (b) cos(iz) = ete”

Obtener la parte real y la parte imaginaria de las funciones:

(a) f(2) =322 — iz, (b) f(z):§+; (c) f(2) =2 +2+1, (d) f(z) =

. Calcular la parte real y la parte imaginaria de las funciones:

w[=

(a) f(z) =22+i (b) f(2) =

Siendo z, z’ dos nimeros complejos distintos y ((z+z ))Z € R. Hallar la relacién entre |z| y |Z/].

(Solucién: |z| = |2/|).

Hallar los niimeros complejos z tales que su cuadrado es igual a su conjugado. (Solucién: 0, 1o,
127r/37 14#/3)‘

Resolver la ecuacién z = 2"~ !, siendo n € N\ {2}. (Solucién: 0, Lotr/m n=10,1,2,...,n —1).
Resolver las siguientes ecuaciones:

a) €*+i=0. (Solucién: z = (2k — 1) mi, k € Z).

b) 4cosz+ 5 =0. (Solucién: z = (2k + 1) 7w L ilog2, k € Z).

c) e+ 1=0. (Solucién: z = (2k + 1) mi, k € Z).

d) sinz = 4. (Solucién: z = (§ + 2kw) —ilog (4 £ V15), k € Z).

Dado el nimero complejo z, probar que ze® + Ze* es un ntimero real.

Hallar la parte real e imaginaria de las funciones
(a) f(z) =cosh(z—1i) (b) f(z) =tanz
Probar que para cada z = z + iy € C se verifican las siguientes desigualdades:

a) |sinhy| < |sinz| < coshy.
b) |sinhy| < |cosz| < coshy.

Sea D = B(0,2) = {z € C/|z| < 2}. Calcula y representa graficamente f(D) para las funciones

(@) f(z) =3+i+z (b)) f(e) =(+i)z  (c) f(z)=1/z
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Estudia la continuidad en el disco B(0,1) = {z € C/|z| < 1} de las funciones

1 1
(a)f(z)_l—z (b)f(z)—m
Se considera la funcién
1+22
— Siz#£ 1
flz)=4 *7°¢
4q siz =1

Estudiar la continuidad de f(z) en el punto z = 1.
Estudia la continuidad de la funcién f(z) = (2° +1)/(2% + 4).
Halla los puntos del circulo B(0,2) en los que es discontinua la funcién

1
1) (:-3)

f(z) =

Determina los puntos singulares de las siguientes funciones:

2z +1 2341 22 +1
- (b) f(2) = m () J&) =% 2)(22++ 2:+2)

(a) f(z) = m

Calcula, a partir de las condiciones de Cauchy-Riemann, las derivadas de las funciones
(a) f(z) =¢€* (b) f(2) =senz (c) f(2) =cosz (d) f(z) =ize?

Estudia si las siguientes funciones definidas en C son derivables y en caso afirmativo calcular

f'(2)

(a) f(z) =%z -Imz (b) f(2) =z-Imz (c) f(z +iy) = e Yel®
(d) flz) =2-% (e) f(z) = (z*=2)e™ () fla+iy) =eVe™
(g) f(2) = (22 + cos z)e? (h) f(2) =sen2z +1 (i) flx+iy) =2y +iy

Calcula los valores de los parametros reales a,, 8 y 7 para que sea entera (derivable en todo C)
la funcién
f(z) = Rez+a-Imz+i(8 - Rez+ - Imz)

Caracteriza la funcién f(z) cuando sea entera.

Comprueba que la funcién f(z) = /|(Rez) - (Imz)| no es derivable en z = 0 y, sin embargo,
verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann en dicho punto. Razona esta aparente contradiccién.

Sea f: C — C que cumple que f(z) € R Vz € C. Demuestra que f(z) es derivable si y sélo si
es constante.

Sea f : C — C una funcién de variable compleja. Demuestra que la parte real Ref(z) y la parte
imaginaria Imf(z) son simultdneamente derivables si y sélo si f(z) es constante.

Sea f : C — C una funcién de forma que f(z) y f(z) son derivables. Demuestra que f(z) es
constante.
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Una funcién v : D € R? — R se dice que es armdnica en el conjunto abierto D si es de clase
C?(D) (existen sus derivadas parciales de orden dos y son funciones continuas) y verifica la

relacion o2 o
u u
W(m,y) + a—yQ(:c,y) =(0Vz e D.

Dada una funcién derivable f : D — C, comprueba que las funciones parte real u(z,y) =
Ref(x + iy) y parte imaginaria v(z,y) = Imf(x + iy) son arménicas en D. Nota: Supén,
aunque posteriormente veremos que esta suposicion es superflua, que las funciones parte real y
parte imaginaria de f son de clase C?(D).

Estudia si son armoénicas las funciones
(a) f(z,y) = log(z® + y?) (b) f(z,y) = 2e* cosy

Dada una funcién f : D C C — C, derivable en el abierto D, se define la aplicacién ¢(z) = | f(2)]|?.
Comprueba que se verifica la igualdad

¢ 8¢ 2

@(2) + TyQ(z) =4|f'(2)]
para cada z € D. Nota: Supén, aunque posteriormente veremos que esta suposicion es superflua,
que las funciones parte real y parte imaginaria de f son de clase C?(D).

Si D es un subconjunto abierto de R? y u : D — R es una funcién armoénica, se llama arménica
conjugada a toda funcién v : D — R que cumpla que que la nueva funcién f(x + iy) =
u(z,y) + iv(z,y) es derivable en D. Prueba que las siguientes funciones son arménicas y halla
una armoénica conjugada

(a) u(z,y) =22z(1—y)  (b) ulz,y) =22 -2 +3zy>  (c) u(z,y) = y/(a* +y*)

Determina una funcién derivable f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y), sabiendo que su parte real es
w(z,y) = z/(2* +y?) y que f(7) = 1/m.

Reconstruye la funcién derivable f(z) a partir la condicién f(i) = 2i — 1 y la parte real Ref(x +
iy) = 2% — y? + 22.

Prueba que si vi(z,y) y va(z,y) son dos funciones arménicas conjugadas de una misma funcién
armonica u(z,y) en C, entonces vi(x,y) y va(x,y) difieren en una constante.

Sean u,v : R? — R tales que u(z,y) es arménica conjugada de v(z,y) y v(x,y) es arménica
conjugada de u(z,y). Prueba que tanto u(z,y) como v(x,y) son constantes.

Expresa Re(el/ ) en términos de = e y y prueba que esta funcién es arménica en el conjunto

R2\ {0}.

Nota: Se definen las funciones hiperbdlicas complejas sinhz := (e* — e7%)/2 y coshz :=
(e* + e7%)/2. Las funciones tangente y tangente hiperbdlica se definen de la forma usual, es-
to es, tanz := sinz/cosz y tanh z := sinh z/ cosh z. Las restantes funciones trigonométricas e
hiperbdlicas complejas se definen de forma similar.



MATEMATICAS 2. GIE
INTEGRACION COMPLEJA.

/Rezdz
T

siendo T el tridngulo de vértices 0, 1 + ¢, 2 recorrido en el sentido de las agujas del reloj. ;Cuél
seria el valor de la integral si el tridngulo se recorre en el sentido contrario?

1. Calcular la integral,

2. Calcular la integral, de la funcién conjugacion, f(z) = z, a lo largo de la siguiente curva.

77N

3. Calcular la integral, / |z| Z dz, siendo 7 el camino del ejercicio anterior.
¥

4. Calcular el valor de la integral / z/Z dz, siendo 7y el camino indicado en la figura siguiente:
v

2]

5. Dado el arco y(t) = €'t, t € [0, 27], calcular la integral / dz:
42— 20
(a) si|zo| > 1
(b) si |z0| <1

6. Dada la curva y(t) = !, t € [0, 27], calcular la integral,

z
sene
/ dz
vy 2




10.

11.

12.

13.

Calcular el valor de la integral,

" 145 2
AM z, V(t) = T t € [0,27]

Comprobar que la funcién

—22/2 <0

22/2 x>0
f(w)—{ / B

es de clase C! pero no existe la segunda derivada en cero. Dado A C C un abierto conteniendo
al cero, jserd posible entontrar una funcién F' € H(A) de forma que F(x) = f(x) para cada
x € ANIR? jPor qué?

Dado r > 1, calcular el valor de la integral,

/w:ildw, () =1+ret, telo,2n]
.
Calcular la integral,
/Zezdz v(t) =i+et, telo0,2n]
. (Z _ Z)3 Y ) 9y

Calcular la integral,

(a) para y(t) = Beit, t €[0,27] (0 < B < 1).
(b) para y(t) =1+ Beit, t € [0,27] (0 < B < 1).
(c) para y(t) = Be't, t €]0,2n] (1 < B).

Sea la funcién f(z) = sen(z). Se pide calcular:

(a) Los puntos de C para los cuales f es derivable.

(b) El valor de la integral de f a lo largo de la siguiente curva,

—1+4i 1+1i

Calcular la integral,

(a) para y(t) = 3i+e't, t € [0, 27]
(b) para y(t) = —2i 4 2¢€'t, t € [0,27]
(c) para y(t) = 4e't t € [0,27]



(d) para y(t) = e't, t € [0,27]

14. Sea v la circunferencia unidad recorrida en el sentido contrario al de las agujas del reloj. Calcular:
w
/ € dw
y W

15. Supongamos que o es una curva cerrada y diferenciable a trozos. Dado zg € C\ grafo se llama
indice de o respecto de zy al valor:

1 1
I(0,29) = / dw

27 J, w— 2o

Para el caso en que o es una circunferencia, comprobar que:

(a) I(o,z0) =1 si zg estd en la regién limitada por la grafica de la curva.

(b) I(o,20) =0, en otro caso.
16. Calcular el valor de la integral
1
/ dz
y 72

siendo v la curva cuyo rango se representa en la figura superior, orientada en el sentido que
indican las flechas.

1+1i

17. Calcular el valor de la integral:

1
/cos( > dz
~ z+ 21

donde v es la elipse centrada en el origen de semiejes 2 y 1, respectivamente, recorrida en el
sentido contrario al de las agujas del reloj.



Eje imaginario

71

‘\

» Eje real

2

Nota: Una posible parametrizacion de la elipse ~v es la dada por

m: [-2,2] — C

¢ o o) =—t+iy/1 -8

para la parte de arriba y

Y2 - [—2,2] — C
t = pt)=t—iy/1-F

para la de abajo (7 = v1 U~2).

18. Dada la funcién g(z) = cosz, jexistird una funcién derivable en todo C, f(z), de forma que
f'(z) = g(2), para cada z € C? Justificar la respuesta.

/z]z\de
.

siendo v la curva de la figura siguiente, recorrida en el sentido que indican las flechas.

19. Calcular el valor de la integral,

y(t) = €lt, te0,n]




MATEMATICAS 2. GIE
SERIES DE TAYLOR Y LAURENT.

1. Determina el radio de convergencia de las series de potencias:

035 ()Y =" (@ gnle "
(d) Z—; 2" (e)y 2ma" ) B+ (D" (z+2)"
@3 cos(ni) =" ) S (n+a") 2", (a>0) HY (_i)n o

2. Calcula las series de potencias centradas en 0 de las siguientes funciones indicando su
bola de convergencia.

() f(2) = 21 b)f(z2) =2"+ 241 (o) f(2) = 53
(d) f(z) = Lo(z+1) (e)f(2) =€ (f)
(8) f(z) =cos(2?)  (W)f(2) = &3¢ (i)

3. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudia su caracter
en la frontera del dominio de convergencia.

o0 n o0 n

D SEAN ) DL O} P

n=0 n=0 n=0

4. Calcula el desarrollo en serie de potencias de las funciones siguientes en el punto que se
indica. Determina ademas el radio de convergencia de dicha serie.

1
(a) sen z, zop=1 (b) €%, zp =1 (c) - 20 =0
@ S 0=0 @ g =1 (L), 2=
1o 20 = ez—|—27 20 = (%), R0 =
z sen z
(g) ma ZOZO (h) N ) ZOZO
5. Dada la funcién f(z) = -, calcula el valor de f®0(1).

6. Calcula la serie de Laurent de la funcién f(z) = alredor de 2 y de 0.

z—2
7. Determina la serie de Laurent de la funcién f(z) = ﬁ, alrededor de los puntos zy = 0,

ZozlyZOZi.

8. Calcula las series de Laurent centradas en 0 de las siguientes funciones indicando su anillo
de convergencia.




9. Calcula la serie de Laurent de las siguientes funciones alrededor de los puntos que se
indican:

(a) 22e¥*, 2 =0 (b) eV/0=2) 2 =1
(c¢) zsen(1/(z—1)), =z2=1 (d) cos(1/z), 2=0
10. Sea funcion f(z) = L.(z), jpuede escribirse dicha funcién como una serie de Laurent en
un cierto anillo alrededor del punto zy = 07 ;Por qué?.

11. Calcula la serie de Laurent de f(z) = m alrededor del punto zy = i.

12. Calcula el desarrollo de Laurent alrededor de los polos de la funcion:

z
1@ = —w
13. Encontrar la transformada 7 de las siguientes sucesiones determinando su conjunto de
convergencia.
(a) yp, =n+ 1. (b) ¥y, = (0,1,0,1,0,1,...). (c) yp = n*.
(d) yo = (0,1,1,1,..).  (e) y, = 2% (f) y, = 1+ 2™
(g) yn =1/2™. (h) y, = n3". (i) y, = (0,1,0,2,0,4,...,0,2™, ...).

14. Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas:

(@) Ynt2 + Ynt1 —2Un = 0. (D) Ynt2 — Yny1 — 2y, = 0. (¢) Ynt2 + Ay, = 0 donde X € R.
(d> Yn+2 — 2yn+1 + Yn = 0. (e) Yni2 — 4yn+1 - 12yn = 0. (f) Yn+2 + 2yn+1 + Yn = 0.
() Ynt2 + 2Uns1 — 3Yn = 0. (0) Yni3 — Ynt2 + 2Unt1 — 200 = 0. (i) Ynsa + Ynio — 2y, = 0.

15. Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas:

(a) Ynt2 T Yns1 — 2yn = 2", (b) Ynt2 = Yngl — 2Yn = (_1)n- (C) Ynt2 — 2Yny1 + Yn = L.
(d> Ynt2 + Yn = n?. (e) Ynt2 — 4Yny1 — 12y, = n2". (f) Ynt2 + 2Yny1 + Yn = n.

(g) Ynto + 4Yn = n(_l)n' (h) Yn+2 — 2Yns1 + 6y, = 3" + n. (1) Ynt3 — Yny2 T 2Yni2 — 2Un = 2.

16. Resolver los siguientes problemas de condiciones iniciales:

Yn+2 + 2Ynt1 + Yn = n’ Yn+2 t Yns1 — 2yn =0 Yn+2 — 4Ynt1 — 12y, =0
(a) § % =0 (b) § wo=1 () § %=0

y1=1 Y1 =2 y1(0) =1

Yn+2 = 2Ynt1 T Yn =1 Yn+2 = 4Yn+1 T Yn =1 Yny2 T+ Yn =1
(d) § =0 ()3 w=1 (f) § wo=0

=0 y1=0 1 =0

Yos U P = 2 =2 Ynta + Yo =1+ 2 Ynts = Yns1 = 20n = 1
G (B)  go=1 (i) { wo=1

n p=-1 y1=—1

Yo =1

17. Determinar cudles de las ecuaciones anteriores son estables.



18. Obtener la solucion de los siguientes circuitos digitales suponiendo condiciones iniciales

nulas:

n (s)
%

(2)
2

>~ UYn

{s)

> Un

n ()
2 oS

D ~ Yn

QIO

(1,0,0,..) (o)

;

Yn

O,

19. Calcular el comportamiento asintético (limite cuando n tiende a infinito) de la solucién

de los siguientes circuitos digitales:

> Un

(2,1,1,...) (¢

_I_




> UYn

~ Un

= Un




MATEMATICAS 2. GIE
EL TEOREMA DE LOS RESIDUOS.

1. Determina y clasifica las singularidades de las funciones:

1 24 2°
(2) z— 23 (b) 1424 (c) (1—2)2
52
(8) €+

2. Calcula los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades.

Wats O o ©
@ =5 (e) ta> 0

(g) o+ ) sen@sen (/s 0 o
) Z5E (9 zeos(1/2) ) ——

. Calcula los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades, indicando ademas de qué
tipo son dichas singularidades.

sen z 1 Zz —senz
(z+1)3’

(a) f(z) =

. Calcula los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades, clasificando éstas previa-
mente.

; 2 zZ —senz
(z+1)3(z+1) (b) g(z) = €'/ (=721, 2 senz

. Utiliza el teorema de los residuos para calcular las integrales siguientes:

(a) f(z) =

(a) /622 dz, y(t) =3el, t € 0,2n]
v
(b) /2261/Z dz, y(t) =3el, t €10,2n]
gl
1 .
(c) / 25—1——22 dz, y(t) =3e, t e [0,2n]
gl
/ dz, (t)—2+eit t € [0,2n]
(- 1 (z—2) T E ATy PR

6. Sea y(t) = 1+ re®, t € [0,27]. Calcular en funcién del pardmetro r el valor de las siguientes
integrales:

z—1
—d
(2) /7z3+2z2+z “

2z
(b) /7 24 4222 4 1dZ



2
; z
——dz.

(c) /76 B2 41

(d) / 22l dz.
v

7. Sea 7y el cuadrado de vértices (R, R), (—R, R), (—R,—R) y (R, —R) recorrido en sentido positivo.
Determinar las integrales siguientes en funcién del parametro R.

z—1
—_d
(a)/7z3+222+z §
2
(b)/zdz
77;4—1—2z2+1
2
z
e 2.
(c)[/e 23 —222 41 “

(d) / el dz.
gl

8. Calcula el valor de la integral

1/z
/.e dz
~ iz + 2

siendo v la curva cuyo rango se representa en la figura siguiente. (10-12-99)

a3
s
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