MATEMATICAS 2. GIE.
ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES.

1. Encontrar las soluciones de los siguientes problemas de contorno:

2. Para qué valores de A tienen soluciones no triviales los siguientes problemas de contorno:

(a) ¥ =2y + (1 + Ny =0, y(0) =0, y(1) =0.
(b) ¥+ Ay =0, y(0) = y(27), y'(0) = y'(2m).

3. Clasificar las siguientes EDP y encontrar su forma canénica:
(a) Bugy + 4uyy —u = 0.
(b) 4ugy + ugy + 4uyy +u =0.
(€) Uz + Uyy + 3uy — duy + 25u = 0.
(d) uze — 3uyy + 2uy —uy +u=0.
)

(€) Ugy — 2Ugy + Uyy + 3u = 0.

4. Encontrar los desarrollos en serie de Fourier de las siguientes funciones periddicas (se da su valor
en el intervalo [—[, 1] con 2[ el periodo).

-1 z€[-1,0),
(2) f(x):{ 1 ze[o01].

r x€[-2,0),
(b) f() _{ 0 z€l0,2.
(¢) f(z) =2, v e[-1,1].
@) f() ={ PR

1 z€[-2,0),
(e) flz) = { 0 z€l0,1),

1 zell,2]

0 ze€[-2,1),
(£) f(x):{ 1 ze[1,2
@ f@={ o S

5. Los extremos de una barra de aluminio (o® = 0.86) de longitud 10 metros se mantienen a
temperatura de 0°C. Encontrar la expresién de la temperatura de la barra para las siguientes
condiciones iniciales



(a) u(0,y) =70,0 <y <10.
(b) u(0,y) = 70cosy, 0 <y < 10.

_ 10y y €10,5),
(¢) u0,y) = { 10(10 —y) y € [5,10].

0 S [073)7
(d) u(0,y) = { 65 yjje [3,10].

6. La variacion respecto de la variable espacial de la temperatura de los extremos de una barra de
aluminio (a? = 0.86) de longitud 10 metros es constante e igual a 0. Encontrar la expresién de
la temperatura de la barra para las siguientes condiciones iniciales

(a) u(0,y) =70,0 <y <10.
(b) u(0,y) = 70cosy, 0 <y < 10.

B 10 S [Oa 5):
(c) u(0,y) = { 10(10y— y) 56 [5,10].

[0 ye]o,3),
(d) u(0,y) = { 65 y € [3,10].

7. Los extremos de una barra de cobre (a? = 1.14) de longitud 2 metros se mantienen a temperatura
de 0°C'. Encontrar la expresion de la temperatura de la barra para las siguientes condiciones
iniciales

e

(a) u(0,y) = 65cos?(my), 0 <y < 2.

(b) u(0,y) = 70siny, 0 <y < 2.
B 60z x € [0,

(c) u(0,y) = { 60(2—z) z €l
[ 0 ze€]0,1),

(d) u(0,y) _{ 75 xell,2].

8. Repetir el problema anterior con condiciones de Newman nulas.

<

);
!

1
2

9. Un estado de equilibrio para la ecuacion del calor u; = g, es aquella que no varia con el
tiempo. Demostrar

(a) Todos los equilibrios de la ecuacién del calor son de la forma u(y) = A + By.

(b) Encontrar los estados de equilibrio de la ecuacién del calor que cumplen u(¢,0) = T y
U(t, L) = TQ.

(c) Resolver el problema

ur = aPuyy, t >0, y € (0,1),

w(0,9) =75, 0 <y <1,

u(t,0) = 20, u(t,L) = 60, t > 0.

Ayuda: Calcularla como u(t,y) = v(y) + w(t,y) donde v(y) es el estado de equilibrio
asociado a las condiciones de contorno wu(t,0) = 20, u(t,L) = 60, y w(t,y) es la solucién
del problema con condiciones de contorno nulas.

10. Los extremos de una barra de cobre (a? = 1.14) de longitud 10 centimetros se mantienen a
temperatura de 0°C' mientras que el centro de la barra es mantenido a 100°C mediante una
fuente de calor externa. Encontrar la temperatura de la barra con el tiempo para la condicion
inicial :

50 x€10,5)
0 — ) )
w(0,y) { 100 = € [5,10].



11.

12.

13.

14.

15.

Ayuda: Descomponer el problema en dos problemas de contorno con uno de los estremos en la
mitad de la barra.

Resolver los problemas
U = uyy +u, t >0, ye(0,1),
u(0,y) =cosy, 0 <y <1,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t > 0.

U = Uyy +u, >0, y€(0,1),
u(0, )—cosy,0<y<1,
uy(t,0) = 0, uy(t,1) =0, t > 0.

Resolver los siguientes problemas

up = uyy, t >0, y € (0,2m),
u(0,y) =cosy — 1, 0 <y < 2,
ut(Ovy) = 07 0< y < 27T7

[ u(t,0) =0, u(t,2m) =0, t > 0.
Ut = CQUyyv t> 07 Y€ (07 1)7
u(0,y) =0, 0 <y <1,
ut(O,y) = ]., 0< y < ].,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t > 0.
Ut = CQUyyy t> 07 Yy e (073)7

(a)

h X x e [07 1)7
(© u(0,y) = f(y), 0 <y <3, donde f(y) = 1 zell,?2),
u(0,y) =0, 0 <y <3, 2—z z€2,3].

[ u(t,0) =0, u(t,3) =0, t>0.
Resolver los siguientes problemas

up = uyy, t >0, y € (0,2m),
u(0,y) =cosy — 1, 0 <y < 2,
Ut(O,y) = 07 0< y < 27T>

[ uy(t,0) =0, uy(t,2m) =0, t > 0.
(uy = cPuyy, t >0, y e (0,1),
u(0,y) =0, 0 <y <1,

Ut(o,y) = ]-7 0< y < ]-7

y(t,0) =0, uy(t,1) =0, t > 0.
Ut = CQUy@p > 07 Y€ (073)7

(a)

S

r x€l0,1),
(c) u(0,y) = f{y), 0 <y <3, donde f(y) = 1 =ze€ [1,2}

)

u(0,y) =0, 0 <y <3, 2—z z€[2,3.

,(,0) =0, uy(t,3) =0, t > 0.

g

\

Una cuerda de 10 metros fijada en sus extremos se levanta por el medio hasta la distancia de un
metro y se suelta. Describe su movimiento suponiendo que ¢? = 1.

Demuestra que el cambio de coordenadas

T =19y + ct,
g:y_Ctv

ransform uacién ndas uy = c“u n uacién u,e = 0. ncluir qu ucién
transforma la ecuacién de ondas u 2 yy €n la ecuacién u,¢ = 0. Concl e la solucié
general de la ecuacion sera de la forma

u(t,y) = F(y — ct) + G(y + ct)

para funciones apropiadas F'y G.



16. Demostrar que la solucién del problema
Ut = cZuyy, t>0,ye(0,L),
u(0,y) = f(y), 0 <y <L,
ut(oay) = g(y)7 0< Yy < La
u(t,0) =0, u(t,3) =0, ¢t >0,

es de la forma
y+ct

u(t,y) :;(F(y—ct)+F(y+ct))+2lc/

donde F' es la extension 2] periddica e impar de f.

—ct

17. Resolver el problema
Ut = uyy +u, t >0, y € (0,L),
u(0,y) = f(y), 0 <y <L,
u(0,y) =0, 0 <y < L,
u(t,0) =0, u(t,3) =0, t >0,

18. Resolver los problemas

Uzg + Uyy = 0, (z,y) € (0,5) x (0,6),
(a) u(xz,0) =0, 0 <z <5,

u(r,6) =22 0<z <5,
L 2(0,y) =u(5,y) =0, 0 <y <6.
Uzz + Uyy = 0, (z,7) € (0,1) x (0,1),
u(z,0) =u(z,1) =0, 0 <z <1,
u(0,y) =sin(ry), 0 <y <1,
u(l,y) =0, 0 <y <1
Ugy +uyy =0, (z,y) € (0,4) x (0,1),

,0) =cos(4x), 0 < x < 4,

(c) (,)—0 0<z<d4,

u(0,y) =g(y), 0 <y <1,

u(d,y) =0, 0 <y < 1.

19. Resolver los problemas de Neuman

Uzy + Uyy = 0, (z,y) € (0,1) x (0,1),
uy(z,0) = uy(x,1) =0, 0 <z <1,
U:r(ovy):y7 0<y<1,
[ uz(l,y) =0, 0<y<1l
Uzy + Uyy = 0, (z,y) € (0,2) x (0,3),
uw(ovy) = U:B(?’vy) =0, 0<y <3,
uy(z,0) =€", 0 <o <2,
uy(z,3) =0, 0 <z <2
( Uy +uyy =0, (z,y) € (0,5) x (0,10),
uz(0,y) =1, 0 <y < 10,
us(5,y) =0, 0 < y < 10,
uy( 0)=1, 0 <z <5,
[ uy(z,10) =0, 0 <z <5.

(a)

()

20. Resolver el problema
Ugg + Uyy = u, (z,9) € (0,1)2,
u(z,0) =u(z,1) =0, 0 <z <1,
u0,y)=y—1, 0<y<1,
u(l,y) =0, 0 <y < 1.



