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. Qué es Maxima?

Maxima es un programa que permite hacer calculos mateméticos complicados
con gran rapidez. Para entendernos, es como una especie de calculadora
gigante a la que no sélo podemos pedirle que haga calculos numéricos, sino
que también hace derivadas, cdlculo de primitivas, representacién grifica de
curvas y superficies, factorizacién de polinomios etc.

Abordamos en esta prictica una iniciacion a Maxima partiendo desde
cero, e intentaremos poner de manifiesto su utilidad a la hora de trabajar
con expresiones matemaéticas complicadas, permitiendo hacer éstas con poco
coste de tiempo.

Serd necesaria por parte del alumno una lectura previa de esta practica
antes de empezar a trabajar con el programa. Esta lectura previa tiene por
objeto el conocimiento de ciertas sentencias clave que permiten el manejo del
programa. Al igual que al aprender el manejo de una calculadora cientifica
es necesario leer las instruciones de la misma, estas notas pueden ser ttiles
para aprender el manejo de Maxima.

Por otra parte, a pesar de la potencia evidente del programa, hemos de
hacer notar que es necesario por parte del alumno un conocimiento matematico
tedrico de todas las funciones y sentencias que vamos a usar. Por ejemplo,
aunque una calculadora multiplica nimeros con suma facilidad, sélo nos per-
catamos de su potencia en cuanto conocemos dicha operacién y somos ca-
paces de realizarla de un modo mucho més lento. Con Maxima ocurre lo
mismo. Sélo conociendo tedricamente las operaciones que Maxima realiza
nos percataremos de su indudable utilidad.
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Chapter 1

Preliminares

Cuando se arranca Maxima, aparece una pantalla blanca vacia. En ella
podemos escribir aquellas operaciones que queremos que realice. Una vez
tecleada la operacion, hemos de pulsar las teclas shift + enter para obtener
el resultado. Por ejemplo, supongamos que queremos hacer la operacién 2-+2.
Teclearemos entonces

242

en la pantalla. A continuacién pulsamos shift + enter y aparecerd lo siguiente
en pantalla:

(%il) 2+ 2;

(%01) 4

siendo %il la entrada uno, proporcionando la salida %ol.
Ademsds se pueden realizar las siguiente operaciones algebraicas:

r+y — suma

T —1y — resta
x/y —  division

rxy — producto
'y —  potencia.

Actividad 1 Realizar las siguientes operaciones con Mazima:

(a) 3.75+ 8.987 =
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(b) (2-31)" =

2
() S =

(d) 2 x102+3x 1078 =
w4 \ 56
(e) (F55)" =

A la hora de trabajar con Maxima, hemos de tener en cuenta que hay dos
modalidades admisibles. Tomemos por ejemplo la operacion

2x10% 43 x 107%.
Si introducimos la sentencia

2% 10+ 3%107°
obtendremos al ejecutarla

(%il) 2%10% +3 %1073
200003
1
(%ol) =500

mientras que si escribimos
2.0%10* + 3% 107"
obtendremos

(%i2) 2.0%10% +3 %1073,
(%02) 200.003

Como vemos, en la primera obtenemos una fraccién, mientras en la se-
gunda obtenemos un nimero decimal. Pero las diferencias van mds alld de
esta apariencia: en la primera el programa ha trabajado con precisién in-
finita y el resultado que presenta es exacto. En la segunda se ha trabajado
(el programa lo hard autométicamente al detectar un nimero decimal, 2.0 en
este caso) con precicién finita y por lo tanto con errores de redondeo. Estos
errores no afectan a esta operacién, pero si lo hacen a la operacién

(1/10)"4,



que en precision infinita se obtiene

(%il) (1/10)°4;
1

(%01) 15000

mientras que en finita tenemos
(%i2) (1.0/10)"4;
(%02) 1.0000000000000005 10~*

La funcién float se puede utilizar para convertir un nimero en decimal
de doble precisién, que es la que por defecto utiliza el programa. Asi por
ejemplo

(%i3) float((1/10)°4);
(%03) 1.0 107*
Igualmente la operacion
(%i4) 27100;
(%04) 1267650600228229401496703205376
pero si escribimos
(%15) float(27100);
(%05) 1.2676506002282294 10*°

Los nimeros de la forma 3.05 x 1072 en coma flotante pueden expresarse
escribiendo el exponente como "f", "d" o "e". Por ejemplo

3.05 x 1072, 3.05¢73, 3.05d >, 3.05f73

Para saber si el programa estd trabajando en precisién finita o infinita
tenemos la sentencia numer. Esta sentencia, si la ejecutamos nos devuelve
el valor por defecto false, lo que significa que el programa estd trabajando
en precisién infinita. Si introducimos

(%i6) numer:true;
(%06) true

pasamos a trabajar con precisién finita. Para activar la precisién infinita
debemos teclear

(%i7) numer:false;

(%07) false
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1.1 Sobre las constantes

Las principales constantes matemadticas elementales se teclean en Maxima
del siguiente modo

Toe— > e = 2.718281828459045d0
%i— > -1
ind o und— > Representa un valor indeterminado
inf— > 4o
min f— > —o0
Y%ophi— > L5 (razén atrea)

%opi— > 7= 3.141592653589793d0

Aparte de estas constantes, pueden declarar otras que se puedan necesitar
en un momento dado. Por ejemplo, si queremos asignar la constante de la
gravitaciéon universal G' = 6.67 x 107! debemos teclear

(%i1) G : 6.67 x e — 11;
(%o1) 6.67 107

Notese que usamos : en vez del simbolo de igualdad =. Si tecleamos G y
pulsamos shift +enter obtendremos en pantalla

(%i2) G;
(%02) 6.67 1071
Maxima distingue entre mayisculas y mintsculas por lo que si escribimos g,

esta no es igual a G. Para eliminar el valor asignado a G tenemos la funcién
kill. Tecleando

(%i3) Kill(G);
(%03) done

desposeemos a G de su valor. Si tecleamos como antes obtenemos en pantalla

(%i4) G;
(%04) G
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dado que hemos borrado la variable de entre las definidas.

Por otra parte, si en una misma linea queremos definir varias variables, o

9,99

escribir varias expresiones debemos separar estas con ”;”. Por ejemplo

Ly 25z 4y

que como vemos proporciona 3 salidas. Si queremos borrar todos estas vari-
ables declearemos

(%i8) kill(all);
(%08) done

Si no deseamos escribir la variable en una salida basta escribir un "$" al final.
Por ejemplo

(%il) z: Ly : 2522+ y$
(%01) 1
(%02) 2

y no proporciona la tercera salida de la variable z como anteriormente ocurrfa.

1.2 Sobre las funciones

Una primera apreciacién sobre las funciones en maxima es que estas van
definidas en mintsculas con los argumentos entre paréntesis. Las nociones
matemadticas mds notables las presentamos en la siguiente tabla:
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sqrt(z) vV
exp(x) e’
log(z) log =
sin(x) sin x
cos(z) cos T
tan(x) tan x
asin(x) arcsin
acos(x) arccos
atan(z) arctan x
n! factorial de n
abs(z) ||
entier(z) = parte entera de

Asi, si escribimos

Actividad 2 Calcular los siguientes valores:
(a) sinm/4 +cosm/T =
(b) log, 256 =

(c) ‘arcsin 0.98 + %

(d) 810! —

(e) \/log34 + e'? =
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Aparte de las funciones que Maxima tenga integradas, podemos introducir
nuevas funciones con la sentencia define. Su estructura es

define(f(x_1,..,x_n),expr),

que definird una funcién de nombre f dependiente de las variablesx_1,...,x _n
seguin la expresion expr, que puede ser escalar o vectorial. Por ejemplo si
queremos definir la funcién f(z,y) = zy, escribimos

(%1i1) define(f(x,y),z *y);
(%0l) f(z,y) ==z *y

con lo que la funcién estard introducida. Si ahora tecleamos

(%0i2) f(2,3);
(%02) 6

Las funciones también pueden definirse de una forma més cémoda con la
expresion

(%i3) f(z,y) =z xy

1.3 Aprovechando cdlculos anteriores

A veces, es posible que tengamos que hacer una sucesién de cdlculos consec-
utivos de manera que cada nueva operacion se basa en la anterior. Parece
necesaria entonces algo que nos remita a resultados anteriores. Esto se re-
aliza con maxima simplemente llamando a la entrada o salida correspondi-
ente anteponiendo siempre el simbolo %. Por ejemplo, si queremos calcular
cos (sin/7) tendriamos que calcular primero sin7/7, para despues calcular
el coseno de dicha cantidad. Esta operaciéon podriamos hacerla del modo
siguiente:

%il) sin(%pi/7);

o sn (2

%i2) cos(%o1l)

7r
02) cos (s1n(7>)
%i3) float(%02)
%03) 0.90733988115078

X

X

(
(
(
(
(
(
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Obviamente, este ejemplo es bastante sencillo ya que la operacién en cuestién
podria haberse hecho en una sola linea de comandos, pero ilustra bien el modo
de proceder cuando se estén realizando operaciones y cédlculos més complejos.
Finalmente, para llamar a la salida anterior basta usar el simolo %. Asi, la
operacién anterior podria haberse escrito como

%il) sin(%pi/7);

o ()

i2) cos(%)

2 oo (2)

%i3) float(%)
%03) 0.90733988115078

N N X

(
(
(
(
(
(
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Integraciéon con Maxima

2.1 Ca&lculo de primitivas e integral definida

Maxima también posee sentencias para calcular primitivas de funciones de
una variable. El comando que se utiliza para calcular la primitiva de una
funcién f (z) es integrate(f,x), indicando la variable respecto la cual se
integra. Por ejemplo, para calcular una primitiva de f () = sin z procedemos
del siguiente modo.

(%i1) integrate(sin(z), z);
(%01) — cos(x)

Si lo que pretendemos es calcular la integral definida fab f (z) dz, el comando

que debemos usar es integrate(f,x,a,b). Entonces fol xdx se calcularfa del
modo siguiente.

(%i2) integrate(z, z, 0, 1);

(%02) %

Actividad 3 Calcular las primitivas de las siguientes funciones:

(a) f(x) = cosxsin2xcos 3z

(b) f(z) =5

(c) f(x)=e"cosx

15
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(d) f(z)=e"*(z"2+ 1)sinx

Actividad 4 Calcular para cada una de las funciones del ejercicio 3 la in-
tegral fol f (z)dx dando el resultado exacto y con cifras decimales.

2.2 Integraciéon muiltiple con Maxima

Utilizando el comando integrate repetidas veces podemos hacer célculos de
integrales dobles y triples. Solo hay que tener en cuenta el orden de las
variables al hacer la integracién. Aunque el orden da igual al integrar sobre
rectdngulos o prismas regulares, para otros conjuntos mas complejos el orden
en que se integra hace puede hacer los cdlculos més sencillos. Veamos algunos
ejemplos de ésto. Por ejemplo para calcular

/ / rydxdy
[0,1]x[0,3]

(%i1) integrate(integrate(x*y,x,0,1),y,0,3)

bastard teclear

y obtenemos
9

1
Noétese que si tuviéramos activada la sentence numer:true, obtendriamos en
valor aproximado 2.25.

El ejemplo anterior es bastante sencillo al tratarse de un rectdngulo. Se
hubiera obtenido el mismo resultado cambiando el orden de integracion tecle-
ando

(%o01)

integrate(integrate(x*y,x,0,3),y,0,1)

Démonos cuenta que si tecleamos simplemente
(%i1) integrate(x*y,x,0,3)

obtenemos el resultado

Y

%o01) =,

(o) &

ya que estamos integrando sélo respecto de la variable x considerando y como
una constante.
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Lo mismo ocurrird con la integracién en tres variables, por ejemplo al

integrar
/ / / xyzdrdydz,
[0,1]x[0,3]x[—1,1]

donde habra que teclear
(%i1) integrate(integrate(integrate(x*y*z,x,0,1),y,0,3),z,-1,1)

para obtener el resultado

(%o1) 0.
Actividad 5 Calcular las siguientes integrales dobles y triples:
(a) | f[1,2}><[74,8] (2% + 2zy)dady.
() [ f[0,1}x[o,27r] e® sin ydzdy.
() I Joyxpoznxi—1n(€”sin(y) + 2)dzdydz.

(d) f f f[071]><[0727r}><[_1,1] (37 + y2 + yz2)dxdydz

Con recintos mds complicados hay que tenemos mucho ma&s cuidado a la
hora de indicar qué variables son las primeras que debemos de utilizar para
hacer la integracion. Por ejemplo, calculemos

/ / v dxdy
Q

donde = {(x,y) € R? : 22 + y*> < 1}, que como sabemos se trata de un
circulo de radio uno. Aqui, debemos de tener en cuenta que el recinto puede
ser descrito como

—-1<z<1

—V1-—22<y<+V1-—2a2

y si lo describimos asi debemos teclear en Maxima
(%i1) integrate(integrate(y ~2,y,-sqrt(1-x"2),sqrt(1-x"2)),x,-1,1)

cuyo resulstado nos da

(%ol)%
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Este mismo problema podria haberse resuelto tomando

-1<y<l1

—V1-yt <z <12

y tecleando en Maxima
integrate(integrate(y ~ 2,x,-sqrt(1-y ~2),sqrt(1-y ~2)),y,-1,1)

obteniendo el mismo resultado. También, al tratarse de un recinto circular
podriamos haber hecho el problema pasando a coordenadas polares (r, ), es

decir,
1 27
//y2dccdy:// 73 sin® Odfdr.
Q o Jo

Teclearfamos entonces en Maxima
integrate(integrate(r~3*sin(t) ~2,t,0,2 * %pi),r,0,1)
para obtener de nuevo el resultado 7 /4 anterior.
El proceso cuando se tiene integral triple es andlogo, s6lo hay que anadir

una vez la sentencia integrate para la tercera variable que vamos a introducir.

Actividad 6 Calcular las integrales dobles siguientes en los recintos que se
indican:

(a) //dexdy en Q= {(z,y) e R?: 2% +y*> < 1}.
(b) //Q(Sy?’ + 2?)dxdy en Q = {(z,y) € R? : 2? + ¢y*> < 1}.

(c) //w/xydxdy en Q= {(z,y) eR*:0<y <1, y* <z <y} (Nota:
Q

aqui el programa hard una prequnta antes de dar la solucion).

(d) //ye””dxdy enQ={(r,y) eR?:0<y<1, 0<z<y?}
Q

(e) //y—i—logxda:dy en Q={(x,y) eR*:1/2 <z <1, 2?2 <y <z}
Q
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Actividad 7 Calcular las integrales que a continuacion se piden en los recin-
tos correspondientes:

(a) ///yxzdmdydz en Q = {(z,y,2) e R¥: -5 <2<y +ux, —1<
Q
z,y < 1}

IN

(b) ///(Z/Sinz—i-x)dxdydz en Q= {(z,y,2) ER3:y>2>4y2 0
Q
r,y < 1}

(c) ///xdxdydz en Q={(r,y,2) eR3:1>9y?>+2% 0< 2 <1}
v

() ///(92+Z+$)da:dydz en Q= {(z,y,2) € R3: 22 + 9> + 2% = 1}.
Q

Nota: pasar a coordenadas esféricas.
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Chapter 3

Representacion grafica de
funciones, curvas y superficies

Maxima permite hacer representaciones gréficas de funciones de una y varias
variables, asf como de superficies parametrizadas. Vamos a ver en esta notas
como puede hacerse.

3.1 Graficas unidimensionales

Dentro de las graficas unidimensionales, tenemos que distinguir entre las
graficas de funciones reales de variable real, y las graficas de curvas en dos y
tres dimensiones.

Para representar funciones reales de variable real, tenemos el comando
plot2d, al que habra que introducirle la funcién que deseamos representar asi
como la variable independiente y el dominio de ésta de forma [var,liminf,limsup].
Asi, para representar la funcién f (z) = sinz en el dominio [0, 27] escribimos

(%i1) plot2d(sin(zx), [x,0, 2 x %opi]);
(%01)

Al ejecutarlo nos saldrd una nueva ventana con la gréfica en cuestién, pues
se utiliza un programa externo a maxima llamado Gnuplot. FEsta gréfica
podemos guardarla en extensiéon "emf".

Es preciso hacer aqui un aclaracién porque en general todos los comandos
graficos también prueden escribirse anadiendo las letras “wx". Por ejemplo,

21
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si tecleamos
wxplot2d(sin(z), [z, 0, 2 * %pi])

obtenemos la misma grafica en la pantalla en la que estamos trabajando. No
obstante, estas graficas no se pueden modificar, mientras que si llamamos
al programa Gnuplot, es decir, sin escribir wx delante si es posible realizar
cambios en la gréfica que hemos generado.

Si queremos representar varias funciones a la vez, hemos de escribir

(%12) plot2d([sin(x), sin(2 * )], [x, 0, 2 * %opi]);
(%02)

expresiéon que hard una representacién grifica simultdnea de las funciones
sinx y sin 2x. Si queremos indicar cual serd el rango de representacién de las
funciones, teclearemos

(%13) plot2d([sin(z), sin(2 * )], [z, 0,2 * %pi], [y, 0,1]);
(%03)

que nos dard la representacion de las funciones entre 0 y 1, no representando
nada cudndo la imagen se halle fuera de dicho intervalo.

Actividad 8 Representar graficamente las siguientes funciones de una vari-

able:
(a) f(z) =% en el dominio [—2,2].

(b) f(x)

(c) f(z)=sin (%) en el dominio [—2,2].
)
) =

_ x2 1+x

% en el dominio [—2,2].

= €% en el dominio [—5,5].

(d) f(x
(e) [z

La sentencia plot2d admite distintos tipos de sentencias que al ser intro-
ducidas justo despues de la misma, permite hacer diferentes gréficos unidi-
mensionales. Asi, el comando empleado para representar curvas parame-
trizadas en el plano es plot2d, anadiendole la opcién parametric, e in-
dicdndole el nimero de puntos que vamos a usar en la representacién que

en el dominio [—m, 7] .
Ccosx
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introducimos con la expresion nticks. Por ejemplo, para representar la curva
{ x (t) =sint

y () = sin 2t en el dominio [0, 27] debemos teclear
(%i1) plot2d([parametric, sin(t),sin(2 = t), [t, 0, 2 * %pi], [nticks, 1000]])$
que nos dara la representacién deseada con una malla de 1000 puntos. Al

aumentar el niimero de puntos mejoramos la representacion pero aumentamos
el tamano del fichero y el tiempo de computacion.

Actividad 9 Representar grificamente las siquientes curvas en el plano.

(a) { z () i C.Ons 2t en el dominio [0, 27].

gt) :1755 en el dominio [0,2] .

z (t) = cost?
y(t) =sint? en el dominio [0,27].

3.1.1 El paquete draw

La sentencia plot2d en su forma paramétrica permite la representacién de
curvas planas, pero no es posible representar curvas en tres dimensiones. Para
esto, y para mucho mds, disponemos del paquete draw, que previamente
debemos cargar usando la sentencia

load(draw)

load(draw)$
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si no queremos que nos escriba nada a continuacién. Como una primera
aproximacion, este paquete dispone de las sentencias draw2d para represen-
tar curvas planas, y draw3d para representar curvas en tres dimensiones. La
sintaxis es un poco distinta a la de plot2d. A modo de ejemplo dibujamos
una circunferencia

draw2d(nticks=1000,parametric(cos(t),sin(t),t,0,2*%pi))
o bien una hélice
draw3d(nticks=1000,parametric(cos(t),sin(t),10*t,t,0,10*%pi))

Actividad 10 Representar grdficamente las siguientes curvas en el plano y
el espacio utilizando el paquete draw.

32 en el dominio [=50,50] (Folium de Descartes).

y (1)

z(t) = et/ cost

y(t) =e/Psint en el dominio [0,107].

z(t):\/él_t

N

(a) { zég : ;j'onst% en el dominio [0, 27] .
(b) { 5((3 : :;n(t) en el dominio [—1,1].
(c) { ig; : i/?f en el dominio [0,2] .
(d) { 58; z f en el dominio [0,2].
z (t) = cost?
(e) { y (t) =sint?* en el dominio [0,27].
z(t) =1
z(t) =sint o ,
(f) { y (1) = cost + log(tan ) en el dominio [0, 7| (Tractriz).
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(20
(i) § y(t) =
Z(
(j) { 5(( t; _ 20 el dominio [0,107] (Espiral logaritmica).

3.2 Graficas de superficies

La representacién grafica de funciones de dos variables se hace mediante el
comando plot3d. Por ejemplo, si queremos representar la funcién f (x,y) =
sin (zy) en el dominio [0, 3] x [0, 3] hemos de escribir

(%i4) plot3d(sin(x * y), [¢,0,3], [y, 0, 3]);
(%04)

pero si queremos representar varias funciones a la vez, debemos escribir
(nétese la diferencia con la sentencia plot2d anterior)

(%i5) plot3d([sin(x x y), = — vy, [x,0, 3], [y, 0, 3]]);
(%05)

que realizard la representaciéon grafica conjunta de las funciones sin(zy) y
x — y en el dominio [0,3]%. Al igual que en el caso bidimensional, podemos
elegir el rango en el que queremos hacer la representacién grafica.

Para la representaciéon de curvas de nivel de funciones reales del plano
tenemos la sentencia contour plot, cuya sintaxis es idéntica a plot3d. Si
tecleamos

(%i6) contour _plot(sin(x * y), [z, 0, 3], [y,0, 3]);
(%06)

obtenemos las curvas de nivel de la funcién sin(zy).

Existen numerosas alternativas y opciones para la representacion grafica
segin sean nuestras necesidades. Estas pueden consultarse en el meni de
ayuda del programa.

Actividad 11 Representar grificamente las siguientes funciones de varias
variables, asi como sus curvas de nivel:
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(a) f(z,y) =log(x®+ y*) en el dominio [—2,2] x [—2,2].

(b) f(z,y) = 2*>+ y* en el dominio [—-2,2] x [-2,2].

(c) f(x,y)= e+ en el dominio [—2,2] x [-2,2].

(d) f(2,y) = (2 +y®)sin 15 en el dominio [~1,1] x [~1,1].

El programa también es capaz de hacer representaciones graficas de su-
perficies regulares dadas por parametrizaciones con dos pardmetros. Para
ello, de nuevo debemos cargar el paquete draw. Recordemos que para ello
debemos teclear

load(draw)$

A continuacién podemos utilizaar la sentencia draw3d tanto para repre-
sentar funciones como superficies. Veamos algunos ejemplos. Tecleando

draw3d(explicit(sin(x x y), z,0,3,y,0, 3));
obtenemos la grafica del principio de esta seccién.

Actividad 12 Representar grificamente las siguientes funciones de varias
variables utilizando el paquete draw:

(a) f(z,y) =log (z* +y?) en el dominio [~2,2] x [~2,2].

(b) f(z,y) =2*+y* en el dominio [—2,2] x [—2,2].

(¢) f(z,y) = e en el dominio [~2,2] x [2,2].

(d) f(x,y) = (2° +y*)sin 7 en el dominio [~1,1] x [~1,1].

Supongamos que ahora queramos representar la esfera x? + y? + 22 = 1
que tiene por parametrizacién

T = cosusinwv,
y =sinusinv, wu € [0,2n], v e [0,n].
Z = CoS,

Tecleamos entonces
draw3d(parametric_surface(cos(u)*sin(v),sin(u)*sin(v),cos(v),u,0,2*%pi,v,0,%pi))

obteniendo la gréfica pedida.
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Actividad 13 Representar grificamente las siguientes superficies:

x (u,v) =sinu
(a) ¢ y(u,v) =cosu en el dominio [0,2x] x [0,4] (Cilindro).
2 (u,v) = v
x (u,v) = cosu (3 + cosv)
(b) ¢ y(u,v) =sinu(3+cosv) en el dominio [0,27] x [0,27] (Toro).
z (u,v) = sinw
x (u,v) = cosusinv
(c) { y(u,v) =sinusinv en el dominio [0,27] x [0, 7] (Esfera).
z (u,v) = cosv
x (u,v) = vsinu
(d) ¢ y(u,v) =vcosu en el dominio [0,4n] x [—1,1] (Helicoide).
2 (u,v) = u/3
x (u,v) =u
(e) < y(u,v) =102 en el dominio [0, 3] x [0, 3].
2 (u,v) = sin (uv)
z(u,v) =u
(f) < y(u,v)=v en el dominio [—1,1]x[—1,1] (Silla de mono).
2 (u,v) = u® — 3v?u
x (u,v) = coshv cosu
(9) { y(u,v)=coshvsinu en el dominio [0,27] x [-2,2] (Catenoide).
z (u,v) =v
r(u,v) = (2 —vsing)sinu
(h) < y(u,v) = (2—wvsing)cosu en el dominio [0,27] x [—1,1] (Banda
z (u,v) = vcos g

de Mdebius).
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Chapter 4

Series de Fourier y Ecuaciones
en Derivadas Parciales

4.1 Series de Fourier

Maxima tiene varias sentencias para calcular las series de Fourier de funciones
periédicas disponibles en el paquete fourie. Para usarlas, previamente hemos
de cargar dicho paquete tecleando

load( fourie),

que al introducirlo nos dard una sentencia indicidndonos que el paquete ha
sido cargado.
Una vez cargado, si suponemos que f(¢) es una funcién 27-periédica, la
sentencia
fourier(f(t),t,T)
nos devuelve una lista con los coeficientes de Fourier de dicha funcién, es
decir nos da

% + Z ag, cos(kmt/T) + by sin(knt/T)]
k=1
donde

1 T

o = = / F(8) cos(kt/T)dt
T J_r
1 T

by = —/ f(t)sin(knt/T)dt
T )

29
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Por ejemplo
(%i1)fourier(t+t"2,t,2)

nos da la salida

4
(%tl) ag = g
16 sin(7n) 32sin(7n) 32 cos(mn)
- +
(%t?) a, = ™ m3n3 m2n?
2
851121(7;11) __ 8cos(mn)
(%t:‘;) b, = —En 5 ™

(%03) [%t1, %t2, %t3]

que se corresponde con los coeficientes de Fourier de la mencionada funcién.
Como vemos, puede ser 1itil disponer de sentencias que simplifiquen los coe-
ficientes sin(n%pi) = 0 y cos(n%pi) = (—1)". Para ello tenemos la sentencia
foursimp(expresion) que simplifica sin(n%pi) a 0 si sinnpiflag vale true y
cos(n%pi) a (—1)" si cosnpiflag vale true. Las variables sinnpiflag y cos-
npiflag son por tanto opcionales y valen true por defecto. Asi, si tecleamos

(%i4) foursimp(fourier(t+t°2,t,2))

nos devuelve las salidas anteriores y sus simplificaciones

4
(%t4) ag = g
16 sin(7n) 32sin(mn) 32 cos(mn)
- +
(%t5) a, = ™ 7r32n3 m2n?2
8sig(7;n) __ 8cos(mn)
(%tG) bn — TN 2 ™
22
(%t?) ag = g
16(~1)"
4(—-1)"
(%19) b, — —2=1)
™

(%09) [%t7, %18, %t9)]
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Como sabemos, las series de Fourier tienen una forma especial para el
caso de funciones pares o impares, ya que en estos casos los coeficientes del
seno o coseno se hacen nulos. Supongamos una funcién f(t) definida en [0, 7]
a la que extendemos de forma par en [—T,T| y 2T—periédica a toda la recta
real. Dicha funcién solo tendrd coeficientes coseno no nulos y su serie la
obtenemos como

fourcos(f(t),t,T),

y cuyos coeficientes se tienen la expresiéon

ap = %/UT f(t) cos(kt)dt,

Si la extensién de f(t) a [—=T,0] es impar, la serie s6lo tendréd coeficientes
seno que se calculan con la sentencia

foursin(f(t),t,T),
con coeficientes
9 [T
b = —/ f(t) sin(kt)dt.
T Jo

Por ejemplo
(%i10) foursimp(fourcos(t+t~2,t,2))

nos devuelve la salida

(%¢10) ag — g
_ 12sin(wn)  16sin(rn)  20cos(mn) 4
(t11) an = ™m mn3 m2n? w2n?
(%t12) ag = g
4(5(=1)"—1)
(%t12) a, = .3
(%012) [%t11, %t12] (4.1)

mientras que
(%i13) foursimp(foursin(t+t"2,t,2))

produce la respuesta

(%t13) b, = 20sin(mn) 12 cos(mn) n 16 cos(mn) 16

m2n2 ™ m3n3 33
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4 (3m*n?(—=1)" — 4(=1)" + 4)

(%014) [%t14]

Démonos cuenta de que fouriersin(t~2,t,%pi) no es el desarrollo de #?
como una funcién definida en [—7, 7] sino de la extensién 2r—periddica de la
funcién impar

(%t14) b, = —

—t* te[-1,0],
f(t)_{ 2 telo,1].
Si tenemos los coeficientes de Fourier de una cierta funcién 27-periédica
hasta un cierto valor n (pudiendo ser oo, esto es inf), podemos construir su

serie de Fourier, o mejor dicho, una aproximacién de esta con la sentencia
fourexpand que tiene la sintaxis

fourexpand(lista,t,T)n),

donde lista es un conjunto de coeficientes de Fourier que previamente habre-
mos calculado. Asi, por ejemplo, podemos construir los desarrollos en series
de Fourier de los ejemplos anteriores hasta orden 5 tecleando

(%i15) 1 : fourier(t+t"2,t,2)

(%t15) ag = %

16sin(mn)  32sin(mn) + 32 cos(mn)
(%t16) a, = ™ m3n3 m2n2
2
8si1;(7;n) __ 8cos(mn)
(t17) b, = =227

(%ol7) [%t1, %2, %t3]
(%i18) fourexpand(1,t,2,2)

2sin(wt)  4cos(mt)  sin(Z 16cos () 4
(x) , dcos(rr) | sin() _16eos () s
T T T T 3

(%018)

(%i19) fourexpand(1,t,2,inf)

oo (D)™ sin(%"t) o (=" COS(%M)

4 22 16 I
Zn—l n + Zn—l 5 n2 + -
s s 3

(%019) —
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Esta operacién puede hacerse autométicamante con la sentencia totalfourier
cuya sintaxis es
totalfourier(f,x,T)

vy que devuelve la serie de Fourier completa esto es
fourexpand(foursimp(fourier(f, x, p)), x, p, /inf)
Por ejemplo si tecleamos

(%i20) totalfourier(t+t"2,t,2)

obtenemos 4
(%tQO) apg = §
16sin(mn) 325i?1:1(;rn) + 32 cc;s(;rn)
(et21) 4 = —mn——wnt T
8si121(7;n) __ 8cos(mn)
(h122) b, = =2
22
(%t23) ag — E
16(—1)"
4(-1)"
(%125) by, = — 21
™
00 (—1)"sin(”—m) 0o (=)™ cos(”—m)
45> ———22 16> - ——p2L 4
(%025) . anl n + anl 5 n + =
T 7T 3

Actividad 14 Obtener los desarrollos de Fourier y de seno y coseno de
orden 10 e infinito de las funciones siguientes:

(a) cost definida en [0, 7).
(b) sin(2t) definida en [0, 7).
(c) ¥ definida en [0,1].

(d) e't definida en [0, 6)].
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(e) cost definida en [0, 27].

Actividad 15 Los extremos de una barra de cobre (o = 1.14) de longitud
2 metros se mantienen a temperatura de 0°C'. Encontrar la expresion de la
temperatura de la barra para las siguientes condiciones iniciales

(a) u(0,y) = 65cos?(my), 0 <y < 2.
(b) u(0,y) =T70siny, 0 <y < 2.
(c) u(0,y) =y, 0<y<2.

Nota: Tomar desarrollos en serie de Fourier de orden 5 y 10 y repre-
sentar la solucion grdficamente.

4.2 Sobre funciones continuas a trozos

Todo lo que hemos visto anteriormente no funciona si tenemos una funcién
continua a trozos como por ejemplo

— t te [_27 O))
f(t)_{l—t t €10,2].
Si deseamos calcular los coeficientes de Fourier, debemos calcular las inte-

grales que las definen directamente. Asi, los coeficientes de la funcién anterior
los calculamos como

integrate(t,t,-2,0)+integrate((1-t),t,0,2)
que da el valor
—2
foursimp (integrate(t*cos(n*%pi*t/2),t,-2,0)+integrate((1-t)*cos(n*%pi*t/2),t,0,2));

que nos da
8((=1)"—1)
m2n?
foursimp (integrate(t*sin(n*%pi*t/2),t,-2,0)+integrate((1-t)*sin(n*%pi*t/2),t,0,2));

que nos darfa
2((=)"-1)

™
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por lo que la serie de Fourier es

_1+§§{_4«;2;—UC%(7T)_(—mn—lgn(%?>]

™

Actividad 16 FEncontrar los desarrollos en serie de Fourier de orden 10 de

las siguientes funciones periddicas (se da su valor en el intervalo [—L, L] con
2L el periodo).

-1 x€]-1,0),
(Wﬂ@:{l z € 0,1].

w0 ={ 5 L)

z € [0,2].
(c) f(x) =2, ve[-1,1].

@ o ={

r x€]l0,1].

1 x€[-2,0),
(e) flz)=4 0 x€l0,1),

1 zell2].

Actividad 17 Los extremos de una barra de cobre (a? = 1.14) de longitud
2 metros se mantienen a temperatura de 0°C'. Encontrar la expresion de la
temperatura de la barra para las siguientes condiciones iniciales

60x HARS [071>’
(a) u(0,y) = { 60(2 —x) x€ll,2].

0 x€][0,1),
(b) U(O,y):{ 75 xe[[1,2]>-

Nota: Tomar desarrollos en serie de Fourier de orden 5y 10 y repre-
sentar la solucion grdaficamente.

Actividad 18 Resolver el problema

Uty = 4uyy7 t> 07 ) S <073)7
w(0,y) = f(y), 0 <y <3,
w(0,9) =0, 0 <y <3,
u(t,0) =0, u(t,3) =0, t > 0.
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r  x€l0,1),
donde f(y) = 1 ze€ll,2),
2—x x€23].

Nota: Tomar desarrollos en serie de Fourier de orden 5 y 10 y repre-
sentar la solucion grdaficamente.



