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INDICACIONES

e Los alumnos deberdn responder a las cuestiones tedricas y a los cuatro problemas pro-
puestos.

e En la primera hoja se indicard el nombre completo y el grupo. PROBLEMAS

e El examen aportard un 80% de la nota final de la asignatura. El 20% restante se obtendrd
a partir de la valoracién de las practicas, de la realizacion de problemas y de la participacién
en clase. F(z,y) = (1 +2)y* + cos(z), 7z —log(1 +y?) cos(y* + 3y))

Figura 1: Superficie S

1. (2 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial

e La duracion del examen es de 3.5 horas. a lo largo de la curva « parametrizada por la ecuaciéon

(1) = (1 + %) (cos(t), sen(t)), 0<t<2r

Justifica el procedimiento utilizado.

| CUESTIONES TEORICAS |

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas cilindricas
F(r,0,z) = r? cos’(0) sen(0)&, — r* cos(0) sen’(0)&y + (rsen(d) + cos(z?)) E
donde {€,, éy, E} es la base de vectores méviles de IR? asociada a dichas coordenadas:

(a) (0.5 Ptos.) Escribe el campo vectorial F en coordenadas cartesianas.

(b) (0.5 Ptos.) Determina el valor de la integral del campo vectorial rot F sobre el
semielipsoide S (Figura 1) descrito por las ecuaciones

2
S={(:zc,y,z)EIR?’:x?+%+z2=17 y<0}

2. (1 Pto.) La ecuacién de ondas

Figura 2: Curva v Figura 3: Superficie A
yu(t,x) = a2yzz(t7x)7 t>0, zeR 20
y(0,2) = ¢(z), y:(0,2) =0, zeR (£0) 2. (2 Ptos.) Sea la superficie A C IR? descrita mediante la parametrizacién
describe el desplazamiento vertical a lo largo del tiempo de una cuerda eldstica que inicial- (0, p) = ((24 cos(p)) cos(), (2 + cos(p)) sen(d), (2 + cos(d)) sen(yp)),

mente estd en reposo, de forma que ¢(z) indica la diferencia inicial respecto de la horizontal

en cada punto y a > 0 es una constante asociada a las caracteristicas de la cuerda. Si ¢

es de clase C%, comprueba que la funcién / (x4 2)k - dS
A+

con 0 < 6 <27, 0 < ¢ < 2m. Calcula la integral de superficie

y(t.ax) = % (p(z + at) + ¢p(z — at))

Sigue detras =

es solucién de (£0).



3. Dada la funcién f : [-1,1] — R definida mediante la expresién

0, —1<z<—1/2
fl@)y=2 22+1, -1/2<2<0
1/2, 0<z<1

(a) (1 Pto.) Calcula su serie de Fourier.

(b) (1 Pto.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—1,1] de la sucesién de las
sumas parciales de la serie de Fourier de f. Dibuja las graficas de f y de la funcién
limite puntual.

4. (2 Ptos.) La funcién u(t,z) que porporciona la temperatura en el instante ¢ > 0 en cada
punto z € [0, 1] de una barra unidimensional de longitud unidad aislada en los extremos y
de forma que el calor se transmite inicamente por conduccién, es solucién del problema

wi(t, ) = Cuge(t, x), t>0,0<z<1 €0)
uz(t,0) = uy(t,1) =0, t>0

Utiliza el Método de separacién de variables para determinar la expresién de u(t,z) a

partir de la distribucién inicial de temperatura

0, e —1/2| >1/4

u(0,2) = uole) = { sen(drz), |o—1/2| < 1/4

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4: Distribucién inicial de temperatura

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:

v sen(a) cos(f) = % (sen(a + 3) + sen(a — 3))
v’ sen(a)sen(f) = % (cos(a — ) — cos(a+ 3))

V' cos(w) cos(B) = % (cos(a + B) + cos(a — f3))




(b) Teniendo en cuenta que el resultado del apartado anterior y sabiendo que el drea de
X la regién limitada por v es igual a 8/3, jse verifica en este caso el teorema de Green?
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INDICACIONES

e Los alumnos deberan responder a las cuestiones tedricas y a tres de los cuatro problemas
propuestos.

e En la primera hoja se indicard el nombre completo.

e El examen aportard un 70% de la nota final de la asignatura. El resto se obtendré a partir
de la prueba de valoracién de las practicas de ordenador (20%) y de la participacién en
las clases de problemas (10%).

e La duracién del examen es de 3.5 horas.

Figura 1: Lemniscata Figura 2: Interseccién de P con z =7

| CUESTIONES TEORICAS |

PROBLEMAS

1. (2.5 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas cilindricas

F(r,0,2) = (r?sen(6) cos’(0) + 22 sen(6)) € — (r?sen?(0) cos(0) — 2% cos(0)) &+ cos(2)k
o F(z,y,2) = (y? +sen? (m22 + 1)) T+ (2 + cos (v?)) T+ (y +1log (1 + 22)) k
donde {&,, &y, k} es la base de vectores méviles de IR? asociada a dichas coordenadas: (@.2) = (v ( ) ( W) T+ (v 3 )

(a) (0.5 Ptos.) Escribe la expresion del campo F en cartesianas a lo largo de la curva obtenida al intersectar el paraboloide de seccién eliptica

. . e 2
(b) (0.5 Ptos.) Escribe el campo rotacional rot F en coordenadas cilindricas. P {(x7y7 2) e R a2+ Z/Z L 0}
2. Sea la funcién f(x) = sen(1 + 22) y sean a,, n = 0,1,2,... sus coeficientes de Fourier.
Responde de forma justificada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas: con el plano z = 7 (Figura 2). Justifica al procedimiento que uses.

2 o0
(a) (0.5 Ptos.) % +Y d=n
n=1

o0 S- d t »
) (03 s S st

n=1

3. (0.5 Ptos.) Sean la curva de ecuacién v(t) = (cos(t), sen(2t)), 0 < ¢t < 27, (denominada
lemniscata de Bernoulli, Figura 1) y el campo vectorial F(z,y) = (—y, z).

(a) Calcula la integral de F a lo largo de .



2. (2.5 Ptos.) Dada la superficie
A={(z,y,2) e R*: (x —sen(y))> + (z — cos(y))* =1, 0 <y < 5}

y el campo de temperaturas T(x,y,2) = (x — 1)%y + 222, calcula el flujo de calor a través
de A, suponiendo por simplicidad que la conductividad térmica es constante e igual a uno,
es decir, calcula la integral de superficie

/VT-dS
A

Figura 3: Dos vistas de la superficie A

Ayuda: Para describir una regién cilindrica de la forma
Q={(z,y,2) eR?: (x —p(¥)* + (z —q(y)* <1, a <y < b}

donde a < b son constantes y p, ¢ : [a,b] — IR son funciones, funcionan bien las coordenadas
cilindricas (r,0,y), que se relacionan con las cartesianas mediante las igualdades

x=p(y) +rcos(d), y=y, z=qly)+rsen(d)

Surangoes 0 <7 <1,0<6<2m a<y<by el determinante jacobiano asociado J = r.

3. (2.5 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial
G(z,y) = ((1 +2)y’, me —log(1+y?) cos(y” + 3y))
a lo largo de la frontera del conjunto (Figura 4)

D={(z,y) eR*: (z—1)*+(y—1)* <4, y+2>0}

-1

Figura 4: Conjunto D

orientada positivamente. Justifica el procedimiento que uses.

Ayuda: Para describir de forma sencilla regiones circulares no centradas en el origen se
usan las coordenadas polares desplazadas que se relacionan con las cartesianas mediante las
ecuaciones

x=uz9+rcos(f), y=yo+rsen(d)
donde (x0, yo) es el centro de la regién, r > 0 la distancia de cada punto al centroy 0 < 6 < 27
el dngulo de giro. El determinante jacobiano del cambio de variable asociado es igual a r (al
igual que en las coordenadas polares habituales).

4. Dada la funcién f : [~1,1] — IR definida mediante la expresion

0, —1<z<-1/2
f(x) =< sen(mz), —1/2<z<1/2
1/2, 1/2<z<1

(a) (1 Pto.) Calcula su serie de Fourier.

(b) (1 Pto.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—1,1] de la sucesién de las
sumas parciales de la serie de Fourier de f. Dibuja las graficas de f y de la funcién
limite puntual.

(c) (0.5 Ptos.) Utiliza la convergencia puntual de la serie de Fourier en z = 1 para
comprobar que se verifica la igualdad

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:

v sen(a) cos(B) = % (sen(a + 3) + sen(a — 3))
v sen(a)sen(f) = % (cos(av — B) — cos(a+ )

v cos(a) cos(f) = % (cos(a + ) + cos(a — 3))
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Figura 1: Superficie S

INDICACIONES

e Deberan responderse las cuestiones tedricas y tres problemas libremente elegidos de entre

los cinco propuestos. PROBLEMAS

* En la primera hoja se indicar4 el nombre completo y el grupo. 1. Resuelve los siguientes apartados, justificando los resultados que uses:
e El examen aportard un 70% de la nota final de la asignatura. El resto se obtendrd a partir (a) (1.25 Ptos.) Sea D C IR2 el conjunto limitado por la espiral v(6) = (6 cos(6), Osen(6)),
de la prueba de valoracién de las practicas de ordenador (20%) y de la participacién en 0 < 0 < 2r, y la recta y = z. Determina el valor de la integral
las clases de problemas entregables (10%).
/ F-ds
aD+

e La duracion del examen es de 3.5 horas.
donde F(z,y) = <—y2 +log(1 + 2?), 7z + sen(1 + eyQ)).

' CUESTIONES TEORICAS |

4488 oooo
Loh RO RRDR

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas cartesianas
F(z.y,2) = (z +ysen(z)) T+ sen (1 + y%) T+ (v — 2yz) E

(a) (0.5 Ptos.) Escribe la expresién del campo rotacional rot F en cilindricas.

(b) (0.5 Ptos.) Calcula el valor de la divergencia de F en el punto cuyas coordenadas
esféricas son (V2,7/2,7/4).

(¢) (0.5 Ptos.) Calcula la integral del campo rot F sobre la superficie (Figura 1):

9 Figura 2: Conjunto D C IR? Figura 3: Curva (3
S= {(m,y,z) eR®:y? + z—2 =sen(z), 0 <z < 7r/2}
(1+z) (b) (1.25 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial
3
2. Sea la funcién ¢(z) = xcos(m + 22) definida en el intervalo [~1,1]. Responde de forma P(z,y,2) = o%yT+ (% + z) T+uk

justificada si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a lo largo de la curva

(a) (0.5 Ptos.) Para cada n > 1 se verifica la igualdad:
, B(t) = ((2 4 cos(8t)) cos(t), (24 cos(8t)) sen(t), sen(8t)), ¢ € [0,7]
[ e costumyyay = -1y

Sigue detras =

1
(b) (0.5 Ptos.) TLILH;O/U o(y) cos(nmy +7/2)dy =0



2. Sea el campo vectorial
F(z,y,2) = zlog (1+4?) T+ (z + 2y cos(2)) T+ (2 + cos(y® — 32)) k

(a) (1.25 Ptos.) Calcula la circulacién de F alrededor del borde de la superficie M (en
rojo en la Figura 4), donde

M= {(m,y, 2) € R? : (¢ — cos(22))? + (y — sen(22))? = sen(z), 0 < z < 71'/2}

Figura 4: Borde de M Figura 5: Superficie A

(b) (1.25 Ptos.) Sea A C IR? la superficie descrita mediante la parametrizacién
P(0, %) = ((2+ cos(p)) cos(6), (2 + cos(y)) sen(0), (2 + cos(6)) sen(¢))
con 0 < 6 <2, 0< @< 2r (Figura 4). Calcula la integral

/ (Vf+rotG)-dS
A

donde f(z,y,2) =1+ 22

Ayuda: Si g es una funcién 2m-periddica (g(z) = g(z + 2m) e impar (g(—z) = —g(x)),
entonces

21
/0 g(y)dy =0

3. Sea T(r,y,z) = 22 + 4? + z un campo de densidad de temperatura definido sobre un
dominio  C IR3.

(a) (1.25 Ptos.) Calcula la temperatura global de la regién
D = {(z,y,z) € R? : (& — cos(22))? + (y — sen(22))* < sen(z), 0 < z < 7r/2} cQ

mediante la integral i
/ T(x,y,z) dzdydz
D

(b) (1.25 Ptos.) Determina el flujo de calor a través de la frontera lateral de D, que
coincide con la superficie M del problema anterior, calculando la integral

/ vT-dSs
M
Ayuda: La funcién z4/sen(z) es continua, luego integrable, en [0,7/2], con

/2
/ zv/sen(z) dz =~ 1.09742585
0

4. Sea H C TR? el helicoide parametrizado por el abierto V' = ]0,1[ x ]0,27[ ¢ R? y la

aplicacion
D(r,0) = (rcos(0), rsen(d), h(0)), (r,0) eV

con h : [0,27] — IR una funcién derivable. Sip(z,y, z) = /1 + 22 + y? indica la densidad
en cada punto de H:

(a) (1.25 Ptos.) Determina la expresién de la masa del helicoide
masa(H) :/ pdS
H

y calcula su valor en el caso particular en que h(f) = 6.
(b) (1.25 Ptos.) Dado el campo vectorial G(z,y, z) = yT— zJ+ k, calcula la integral

/G~dS
H

en el caso general y para h(f) = 1+ 62.

5. Dada la funcién f : [-1,1] — IR definida mediante la expresién

0, —-1<x<0
fl@) =9 |
sin(rx 4+ 7/2), 0<z<1

(a) (1 Pto.) Calcula su serie de Fourier.

(b) (1 Pto.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—1, 1] de la sucesién de las
sumas parciales de la serie de Fourier de f.

(¢) (0.5 Ptos.) Dibuja las graficas de la funcién f y de la funcién limite puntual de la
serie de Fourier.

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:
1

v sen(a)cos(f) = B (sen(a + ) +sen(a — 3))

v sen(a)sen(f) = % (cos(a — ) — cos(a+ 3))

V' cos(a) cos(B) = % (cos(a + ) + cos(a — 3))




ﬂé’ Ayuda: La expresién senh denota el seno hiperbdlico, definido por la relacién
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INDICACIONES

e Los alumnos deberdn responder a las cuestiones tedricas y a los cuatro problemas pro-
puestos.

e En la primera hoja se indicard el nombre completo y el grupo.

El examen aportard un 80% de la nota final de la asignatura. El 20% restante se obtendra
a partir de la valoracién de las practicas, de la realizacion de problemas y de la participacién

en clase. Figura 1: Superficie S con borde 0S8 Figura 2: Superficie A

e La duracién del examen es de 3.5 horas.

PROBLEMAS

1. (2 Ptos.) Dada la superficie cilindrica (Figura 2)

(x — cos(2))?
4

| CUESTIONES TEOQRICAS |

A:{(ac,y,z)elRS: + (y —cos(2))? =1, O<z<10}

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas cilindricas
F(r,0,2) = r? cos®(0) sen(h)&, — 1% cos(0) sen®(0)&y + (rsen(0) +COS(Z2)) E calcula el flujo de calor a través de la misma que genera el campo de temperaturas
T(x,y,2) = 2(x® + (y — 1)?), suponiendo por simplicidad que la conductividad térmica es

- - soe 3 . . )
donde {€&,, €, k} es la base de vectores méviles de IR® asociada a dichas coordenadas: constante e igual a uno, es decir, calcula la integral de superficie
(a) (0.5 Ptos.) Escribe la expresién del campo escalar div F en coordenadas cartesianas.

(b) (0.5 Ptos.) Determina el valor de la integral del campo vectorial rot F a lo largo del /AVT “dS

borde de la superficie (Figura 1) Justifica el procedimiento utilizado.

2
S:{(x,y,z)E]RS:szr%:z, O<z<3}.
Ayuda: Para describir una regién cuya geometria se asemeja a un cilindro de seccién eliptica
2. (1 Pto.) La ecuacién de Laplace-Poisson con centro y semiejes variables con la altura pueden usarse coordenadas cilindricas de la forma

(r, 0, z), que se relacionan con las cartesianas mediante las igualdades
—Au(z,y) = ysen(nz), 0<ax<l, y>0
x =p(z) +a(z)rcos(), y=q(z)+b(z)rsen(d), z=z

(2,0) =0, O<z<1 siendo a(z), b(z) los semiejes de las secciones elipticas y (p(z),q(z)) las coordenadas del
centro. El rango maximo de los valores que pueden tomar estas coordenadas es 0 < r < 1,
describe el desplazamiento vertical de una lamina plana sometida a la accién de una fuerza 0 < 0 < 27, z € R. El determinante jacobiano es en este caso de la forma J = a(z)b(z)r.

transversal. Comprueba que la funcién

Y
u(x,y) = sen(nx) | senh(my) + =
Co

es solucién de (LP).



2. (2 Ptos.) Sea D C IR? el recinto limitado por la circunferencia unidad y la pardbola
y = 22/2 (Figura 3). Calcula la integral

/ F-ds
aD+

donde F(z,y) = (—(z — m)y? + cos(2?), log(1 +y?)) y DT es la frontera del recinto D
orientada positivamente.

Figura 3: Conjunto D C TR?

3. Dada la funcién f : [-2,2] — IR definida mediante la expresién

~1/2, —2<z<-1
f(z) =< sen(mz), -l<z<1
1, 1<z<?2

(a) (1 Pto.) Calcula su serie de Fourier.

(b) (1 Pto.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—2,2] de la sucesién de las
sumas parciales de la serie de Fourier de f. Dibuja las gréificas de f y de la funcién
limite puntual.

4. (2 Ptos.) La funcién u(t, z) que porporciona la temperatura en el instante ¢ > 0 en cada

punto = € [0,1] de una barra unidimensional de longitud unidad aislada en los extremos y
de forma que el calor se transmite inicamente por conduccién, es solucién del problema

u(t, ) = Cugy(t, ), t>0,0<zr<1
f( ) T’E( ) } (56)

ug(t,0) = uy(t,1) =0, t>0

Utiliza el Método de separacién de variables para determinar la expresién de u(t,z) a
partir de la distribucién inicial de temperatura

0, e —1/2| >1/4

u(0,2) = uo() = { sen(d4mz), |z —1/2[ <1/4

Figura 4: Distribucién inicial de temperatura

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:

v sen(a)cos(f) = % (sen(a + ) +sen(a — f))
v sen(a)sen(f) = % (cos(a — B) — cos(a+ 3))

v cos(a) cos(f) = % (cos(a+ B) + cos(a — 3))
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Figura 1: Dos vistas de la superficie H

2. Sea la funcién ¢(z) = sen(1 + 22) definida en el intervalo [~1,1] y sean a,, n = 0,1,2, ...
INDICACIONES . . . . Lo .
sus coeficientes de Fourier. Responde de forma justificada si las siguientes afirmaciones

[ . ‘o n ver T falsas:
e Los alumnos deberan responder a las cuestiones tedricas y a tres de los cuatro problemas son verdaderas o falsas

ropuestos. 1
prop (a) (0.5 Ptos.) lim / sen(1 + 22) cos(nmx) dz = 7
n—oo
e En la primera hoja se indicard el nombre completo. 0

aqp >
e El examen aportard un 70% de la nota final de la asignatura. El resto se obtendré a partir (b) (0.5 Ptos.) ) + Z(*l)nan = sen(2)
de la prueba de valoracién de las practicas de ordenador (20%) y de la participacién en n=1
las clases de problemas (10%).

e La duracién del examen es de 3.5 horas.

PROBLEMAS

1. Resuelve los siguientes apartados:

‘ CUESTIONES TEORICAS | (a) (1.25 Ptos.) Dada la curva espiral y(6) = (6 cos(), sen(d)), 0 < 6 < 27, determina
el valor de la integral

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas cartesianas / F.ds
el

Flo2) = (@ ysen(@) T4 (4 4 2) T+ (2~ 2090 F donde P(z.1) = (1)

(a) (0.5 Ptos.) Escribe la expresién del campo rotacional rot F en esféricas.
(b) (0.5 Ptos.) Calcula el gradiente de la divergencia del campo F, es decir, V (div F). e
(c) (0.5 Ptos.) Calcula la integral del campo V (div F) sobre la superficie (Figura 1):

H= {(x,y,z) e R?: (2 — cos(y))? + (= — sen(y))? = v, 0<y<5} & /

Ayuda:

~ -

1 27
/ / rcos (cos(5) + rcos(0)) dodr ~ 2.65442 el
o Jo

Figura 2: Espiral v

Sigue detras =



(b) (1.25 Ptos.) Usa el teorema de cambio de variable para calcular la integral iterada

1/2 pV1-a?
/ / zv/ 2?2 +y? dy dz
JoJo

o

AN

R
NN eﬁ\x‘“\}\\“:f )

SN R
_

SR

AR D)

M‘\»&Q\*@Q
R

Figura 3: Superficie A Figura 4: Borde de H

2. Resuelve, justificando los resultados que uses, los apartados:

(a) (1.25 Ptos) Sea A C IR® una superficie toroidal descrita mediante la parametrizacién

(0, ) = ((2+ cos(p)) cos(h), (2 + cos(yp)) sen(), (2 + cos(d)) sen(yp))

con 0 < @< 2m, 0< ¢ < 2r (Figura 3). Comprueba que se verifica la identidad
Volumen(§2) = / 2k - dS ()
JA

donde © C IR? es la regién del espacio limitada por A. Utiliza la expresién anterior
para calcular el volumen de €.

(b) (1.25 Ptos.) Sean el campo vectorial
G(z,y,2) = zlog (1 + ) T+ (z + 2y cos(2)) T+ (2 + cos(y® — 32)) k

y la superficie H del apartado (c) de la primera cuestién. Calcula la circulacién del
campo G alrededor del borde de H (en rojo en la Figura 4), es decir,

G -ds
oH

3. (2.5 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial
P(z,y,z) = (1 + 22y cos (1 + 12)) T+ (scn (1 + :L'2) - 27ry) I+ cos(z)E
a lo largo de la espiral § de ecuacién

B(t) = (5(t) cos(t), 5(t)sen(t), t/2), 0<t< 6

ShNwAVAN®©

Figura 5: Espiral g

4. Dada la funcién f : [~1,1] — IR definida mediante la expresion
0, —1<a<-1/2

f(x) =4 wcos(mz), —1/2<z<1/2

1/2, 1/2<z<1

(a) (1 Pto.) Calcula su serie de Fourier.

(b) (1 Pto.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—1, 1] de la sucesién de las
sumas parciales de la serie de Fourier de f.

(¢) (0.5 Ptos.) Utiliza la convergencia puntual de la serie de Fourier en z = 0 para
comprobar que se verifica la igualdad

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:
v sen(a)cos(f) = % (sen(a + ) +sen(a — 3))
v sen(a)sen(f) = % (cos(av — B) — cos(a + 3))

V' cos(a) cos(B) = % (cos(av+ B) + cos(a — 3))
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“Matematicas I1”
Universidad Curso 2014/15 (Grupos 1-2-3)
Politécnica Convocatoria de Junio (10/07/15)
de Cartagena

INDICACIONES

e Deberan responderse las cuestiones tedricas y tres problemas libremente elegidos de entre
los cinco propuestos.

En la primera hoja se indicard el nombre completo y el grupo.

e El examen aportard un 70% de la nota final de la asignatura.

e La duracién del examen es de 3.5 horas.

| CUESTIONES TEOQRICAS |

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas cartesianas
F(z,y,2) = (z +ysen(z)) T+sen (1 +y*) T+ (v — 2yz) k

(a) (0.5 Ptos.) Escribe la expresién del campo rotacional rot F en cilindricas.

(b) (0.5 Ptos.) Calcula el valor de la divergencia de F en el punto cuyas coordenadas
esféricas son (v/2,7/2,7/4).

(¢) (0.5 Ptos.) Calcula la integral del campo rot F sobre la superficie A € R? descrita
por la parametrizaciéon

(0, ¢) = ((2+ cos(p)) cos(8), (2 + cos(y)) sen(d), (2 + cos(0)) sen(p))

con 0 <6 <2, 0< ¢ <27 (Figura 1).

2. Sea G = (G1,G2) un campo vectorial bidimensional de forma que G(0,0) = (1,1) y
Gi(z,y) = ysen(x — 1) + cos(x).
(a) (0.5 Ptos.) Determina el valor de Gy para que el campo sea incompresible.

(b) (0.5 Ptos.) ;Qué debe valer Gy para que el campo sea conservativo?

Figura 1: Superficie A

PROBLEMAS

1. Resuelve los siguientes apartados, justificando los resultados que uses:

(a) (1.25 Ptos.) Sea v la curva poligonal obtenida al unir los segmentos rectilineos
entre los puntos (1,0) — (0,1) — (=1,0) — (0,—1) — (1,0). Determina el valor de

la integral
/ F.ds
-

donde F(z,y) = <—y2 +log(1 + 2?), mz + sen(1 + 61/2)).
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Figura 2: Curva poligonal ~y Figura 3: Curva 8

(b) (1.25 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial
2 - z? - v
J(z,y,2) = 2°yT+ ?J'_Z JT+yk

a lo largo de la curva

B(t) = ((2 4 cos(8t)) cos(t), (24 cos(8t)) sen(t), sen(8t)), ¢ € [0,7]

Sigue detras =



2. Sea el campo vectorial
F(z,y,2) = xlog (1 —+ y2) T+ (z +2ycos(z)) T+ (:L'2 + cos(y2 - 3z)) k

(a) (1.25 Ptos.) Calcula la circulacién de F alrededor del borde de la superficie M (en
rojo en la Figura 4), donde

M= {(m,y, 2) € R? : (¢ — cos(22))? + (y — sen(22))? = sen(z), 0 < z < 71'/2}

Figura 4: Borde de M Figura 5: Regién D

(b) (1.25 Ptos.) Calcula el flujo a través de M,

/W-dS
M

del campo vectorial W (z,y,z) = 2T+ ysen(z)J+ rot F(z,y, 2).

Ayuda: Si g es una funcién 2m-periddica (g(f) = g(0 + 27)) e impar (g(—0) = —g(6)),

entonces
27
/ g(6)do =0
0

3. Sea T'(z,y,2) = x> + y*> + 2 un campo escalar describiendo la densidad de temperatura
sobre un dominio de IR®.

(a) (1.25 Ptos.) Calcula la temperatura global de la regién (Figura 5):

2
D:{(z,1,z)€]R3: (Ziz)2+y2+Z2<1}

mediante la integral
/ T(x,y, z) dzdydz
D

(b) (1.25 Ptos.) Determina el flujo de calor a través de la frontera de D, calculando la
integral de superficie

VT -dS
oD

Ayuda: Los conjuntos de la forma
2 2 2
T y z
E={(z,y,2) e R®: — + -+ <1
(s em: it e 5
donde a,b : IR — IR son funciones y ¢ > 0 es una constante se describen de forma sencilla
tomando las coordenadas (7, 0, ¢) que verifican las relaciones

x = a(crcos(p))rcos(f) sen(p), y = b(crcos(p))rsen(d)sen(p), z = crcos(p)

Los dominios de las variables son 0 < r < 1,0 < 6 < 27, 0 < ¢ < 7, y el determinante de la
matriz jacobiana J = a(cr cos(¢))b(cr cos(p))er? sen(y). La frontera de E es una superficie
que se parametriza de forma sencilla tomando » = 1 en las ecuaciones anteriores.

4. Sea H C TR? la superficie parametrizada por el abierto V' = ]0,1[ x ]0,27[ € R? y la
aplicacion

O(r,0) = (rcos(d), rsen(), 20), (r,0) eV

(a) (1 Ptos.) Sip(z,y,z) = zy/x?+ y? proporciona la densidad en cada punto de H,
determina su masa,

masa(H)=/ pdS
H

(b) (0.5 Ptos.) Teniendo en cuenta que el drea de H viene dada por la integral

area(H) = /H s

justifica si la desigualdad area(H) < 4 es verdadera o falsa.
(¢) (1 Ptos.) Dado el campo vectorial P(x,y,2) = yT— 2]+ k, calcula la integral

/P-dS
H

5. Dada la funcién f : [-1,1] — IR definida mediante la expresién
0, “1<z<-1/2
f(z) =< sen(mx + 7/2), -1/2<z<1/2
1, 1)2<z<1

(a) (1 Pto.) Calcula su serie de Fourier.

(b) (1 Pto.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—1, 1] de la sucesién de las
sumas parciales de la serie de Fourier de f.

(¢) (0.5 Ptos.) Dibuja las graficas de la funcién f y de la funcién limite puntual de su
serie de Fourier.

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:
v sen(a)cos(f) = % (sen(a + ) +sen(a — 3))
v sen(a)sen(f) = % (cos(av — B) — cos(a+ ()

V' cos(w) cos(f) = % (cos(av+ B) 4 cos(a — f3))
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“Matematicas I1”

Universidad Curso 2012/13
Politécnica Convocatoria de Septiembre (03/09/13)
de Cartagena

INDICACIONES

e Los alumnos deberdan responder a las cuestiones tedricas y a los cuatro problemas pro-
puestos.

e En la primera hoja se indicard el nombre completo y el grupo.

e El examen aportard un 80% de la nota final de la asignatura. El 20% restante se obtendrd
a partir de la valoracién de las practicas, de la realizacion de problemas y de la participacién
en clase.

e La duracion del examen es de 3.5 horas.

| CUESTIONES TEORICAS |

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas cilindricas
F(r,0,2) = (r*sen(0) cos®(0) + 2% sen(0)) &, — (r* sen®(0) cos(0) — 2% cos(0)) & +7rcos(z)k
donde {€,, &, E} es la base de vectores méviles de IR? asociada a dichas coordenadas:
(a) (0.5 Ptos.) Escribe la expresion del campo rotacional rot F en cartesianas.
(b) (0.5 Ptos.) Determina el valor de la integral de rot F sobre la superficie (Figura 1)
2

S— R:22+—2 . 0 4%,
{(:Jc,y,z)e x+2+cos(7rz) z, 0< 2z <

2. La ecuacion del telégrafo

Y (t, 2) = Yau(t, ) — Bye(t,2), 0<z<1,t>0 }

(7)
y(t,0) = y(t,1) =0, t>0

permite describir las oscilaciones transversales de una cuerda fija en los extremos en pre-
sencia de rozamiento. La energia asociada a una solucion es de la forma

1/, 1ty
e0 =3 [ tair 3 [ i

Energia cinética Energia potencial eldstica

(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que la energia £(t) decrece a lo largo del tiempo.
(b) (0.5 Ptos.) Si anadimos las condiciones iniciales y(0,z) = sen(wz), y;(0,z) = 0,
0 <z <1, jexistird algin ¢* > 0 de forma que E(t*) > 57 jpor qué?

Ayuda: Para ver que la energia £(t) es suficiente comprobar que su derivada es negativa. Por otra
parte, si se tiene una funcién definida a través de una integral

b
o(t) = / (1, ) dz

a
se verifica la férmula de derivacién paramétrica
b 0d

St = | Sota)da

Figura 1: Superficie S Figura 2: Interseccién de P con z =7

PROBLEMAS

1. (2 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial
F(z,y,2) = (y2 + sen’ (7m2 + 1)) T+ (z + cos (yQ)) I+ (y + log (1 + 12)) i
a lo largo de la curva obtenida al intersectar el paraboloide de seccién eliptica

2
P:{(ac,y,z)e]RS:xZ-&-yz—z:O}

con el plano z = 7 (Figura 2). Justifica al procedimiento que uses.

Sigue detras =



Ayuda: Para describir una regién cuya geometria se asemeja a un cilindro de seccién eliptica
pueden usarse coordenadas cilindricas de la forma (7, 6, z), que se relacionan con las cartesianas
mediante las igualdades & = a(z)r cos(6), y = b(z)rsen(d), z = z, donde a(z), b(z) son los
semiejes de las secciones elipticas que pueden variar con la altura z. El rango maximo de los
valores que pueden tomar estas coordenadas es 0 < r < 1, 0 < 6 < 2w, z € IR. El jacobiano
asociado J = a(z)b(z)r.

. (2 Ptos.) Dada la superficie
22
A= {(z,y,z) ceR3:a? +4%+ —(2-;-:r)2 = 1}
y el campo de temperaturas T'(z,y, z) = z(z% + (y — 1)?), determina:
(a) La temperatura de la regién Q C IR? limitada por A calculando la integral de volumen

/T(m,y,z) dxdydz
JQ

(b) El flujo de calor a través de la superficie A, suponiendo por simplicidad que la con-
ductividad térmica es constante e igual a uno, es decir, calcula la integral de superficie

/VT‘dS
A

Ayuda: Para describir una regién cuya geometria se asemeja a un elipsoide con el tercer
semieje variable,

2 2 2
3 @* oy z
= €, D — z - =1
Q {(L,y,z) €R 2 + B + FERNE }

funcionan bien las coordenadas elipsoidales (r,6,¢), que se relacionan con las cartesianas
mediante las igualdades

x =racos(f)sen(p), y=rbsen(f)sen(p), z=rc(rcos(f)sen(yp),rsen(d)sen(yp))cos(p)

El rango maximo de los valores que pueden tomar estas coordenadases 0 < r < 1, 0 < 6 < 2,
0 < ¢ < 7y el determinante jacobiano J = abc(r cos(0) sen(¢p), r sen(0) sen(p))r? sen ().

. Dada la funcién f : [-1,1] — IR definida mediante la expresién

1/2, —1<2<0
f(w){

cos(mz), 0<z<1

(a) (1 Pto.) Calcula su serie de Fourier.

(b) (0.75 Ptos.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—1,1] de la sucesién
de las sumas parciales de la serie de Fourier de f. Dibuja las graficas de f y de la
funcién limite puntual.

(¢) (0.25 Ptos.) Utiliza la convergencia puntual en 2 = 1/2 para comprobar que se
verifica la igualdad

4. (2 Ptos.) La funcién u(t,z) que proporciona la temperatura en el instante ¢ > 0 en cada

punto z € [0,1] de una barra unidimensional de longitud unidad aislada en los extremos y
de forma que el calor se transmite inicamente por conduccién, es solucién del problema

u(t, x) = ugs(t, ), t>0,0<z<1
1(t, ) (t,z) } ()

ug(t,0) = uy(t,1) =0, >0
Utiliza el Método de separacién de variables para determinar la expresién de u(t,z) a
partir de la distribucién inicial de temperatura
0, 0<z<1/2

u(0,) = uo(w) = { —05sen(2mz), 1/2<z<1

0.2 0.4 0.6 08 1

Figura 3: Distribucién inicial de temperatura

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:

v sen(a)cos(f) = % (sen(a + ) +sen(a — f))
v sen(a)sen(f) = = (cos(a — 3) — cos(a + )

v cos(a) cos(B) = = (cos(a + ) 4 cos(a — )

N = o) =
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“Matematicas I1”
Universidad Curso 2014/15 (Grupos 1-2-3)
Politécnica Convocatoria de Septiembre (10/09/15)
de Cartagena

INDICACIONES

e Deberan responderse las cuestiones tedricas y tres problemas libremente elegidos de entre
los cinco propuestos.

e En la primera hoja se indicard el nombre completo y el grupo.
e El examen aportard un 70% de la nota final de la asignatura.

e La duracién del examen es de 3.5 horas.

| CUESTIONES TEOQRICAS |

1. Dado el campo vectorial expresado en coordenadas esféricas
F(r,0,¢) = rcos(0)é,

donde €, = (cos(6)sen(yp), sen(f)sen(p), cos(p)) es el primer vector de la base asociada a
dichas coordenadas:
(a) (0.5 Ptos.) Escribe la expresién del campo vectorial F en coordenadas cartesianas.
(b) (0.5 Ptos.) Calcula, en coordenadas cartesianas y esféricas, la imagen asociada por
el campo al punto cuyas coordenadas cartesianas son (1,1,1).
(c) (0.5 Ptos.) Calcula la integral del campo rot F sobre la superficie (Figura 1)

A:{(:r,y.,z)elRL‘: 2+y2+z2:1}

22
(2+2)
2. Sean f,g : R — IR dos funciones derivables. Se define el campo vectorial H(z,y) =

(fl@+y), gz +y)).

(a) (0.5 Ptos.) Determina las condiciones que deben verificar f y g para que el campo
H sea incompresible y conservativo en IR%.

(b) (0.5 Ptos.) ;Existe algin campo con las caracteristicas anteriores de forma que
H(0,0) = (1,7)? Justifica la respuesta.

Figura 1: Superficie A

PROBLEMAS

1. Resuelve los siguientes apartados, justificando los resultados que uses:

(a) (1.25 Ptos.) Sea v la curva poligonal obtenida al unir los segmentos rectilineos
entre los puntos (1,0) — (0,1) — (=1,0) — (0,—1) — (0,0). Determina el valor de

la integral
/ F - ds
y

donde F(z,y) = <7y2 +log(1 +z), o + sen(1 + ey2)>.
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Figura 2: Curva poligonal ~y Figura 3: Curva (3
(b) (1.25 Ptos.) Calcula la integral del campo vectorial
2 - 2’ - e
J(z,y,2) = *yT+ §+z J+uyk

a lo largo de la curva

B(t) = ((2 + cos(8t)) cos(t), (2 + cos(8t)) sen(t), sen(8t)), te [0,7]

Sigue detras =



2. (2.5 Ptos.) Sean el campo vectorial
F(z,y,2) = xlog (1 + y2) T+ (x +2ycos(z)) T+ (éL'z + cos(y® — 3z)) k
y la superficie
M = {(z,y,z) e R?: (x — cos(22))? + (y — sen(22))? = sen(z), 0 < z < 7r/2}

Calcula el flujo a través de M,

/W~dS
M

del campo vectorial W (z,y,z) = 2T+ ysen(z)J+rot F(z,y, z).

Ayuda: Si g es una funcién 2m-periddica (g(#) = g(0 + 2m)) e impar (g(—0) = —g(6)),

entonces )
/ 9(0)do =0
0

—
SIS
S SSSS
SSeeet
RRRSSISESS,

Figura 4: Superficie M

3. (2.5 Ptos.) Calcula la circulacién del campo vectorial
G(z,y,2) = (y+cos(l+2%)) T+ (x — 22) T+ (z cos(y) + 2) E

alrededor de la curva 7 obtenida al intersectar el elipsoide

2 2
8:{(I,y7z)€]R3:x2+%+%:1}

/G~ds
y

4. (2.5 Ptos.) El centro de masas de una regién acotada Q € R?, cuya densidad viene dada
por la funcién p : Q — IR, se define como el punto (z, 7, z) € R? de forma que

con el plano y = 1:

o= [ aptep)dodyds. 5= [ upte,y.z)dudydz, 7= [ oy, dodys
Q Q Q

Calcula las coordenadas del centro de masas de la regiéon 2 limitada lateralmente por el
cilindro de seccién eliptica
y?
{(x,y,z) eR®: 22+ 5 < 1}
inferiormente por el plano horizontal z = 0 y superiormente por el plano de ecuacién
z +y+ z=>5. La densidad se supone constante, p = 1.

5. Dada la funcién f : [-1,1] — IR definida mediante la expresién
0, -1<2<0
f(z) =< sen(4dnmzx), 0<z<1/2
1/2, 1)2<z<1

(a) (1 Pto.) Dibuja la gréfica y calcula su serie de Fourier.

(b) (1 Pto.) Estudia la convergencia puntual en el intervalo [—1,1] de la sucesién de
las sumas parciales de la serie de Fourier de f y dibuja la grafica de la funcién limite
puntual.

(¢) (0.5 Ptos.) Utiliza la convergencia puntual de la serie de Fourier en z = 1/2 para
obtener la identidad

T_ i (=1)"sen(nm/2) N 4(1— cos(n;r/?))
4 et 2n 16 —n

Ayuda: Se verifican las férmulas trigonométricas:
1

v sen(a)cos(ff) = 3 (sen(a + ) +sen(a — 3))

v sen(a)sen(f3) = % (cos(a — ) — cos(a+ 3))

V' cos(a) cos(B) = % (cos(av+ B) + cos(a — 3))
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