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Capitulo 1

Optimizacion no lineal

Para la redaccion de estos apuntes me he basado bastante en los de mi com-
panero Silvestre Paredes, con el que comparti esta asignatura varios anos y del
que he tomado prestado algin ejemplo que otro, asi como la lista de problemas
del final. Si quiere consultar su versién mucho més extensa y con bastante més
informacion, se puede hacer en su web http://www.dmae.upct.es/ paredes/

1.1. Introduccion

Este tema esta dedicado a estudiar los elementos esenciales de la optimiacién
no lineal desde un punto de vista practico. Aunque la convexidad juega un papel
muy importante dentro de la teoria de optimizacién, en la préactica para los
problemas eminentemente practicos que vamos a abordar en este tema, dicha
convexidad va a quedar enmascarada en los resultados principales que vamos a
desarrollar.

A modo de ejemplo, consideremos el problema bien conocido: “De entre
todos los rectdngulos de lados x e y y perfimetro 100cm. indicar el que tiene
drea maxima". Para analizar este problema hemos de poner los datos de los que
disponemos:

1. El drea del rectdngulo A =z - y.
2. El perimetro del rectdngulo en p = 2z + 2y.
De esta forma, podemos plantear el problema de la forma

Maximizar A(x,y) =z -y,
Sujeto a 100 = 2z + 2y.

Este problema es bastante sencillo de resolver despejando la variable y = 50 — x
de la segunda igualdad y sustituyendo en la funcién drea A(z,y) de modo que
pasa a ser una funcién unidimensional, es decir, A(z) = 50z —22. Como sabemos



del bachillerato, para obtener los extremos relativos de la funcién A(x) debemos
plantear la ecuacion

A(x) =50—-22 =0,
de donde inmediatamente tenemos x = 25. Como ademds la segunda derivada
A’(z) = —2 < 0, tenemos que el punto que hemos hallado es la solucién de
dicha ecuacién, por lo que el drea méxima que querfamos calcular es

A(25,25) = 625.

Otro ejemplo bien conocido que entronca con los contenidos de bachillerato
es del de calcular los méximos y minimos de la funcién f(z) = 2% + 1 cuando
x € [—1,2]. Este problema lo podemos escribir de la forma

Optimizar f(z) = 2% +1,

. x> -1,
Sujeto a { s <o,

Este problema también hemos de ser capaces de resolverlo a partir de los con-
tenidos cursados por el alumno en el bachillerato. Calculamos en primer lugar
los extremos locales en el intervalo (—1,2) que es dénde la funcién es derivable.
Igualando
fl(@) =22 =0,

obtenemos que z = 0 es un minimo local dado que la segunda derivada f"(z) =
2 > 0. Este minimo local daria el valor f(0) = 1. En los puntos de no derivabil-
idad calculamos el valor de la funcién f(—1) =2y f(2) = 5. Como resumen, el
problema tiene un minimo global en f(0) =1 y méximo global f(2) = 5.

En general, todos los problemas de optimizacién que vamos a tratar tienen
una funcién

flz1, .y my),

que supondremos siempre suficientemente regular, de la que pretendemos obten-
er su maximo o su minimo, o de forma mds general, optimizar dicha funcién f,
es decir, decidir cudles son sus mdximos o minimos. Dicha funcién f se llama
funcién objetivo del problema de optimizacién.

Normalmente, dicha optimizacién puede estar sujeta a dos tipos de ligaduras.
que vienen impuestas normalmente por la condiciones del problema. Las lig-
aduras tipo pueden ser de igualdad, dadas por una funcién

g(x1,...xy) =0,
o bien de desigualdad, cuando lo que tenemos es una expresién de la forma
h(l‘l, ceey .%‘n) < 0.

En un problema de optimizacién podemos tener varias ligaduras de igualdad, y
varias de desigualdad, siendo la forma general de un problema de optimizacién
de la forma

Optimizar f(x1,...,Zn)

: gi(xla-"axn) = ? 5 aes
Sujeto a )
! { hj(xl?-",xn) < O, ] = 1, ...,l,



donde las funciones implicadas f, g; y h; poseen el grado de regularidad que
deseemos, normalmente siendo funciones de clase C2. Claramente, estos proble-
mas de optimizacién pueden abarcar varios tipos segun el tipo de restricciones
que aparezcan en los mismos. Grosso modo, podemos distinguir cuatro tipos de
problemas de optimizacién en funcién de sus ligaduras:

= Optimizacion sin ligaduras, donde se trata el problema
{Optimizar f(z1,...,Zy).

Este tipo de problemas ya se analizé en cursos anteriores y no hay muchos
comentarios que hacer al respecto.

= Optimizacién con ligaduras de igualdad. Se trata de problemas de la forma

Optimizar f(x1,...,Zn)
Sujeto a g;(z1,....,x,) =0, i =1,...,k,

también tratados someramente en cursos anteriores, basicamente para fun-
ciones definidas en conjuntos abiertos del plano y del espacio.

= Optimizacién con ligaduras de desigualdad. Son problemas de la forma

Optimizar f(x1,...,Z,)
Sujeto a hi(z1,...,x,) <0, i=1,..,1,

que aunque podrian admitir un tratamiento combinando los dos anteriores,
vamos a ver como hacer un tratamiento general de los mismos. Sirva esta
seccion para indicar el sentido de la desigualdad. En efecto, los problemas

Optimizar f(z1,...,2,)
Sujeto a hi(x1,...,x,) <0, i=1,...,1,

Optimizar f(z1,...,2,)
Sujeto a hi(z1,...,x,) >0, i=1,..,1,

no son iguales a la forma de resolverlos. Este ltimo problema deberfamos
transformarlo en

{ Optimizar f(z1,...,2,)

Sujeto a — hi(1,...,2,) <0, i =1,...,1,

para resolverlo tal y como vamos a explicar a continuacién. Obviamente,
lo mismo se aplica si sélo una parte de restricciones de desigualdad vienen
afectados del signo >. Ahora sélo éstas tendrian que cambiarse a tal y
como indicamos anteriormente.



= Finalmente, tenemos el problema completo, de la forma general

Optimizar f(x1,...,2n)

. i\T1,..., & =
hj(l’l, veoy {L'n) <
tal y como explicamos anteriormente. En general, vamos a desarrollar la
teoria que nos va a permitir dar la solucién de los problemas anteriores
partiendo de la forma general, aunque iremos haciendo comentarios sobre
los casos particulares cuando sea preciso.

1.2. Solucién de problemas de optimizacion

Antes de resolver los problemas de optimizacién, debemos entender qué es
una solucién de los mismos. Dado el problema en forma general

Optimizar f(x1,...,2Zn)

. gi(l‘l,...,l’n) =
Sujeto a
) { hj(xlw",xn) <

una solucién del mismo es un vector (z7,...,z}) de manera que verifique que
f(z3,...,x}) es mdximo o minimo del problema, con lo cual debe de pertenecer al
dominio de la funcién f, y ademads verifique todas las restricciones del problema,
esto es, gi(z1,...,2,) =0, i =1,..,k, vy hj(z1,...,2,) <0, j=1,...,1. Es lo que
llamaremos un punto factible del problema.

De hecho, definimos el conjunto factible del problema anterior como

a Cgi(m, ) =0, i=1,..,k,
f = {(xlg 73371) S Df . hj($17,_,75C7L) S 07 ] _ 17,,,7l’

donde Dy representa el dominio de la funcién f.

Debemos también de distinguir entre soluciones globales y locales. Por ejem-
plo, consideremos que (z7,...,z}) es un minimo (respectivamente maximo),
de un problema de optimizacién. Si tal minimo verifica que f(z},...,z}) <
f(z1,...xp) para todo (z1,...,x,) € F, diremos que (z7,...,z}) es un minimo
global para el problema de minimizacién. Si ademas, se verifica que f(z7,...,z}) <
f(z1,...25), diremos que se trata de un minimo global estricto. Si por el con-
trario, la desigualdades anteriores f(x7,...,z%) < f(1,..2n) y f(x],...,2) <
f(z1,...zy,) son vdlidas para un entorno U del punto (z7,...,z)), estaremos
hablando de un minimo local y un minimo local estricto, respectivamente. Las
mismas definiciones son validas si de lo que estamos hablando es de méximos
de la funcién f.

Ahora bien, no todo problema de optimizacién tiene porqué tener solucién.
Es facil darse cuenta que la funcién objetivo

fla,y) =2 -y



sin anadir ninguna restriccién adicional, no posee ni méximo ni minimo. En efec-
to, basta considerar puntos de la forma (z,0) para ver que sobre estos puntos la
funcién objetivo se dirige hacia el infinito, mientras que puntos de la forma (0, y)
se dirigen hacie menos infinito. Asi, pues, dicha funcién no tiene extremos glob-
ales. Pero tampoco los tiene locales, ya que como conocemos de afios anteriores,
los extremos locales de dicha funcién deben verificar la condicién

of B
or 2z =0,
of _
oy 2y =0,

de donde necesariamente x = y = 0 deberian ser el extremo local. Pero, como
sabemos su matriz Hessiana
2 0
H =

no es ni definida positiva ni negativa, por lo que se trata de un punto de silla.
Volveremos posteriormente sobre estas nociones.

Para garantizar la existencia de soluciones globales a problemas de opti-
mizacion, debe de verificarse el Teorema de Weiertrass sobre el conjunto factible
de nuestro problema, es decir, éste debe ser compacto, o lo que es lo mismo en
R™, cerrado y acotado. Como veremos en la préactica, no siempre es facil ver
que un conjunto es compacto, y en ocasiones tendremos que conformarnos con
verificar que los extremos que estamos calculando son al menos locales.

A continuacién, vamos a describir de una forma sistemdtica cémo obtener
las soluciones de un problema de optimizacién.

1.3. Puntos regulares y singulares

Antes de exponer la condiciones de Karush-Kuhn—Tucker, a partir de ahora
KKT para simplificar, necesitamos algunas definiciones previas. Tomemos el
problema general

Optimizar f(z1,..., %)

. 9i(Z1yyxn) =0, i=1,.. K,
SUJetO & { hj(atl,...,a:n) < 0, j = 1, ,l

Como recordamos, tenemos una serie de condiciones que son de desigualdad, de
la forma hj(z1,...,2,) <0, j =1,...,. Dado un elemento del conjunto factible
(z1,...,2,) y fijado jo, diremos que la restriccién hj,(x1, ..., z,) < 0 estd activa
si se verifica la igualdad hj, (21, ..., 2,) = 0. Asi, denotamos por

Qz1, oy zn) = {do € {1, ., 5} hjo (21,00, 2n) = 0},

es decir, el conjunto de restricciones de desigualdad activas para el punto factible
(.7,‘1, veey xn).



Diremos que un punto del conjunto factible (z1,...,z,) es regular si no hay
restriccién alguna o si el conjunto de vectores

{Vai(z1, .., zn), .. Var(x1, ..., zn)  U{Vh;(z1, ... zn) 1 § € Qa1, ..., z0) }

es linealmente independiente. En caso contrario, se dira que el punto es no
regular o singular. Vedmoslo con un ejemplo.

Optimizar z +y + 22

. r+y+2=0
Sujeto a { 22?422 <4

Como vemos, tenemos una restriccién de igualdad, cuyo gradiente es (1,1,1)
y otra de desigualdad cuyo gradiente es (2x,2y,2z). Asi, hemos de distinguir
dos casos. Si la segunda restriccién no estd activa, esto es, z? + y? + 22 < 4,
entonces el tinico vector que hemos de considerar es el (1,1, 1), que obviamente
el linealmente independiente por ser no nulo. Asi, todos los puntos del conjunto
factible que no activan la segunda restricciéon son regulares. El segundo caso
que hemos de considerar es cuando la segunda restriccion estd activa, en cuyo
caso hemos de verificar que los vectores (1,1,1) y (2z, 2y, 2z) sean linealmente
independientes. Para ello realizamos las operaciones con determinantes

1 1
1 1
‘ 2x 2z | 2z —2),

que se anulan cuando z = y = z, en caso de ser linealmente dependientes. Por
la restriccién de igualdad, necesariamente se tendria que x =y = z = 0, lo que
implicarfa que 22 + y? + 22 = 0, y por lo tanto la segunda restriccién no serfa
activa. Asi, los vectores seria linealmente independientes y por tanto todos los
puntos del ejemplo serfan regulares.

No es dificil construir un ejemplo donde tengamos puntos singulares. Por
ejemplo

Optimizar 22 +y
{ Sujeto a y3 < 0.

En este caso, el conjunto factible seria

F=A{(z,y) :y <0},

y distinguimos dos casos como antes. Si ¥ < 0, entonces los puntos son reg-
ulares al no aplicarsele ninguna restriccién. En el caso 33 = 0, tenemos que el
vector gradiente es (0, 3y?), que como vemos es linealmente dependiente cuando
y = 0. Asi, los punto de la forma (z,0) son puntos singulares del problema de
optimizacion.

La relevancia de los puntos singulares no es menor. A continuacién vamos
a explicar unos métodos que nos permiten encontrar los maximos o minimos



de problemas de optimizacién para aquellos punto que son regulares. Cuando
tengamos puntos singulares, tendremos que tratar éstos aparte, ya que pueden
ser soluciones del problema de optimizacién, pero no tendremos una teoria sis-
temdtica como vamos a desarrollar ahora para comprobarlo.

1.4. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

A continuacién, vamos a exponer la condiciones de Karush-Kuhn—Tucker, a
partir de ahora KKT para simplificar. Para ello y como de costumbre, partimos
del problema general de optimizacién en el que supondremos que todos los
puntos del conjunto factible son regulares.

Optimizar f(x1,...,Zn)
gi(zla ...,.Tn) = O, 1= 1, ...,k,

Sujeto & 4 ) < 0, G = 1.l

Construimos el Lagrangiano del problema, que es la funcién

k l

L@y ooy Ty My eey My gy ooy ) = (21, ...,xn)—&—z Nigi(z1, ....,xn)—i-z pihy (s ...
i=1 j=1

donde los nimeros A;, @ = 1,...., k, se llama multiplicadores de Lagrange y u;,

j = 1,...,1, se llaman multiplicadores de KKT. Esta funcién lagrangiana es

la funcién bésica respecto de la cual se construyen las condiciones de KKT,
siendo posible que sé6lo haya restricciones de igualdad, de desigualdad, o incluso
ninguna restriccién en cuyo caso la funcién L coincide con f. Dicho ésto, las
condiciones de KKT son las siguientes:

1. Condicién estacionaria. Dada por las ecuaciones

oL

%:07 m=1,27...7m.

2. Condicion de factibilidad, si se verifican las restricciones

{ 9i(T1, .y Tp)

=0, J e
hj($1,...7l'n) §07 j: ].,...,l.

3. Condicién de holgura, para la restricciones de desigualdad
Mjhj(flfl,...,xn) :0, ]:177l

4. Condicién de signo, también para las restricciones de desigualdad, y que
afirman que si ; > 0 paratodo j = 1, ..., 1, entonces tenemos la posibilidad
de minimo, mientras que si p; < 0 para todo j = 1,...,1, lo que podemos
encontrarnos sea un maximo.

?xn)a



Hemos de advertir aqui que todas estas condiciones nos permiten encontrar
unos puntos que son los posibles candidatos a méximo o minimo local para
nuestro problema, pero de ninguna manera garantizan que estos puntos son lo
que pensamos que son. En todo caso, un extremo debe de cumplir las condiciones
KKT, junto con la condicién de segundo orden que descrbiremos posteriormente,
por lo que hablamos de las condiciones necesarias para la existencia de extremo.
Veamos a continuacién un par de ejemplos tomado de los apuntes de Silvestre
Paredes.

Optimizar z +y + 2

. (y—1)2%2+22<1
Sujeto a { x2+(y—1)2+z2§3

En primer lugar, démonos cuenta que tenemos dos restricciones de desigualdad,
y antes de nada, hemos de comprobar que los puntos son regulares. Si ninguna
restriccién activa, obviamente todos los puntos son regulares. Supongamos ahora
que tnicamente la primera es activa. Su gradiente es (0,2(y — 1),2z), que es
linealmente independiente salvo si y = 1 y z = 0, valores que harian que la
restriccién no estuviese activa, y por lo tanto todos los puntos que activan sélo la
primera restriccién son regulares. De forma andloga se comprueba que todos los
puntos que sélo activan la segunda restriccién son regulares, asi que supongamos
que ambas restricciones son activas, siendo los gradientes (0,2(y — 1),2z) y
(2z,2(y — 1),22). De

‘ 0 2(y-1) ‘:433(1/—1)7

2z 2(y—1)
0 2z
20 2z | dzz,

vemos que estos determinantes son ambos nulos si z = 0, y entonces 2% + (y —
1)2 422 = (y — 1) + 22 = 1, por lo que la segunda restriccién no serfa activa.
Otra contradicciéon obtenemos si y = 1y z = 0. De estas concluimos que todos
los puntos son regulares.

Planteamos ahora el Lagrangiano

L(z,y, 2, s o) = atytztpg ((y — 12 +2° = 1)tpy (22 + (y = 1)* +2° = 3).
Explicitemos ahora las condiciones KKT.

1. Condicién estacionaria.

oL
%:14—2@[/42:07

OL

%:1+2(y_1)(ﬂ1+ﬂ2):07

oL
a1 22 +a) =0,



2. Condicién de factibilidad

(y—1)2+22<1
22+ (y—1)°2+22<3.

3. Condicién de holgura
p ((y =17 +2"-1) =0,
g (22 + (y — 1) +2* = 3) = 0.
4. Condicién de signo. pq, fto > 0 para minimo y pq, 4o < 0 para méximo.

Unas vez escritas las condiciones KKT, debemos de encontrar los puntos
KKT, es decir, resolver el sistema anterior. En primer lugar, nos centramos en
las condiciones de holgura que nos dan lugar a 4 casos: puy = p = 0 (caso 1),
py =0, pp # 0 (caso 2), py # 0,19 = 0 (caso 3) y py # 0,15 # 0 (caso 4).
Vamos a analizar cada uno de los cuatro casos anteriores.

Casos 1 y 3. De la primera condicién estacionaria tenemos que

oL
or
lo cual es imposible y por tanto no hay soluciones para los casos 1 y 2.

Caso 2. Ahora p5 # 0, por lo que de la condicién de holgura, necesariamente
22+ (y—1)%2+2% = 3. Por otra parte la condicién estacionaria queda de la forma

1=0,

oL
e 14+ 2zpy =0,
oL
— =14+2(y—-1 =0
ay + (y )Hz )
oL
de donde obtenemos i
xr = y —_ ]_ =z = _—,
241y

y sustituyendo en la segunda restriccién, que es activa, obtenemos

() () o ()
2419 2415 241y ’

de donde
ER
4ui
y asi
!
Ho = 9"

Obtenemos entonces los primeros puntos KKT sustituyendo directamente en las
ecuaciones anteriores:



lL.z=-1,y=0,2=-1, u; =0, /Lz:%.

2. x=1,y=22=1,4, =0, iy = —3.

Tendriamos ahora que comprobar la condicién de factibilidad, ya que una
de las restricciones no estaba activa y comprobamos que ninguno de los puntos
que hemos obtenido satisface la desigualdad (y — 1)? + 22 < 1, por lo que no
serfan puntos KKT.

Caso 3. Ahora u, v 15 no son nulos, por lo que nos queda un sistema de 5
ecuaciones con 5 incégnitas dado por

14 2zp, =0,

1+2(y — 1)(pg + o) =0,
14 2z(py + pg) =0,
(y—1)2+2% =1,
2?4+ (y—1)*+ 22 =3.

Ahora
1 1

- y—l=z=——
219 2(pq + pg)

Sustituyendo y — 1 y z en la primera restricién tenemos que

(‘M)2 * (‘WY -

€Tr =

de donde 1
— =1,
2(py + po)?

0 equivalentemente

V2
P+ pg = £—-.

2
Sustituyendo en la tercera ecuacién obtenemos que

(‘2;)2 " (‘M) " (‘M) -

4,

de donde
43
de donde

y obtenemos asf los puntos:

“f9

1'x:_ﬁ?yzl_gazz_%vy’lzfaMQZ

10



2 0=—v2y=1+L =2 p =-3Y2 y, =2
3a=v2y=1-L o= =32 y, = V2
4~55:\/2y:1+§732§aﬂ1:_§7/@:_%~

Si analizamos los puntos que nos han salido, nos damos cuenta que tanto
el 2 como el 3 no cumplen la condicién de signo. Por otra parte, al tener las
dos restricciones activas, siempre se cumple la condicién de factibilidad. En
consecuencia los puntos 1 y 4 son los puntos KKT para nuestro problema, siendo
el primero un posible minimo y el segundo un posible maximo.

Aalicemos a continuacuén otro ejemplo proveniente de los apuntes de Sil-
vestre Paredes.

Optimizar 2?2 + y?
{ Sujeto a 2x +y — 2 =0.

En este caso se trata de un problema donde no hay restricciones de desigualdad
y el gradiente de la restriccién es (2, 1), obviamente linealmente independiente
por lo que todos los puntos son regulares. El Lagrangiano es en este caso

Lz,y, ) =22+ + X2z +y —2).
Las condiciones KKT serdn ahora.

1. Condicién estacionaria.

L
8— =2x+2XA=0,
ox

oL
— =2 A=0
ay Y+ )

2. Condicién de factibilidad
2c4+y—2=0.

3. Condicién de holgura. No hay.

4. Condicién de signo. No hay.
Resolver el problema ahora es mucho mas facil técnicamente ya que
r=-=X y=-\2,

y sustituyendo tenemos

—JAfé:Z
2

de donde =z = %, Yy = %, A= —% que es el punto KKT del problema.

11



Es buen momento para volver al problema

Optimizar 22 +y
Sujeto a y3 < 0.

que como sabiamos, todos los puntos de la forma (z,0) son irregulares. El la-
grangiano es ahora
L(w,y, p) = 2° +y + py’,

y las condiciones de KKT serdn

1. Condicién estacionaria.

oL
ox x ’
oL
— =1+43uy* =0,
Jy
2. Condicién de factibilidad
¥ <0
3. Condicién de holgura.
py® =0

4. Condicién de signo. Si g > 0 serd minimo, siendo méximo si p < 0.

Como vemos, tenemos dos casos dados por la condicién de holgura. Si p = 0,
de la segunda condicién estacionaria tenemos que 1 = 0, por lo que ho habria
solucién. Si p > 0, y entonces y> = y = 0, tenemos de nuevo que no hay solucién.
Asi, tenemos un problema que aparentemente no tiene solucién. Sin embargo,
hemos olvidado que tiene puntos singulares, por lo que las condiciones KKT
no nos dirfan nada a priori sobre ellos. Si pensamos un poco y simplificamos
el problema tomando y = 0, es decir, tomando los puntos no regulares, vemos
que el problema se reduce a optimizar x2, que obviamente tiene un minimo
local en 0. Asi, vemos como los puntos singulares pueden esconder extremos y
soluciones que a priori no pueden encontrarse con los puntos KKT. El problema,
no obstante, es que estos casos singulares hay que estudiarlos uno a uno, de forma
particularizada y no hay reglas generales para ello.

1.5. Condiciones de segundo orden

Como hemos visto, los puntos de KKT, bajo condiciones de regularidad, pro-
porcionan posibles soluciones a problemas de optimizacién con restricciones en
el caso en que las funciones implicadas sean de clase C'. Si ademas disponemos
de funciones de clase C2, disponemos ademsds de otra condicién necesaria basada
en la matriz Hessiana.

12



Como siempre, consideremos un problema de optimizacion de la forma

Optimizar f(z1,...,2,)

gi(iCl,..., ) 1 ...,ki,

. =0,
Suyato & hj(l‘l, ooy L ) < 0 ,l

Dado un punto de KKT (z1,...,2,) del mismo. Si las funciones f, g; y h; son
de clase C? podemos construir, a partir del Lagrangiano

L(Z1y ooy Ty ALy ooy My gy ooes i) = fZ1, 0y +ZA7’9’L X1y ey & —I—ZMJ (21, ...

la matriz Hessiana

9L 9L 9°L
aml 0x10T2 tt 9z10Th,
9%L %L %L
5
HL(Z1, ooy Ty A1y ooy Ay gy ooy i) = | 072071 d3 920wy
8%L 8%L 8%L
0rn,0x1  Orndza 7 ox2

donde hemos omitido los argumentos de las derivadas segundas por simplicidad.

Esta matriz Hessiana es simétrica por el Teorema de Schwarz, que afirma para
: 2 1, 3 2°L  _ _0°L :

funciones de clase C* la igualdad 7757 = 375+ Dado el mencionado punto

1

de KKT dado por (z1,...,Z,), se define el espacio tangente como
M . — (yla Y ) PRRET] 1520 ) 5 o0y vy
(1 Tn) { Vhi(z1, oy @n) - (Y1, oY)t J € QU1 ey )

donde recordamos que Q(z1, ..., x,) era el conjunto de restricciones de desigual-
dad que eran activas para (x1, ..., 2, ), y el simbolo 7 denota la traspuesta. Una
condicién necesaria para minimo es que

Y1y oer Un) * HL(T1, ooy Ty N1y ooey Mooyl wons 1) = (Y1, ooy Yn)t >0

para todo (y1, ..., yn) € M(z1,...,x,) distinto de (0,0, ...,0), a lo que llamamos
ser semidefinido positivo (definido positivo si la desigualdad es estricta) mientras
que la condicién andloga para maximo es de la forma

(Y1, ooy Un) c HL(Z1, ooy Ty A1y eeey Aky oy ooy 1) + (Y1, ...,yn)t <0

para todo (y1,...,yn) € M(z1,...,x,) distinto de (0,0, ...,0), a lo que llamamos
ser semidefinido negativo (definido negativo si la desigualdad es estricta).
A modo de ejemplo, tomemos el problema

Optimizar z +y + 2

. (y—1)2+22<1
Sujetoa { .’L’Q—f—(y—l)Q—’—ZQ SS

que como sabiamos, tenia como puntos de KKT:

Por (y1,...,yn)? denotamos la matriz transpuesta del vector (yi,...,yn), es decir, dicho
vector en forma de columna.
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Lao=—V2y=1-% z=-%2 =% p,= .
2. x:\@,y:l—l—?,z:%,ul:—%’/@:_%.
Recordemos que el Lagrangiano era

L(z,y, 2, fiy, o) = x+y+2+py ((y — 1)% + 22 = 1) +py (2% + (y — 1)° + 2% = 3),

por lo que la matriz Hessiana es

2149 0 0
HL(xayazvl’Lb:uQ): 0 2(#1—’_#’2) 0
0 0 2(py + po)

Si tomamos los puntos KKT, vemos que estédn activas las dos restricciones de
desigualdad. Los gradientes de éstas son (0,2(y—1),22) y (2z,2(y—1),22). Par-
ticularizando en el primer punto tenemos que es espacio tangente debe cumplir
las ecuaciones

T
(Oa_\[a_ﬁ) : Yy =0,
z
T
(_Qﬁa_fa_ﬂ) : Yy = 0)
z
que simplifican a
y+2=0,
20 +y+2=0,

que en coordenadas paramétricas se escrbiria como

z =0,
y=t,
z = —t,

por lo que el espacio tangente es

M(—ﬂ,l—?,—\f) ={(z,y,2) :y+2z=0,z =0}.

Como el Hessiano es

20 0
HL(_\/i’l_\/i_\/i\/i\/i>: 0 ﬁ 0
0 O



y calculando

V)

@ 2o o0 0
O, t,=t)- o v2 o |- ¢
0 0 V2 —t

($>y7 Z) :

o Ow‘&
NS
I

o&o
Goo
w

-0
0,t,—t)- | V2t
—\/it

= 222 >0

salvo si t = 0, por lo que el Hessiano es definido positivo, y el punto es candidado
a minimo.
Andlogamente se comprueba que el otro punto es candidato a méximo.

1.6. Condiciones suficientes

En general es complicado dar condiciones suficientes para los puntos KKT.
No obstante, definimos el espacio tangente ampliado

{ Y1y ey Yn) ER™ 1 7G5 (21, oy Tn) - (Y150 yn)t, 1 =1, .00k, }
Th(1s-rs0) - (11, s s 5 € Uots o) 15 7.

M*(‘Tla ,In)

Claramente, M(z1, ..., x,) es un subespacio vectorial de M*(z1,...,x,), ya que
en el segundo espacio eliminamos ecuaciones. Entonces una condicién suficiente
para minimo es que

(Y1s ooy Yn ) HL(T1, ooy Ty A1y ooy Moy fhgs os 1g) = (Y1 oy Un)E > 0

para todo (y1,...,yn) € M*(z1,...,xz,) distinto de (0,0, ...,0), mientras que la
condicién andloga para maximo es de la forma

(yla ayn) : HL(xla -"7$na)\17 -"7>\k7/~l“17 "'7.u’l) : (y1’ "'7yn)t <0

para todo (Y1, ...,yn) € M*(z1, ..., x,) distinto de (0,0, ..., 0).
Para finalizar con el problema

Optimizar z +y + 2

. (y—1)2+22<1
Sujeto a { 4+ (y—12+22<3

que como sabfamos, tenfa como puntos de KKT:

1-551*\@,9:1*\/5 Zi*@alﬁl:?alh:

20

= =S

2'x:\/iay:1+§72:§ﬂu1:7§711’2:7
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Es fécil darse cuenta que los espacios tangentes y los espacios tangentes am-
pliados son indénticos, y al ser los Hessianos definidos positivos y negativos,
respectivamente, tenemos que efectivamente nuestros candidatos a extremos lo-
cales lo son de facto al verificarse las condiciones necesarias y suficientes.

En los ejercicios practicos, resulta dificil encontrar ejemplos en los que el es-
pacio tangente y el ampliado difieran, por lo que en la préctica, si las condiciones
de segundo orden se dan para el caso semidefinido, es decir menor o igual o may-
or o igual, no va a ser posible verificar las condiciones suficientes de esxistencia
de maximo. A modo de ejemplo, la funcién f(x) = z* presenta un minimo global
en cero que no es detectable con las condiciones de segundo orden, sino con el
uso de la derivada cuarta. La extensién de este hecho es bastante complicado
en dimensiones mayores como las que estamos tratando.

Por otra parte, al ser la matriz Hessiana simétrica, ésta tiene todos sus
valores propios reales. Precisamente estos valores propios son los que dan lugar
a los casos semidefinido o definido positivo y negativo. Por ejemplo, si todos los
valores propios son positivos tendremos un caso definido positivo, mientras que
si son negativos, tendremos definido negativo, independientemente de cual sea el
espacio tangente ampliado. Los casos conflictivos o problemaéticos son aquellos
en los que aparecen mezclados valores propios positivos o negativos o nulos. Es
en este caso cuando los espacios tangentes pueden ser de utilidad a la hora de
determinar el cardcter del extremo que estamos estudiando.

1.7. Ejercicios resueltos

Presentamos a continuacién algunos ejercicios que han formado parte de
exdmenes de la asignatura y de la asignatura correspondiente del grado de Tec-
nologfas Industriales.

1. Resolver el siguiente problema

Maximizar r+y+z
Sujeto a 224y 42 =1,

sabiendo que el conjunto en que esté definido es compacto.

Solucién. Dado que existe una tnica ligadura de igualdad, tenemos que
todos los puntos son regulares. Contruimos el lagrangiano

L(z,y,2,\) =z +y+z2+ A2 +y° + 22— 1),

y tomamos la condicién estacionaria

oL
— = 1+22A=0
oz +er ’
oL
— = 14+2yA=0
oL
— = 1+4+222=0
0z +ez ’

16



junto con la ligadura
24y 422 =1

De las tres primeras condiciones tenemos que

1

l‘:y:z:—ﬁ7

y sustituyendo en la expresiéon anterior tenemos que

1 1 1 3

4+ -——+-—=—=1,
AN% 402 4N an?
de donde
Azi?.

Obtenemos entonces los candidatos

Vi _ V3

que obviamente son factibles. Calculamos la matriz Hessiana

200 0

HL(z,y,z,\) = 0 2\ 0

0 0 2A

Obviamente
-3 0 0
3 V3 V3 3

w(E 88 0) (V!
0 0 —V3

es definida negativa al tener todos sus valores propios negativos y por tanto

(?, ?, @) es el méximo pedido, que tomaré el valor v/3 en su funcién obje-

tivo.
2. Resolver el siguiente problema

Maximizar r+y+=z
Sujeto a 224+ y? 422 <1,

sabiendo que el conjunto en que estd definido es compacto.

17



Solucién. En primer lugar, el problema es regular ya que cuando la restric-
cién estd activa, el gradiente queda como (2z,2y,2z) # (0,0,0) para aquellos
valores que activan la desigualdad. Tomamos el Lagrangiano

L(z,y,z,p) =z +y+ 2z + p(a® + 4> + 22 - 1).

Distinguimos dos casos: 4t = 0y u # 0. En el primer caso es ficil darse cuenta

de que si planteamos la condicién estacionaria
oL
— =1=0,
oz

nos lleva a una contradiccién, por lo que las soluciones deben de estar para el
caso it # 0. En este caso, planteamos las condiciones estacionarias

L 1+2 0
— = €T =
8;x I'L )
oL

o = 14+2yn =0,
dy

oL

— = 142z2p=0,
0z

junto con la condicién
2?2 +yP 422 =1

De las tres primeras obtenemos

que sustituyendo nos da

DECNC

de donde
3
= =1,
42
de donde /3
3
=+—.
B2
Como buscamos un méximo, hemos de tomar p = —@, que da lugar a los
valores
V3
r=y=z=—.
Y 3
Como



se trata de un punto factible. Calculamos el Hessiano

200 0
H(z,y,z,p)=1 0 2p 0 [,
0 0 2u

que particularizando

-3 0 0
H(xayazvl’c): 0 _\/g 0 ’
0 0 —Vv3

que como vemos es definida negativa y por tanto se trata de un méximo.

3. Resolver el siguiente problema

Minimizar Ty + 2
Sujeto a 2?2 +y? + 22 =5,
z+1<0,

sabiendo que el conjunto en que estd definido es compacto.

Solucién. En primer lugar, comprobamos que todos los puntos son regu-
lares. Si x+1 < 0, entonces el gradiente (2z, 2y, 2z) es linealmente independiente
salvosix = y = z = 0, lo cual es imposible porque implicaria que x%2 432422 = 0.
Si z+1 = 0, entonces los vectore gradiente (2z, 2y, 2z) y (1,0, 0) son linealmente
independientes salvo que y = z = 0. En este caso 22 = 5, lo que implicarfa que
x = ++/5, que no puede verificarse al ser z = —1.

Consideramos el Lagrangiano

L(w,y,2,\ 1) = 2y + 2+ Ma? +y° + 2° = 5) + p(z + 1).

De la condicién de holgura p(z + 1) = 0 disitinguimos dos casos a) 4 =0y b)
x=—1.

Caso a) p = 0. El Lagrangiano es L(z,y,2,\) = 2y + 2z + Mz? + 3? + 22 - 5)
y los puntos de KKT se calculan a partir de las ecuaciones

%:y—i—w\x:(),
8—y=x—|—2)\y20,
Z =1+2x=0,
2?4+ + 22 =5.

De las dos primeras obtenemos que z(1 — 4)\2) =0, y como z < —1, necesaria-
mente A = +1/2. Si A = 1/2, entonces x = —y, z = —1 y por tanto z = ++/2.
Como x < —1, la tdnica solucién posible es

r=—V2, y=v2, z=-1, A=1/2, p=0. (KKT1)
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Si A = —1/2, obtenemos como tnica solucién

rT=—V2, y=—V2, z2=1, A=-1/2, p=0. (KKT2)

Caso b) z = —1. Los puntos de KKT se calculan a partir de las ecuaciones
% =y+2x+p=0,
@ =x+2\y =0,
x? +y? 422 =5,
r=—1.
Notese que A # 0 (en otro caso 1=0 en la tercera ecuacién). De la segunda y
tercera ecuaciones obtenemos y = % = —z, por lo que de la cuarta ecuacién

y= +/2. Si Y= v/2 obtenemos la solucién
r=—1,y=V2 z=—V2, A=V2/4, p=—V2/2,
que no es posible candidato a minimo al ser x negativo. Si y = —v/2 tenemos
r=—1,y=—V2, z2=V2, A= —V2/4, p=+2/2. (KKT3)

que es el tercer posible candidato a minimo. Calculamos ahora el Hessiano

20 1 0
HL(z,y,z, A\, 1) = 1 2x 0
0 0 2\

Para el punto (KKT1) tenemos que el Hessiano

HL(—V2,v2,-1,1/2,0)= | 1

O = =
_ o O

cuyo espacio tangente es

M(_\/Ea \/57_1) = {(x,y,z) : —\/§$+\/§y—2’ = 0}
T =u,
= y=uv, u,v € R,

z = —V2u+ /2,

Calculamos

u

fqufv

(u, v, —V2u + V/20)

O ==

1
1
0

0

0

1
= <u+v,u+v,—\/§u+\/§v> ( \f /s :(u+y)2+(—\/§u+\/§y)2’
2u + v2v
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que es estrictamente positivo si u,v # 0, por lo que es definida positiva y por
tanto minimo local.
Para el punto (KKT2) tenemos que el Hessiano

-1 1 0
HL(—V2,-v2,1,-1/2,00= 1 -1 0 |,

cuyo espacio tangente es

M(=V2,-v2,1) = {(z,y,2): —V2z —V2y+2z=0}

= y=uv, u,v € Ra
z =2u+2v,
Calculamos
-1 1 0 u

(u,v,ﬁu+ﬁv) 1 -1 0 v
0o 0 -1 V2u +V/2v

= (—u—l—v,u—v,—\/iu—\f?v) v = (u—v)% = (V2u + V20)?,
\/§u+\/§v

que es estrictamente negativo si u,v # 0, por lo que es definida positiva y por
tanto maximo local.
Finalmente, para el punto (KKT3) tenemos que el Hessiano

—/2/2 1 0
HL(-1,—V2,V2,-V2/4,V2/2) = 1 —V2/2 0
0 0 —/2/2

)

cuyo espacio tangente es

M(_lv_\/i\@) = {(1‘,y,2’)2$:0;22y}

z =0,
= y=u, ué€R,
z = u,

Calculamos

—/2/2 1 0 0
(0, u,u) 1 —/2/2 0 u
0 0 —/2/2 u

(u, —uV/2/2, —ux/i/?) 2 = —V2u?,

que es menor que cero si u # 0, por lo que es definida negativa, por lo que no
puede ser minimo. Por lo tanto K KT'1 es el minimo pedido.
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4. Resolver el siguiente problema
Minimizar 22 +y? + 22
Sujeto a r+y+z< -1,
Solucién. Planteamos el Lagrangiano
L(z,y, 2z, p) =2 + > + 22 +p(z +y+ 2 — 1),

y las ecuaciones

oL

== 2 =0
81‘ 1“"/,& ’
oL
Ay y+tp )
oL
az Z"’N )

y la condicién de holgura
wax+y+z+1)=0.

De esta tltima condicién, podemos concluir que g = 0, que implicarfa que
x =y = z = 0, incompatible con la ligadura por lo que la descartamos. Nos
queda entonces la ecuacién

r+y+z=-—1

Despejando en las tres primeras ecuaciones

1
xr = =z = -,
y o
y sustituyendo en la cuarta ecuacién obtenemos
-3
2
conloque p=3/2yxc=y=z= —%, que verifican la ligadura. Todos los

puntos son regulares al ser (1,1,1) linealmente independiente para todos los
posibles valores de z, y y z. Calculamos el Hessiano

2 00
HL=1{ 0 2 0
0 0 2

que es siempre deifinido positivo, por lo que (—1/3,—1/3,—1/3) es el minimo
pedido.
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5. Resolver el siguiente problema

Maximizar z+y+=z
Sujeto a 224+ y? =1,
3xr+ 2z < 1.

Solucién: En primer lugar, el problema no tiene puntos sigulares ya que los
vectores (2z,2y,0) y (3,0, 2) son siempre linealmente independientes. Planteamos
L(z,y,z,\ pu) =2 +y+ 2+ Mz? +y? — 1) + u(3z + 22 — 1) y escribimos las
ecuaciones

oL
— = 142zA+3u=0,
ox
L
a— = 142yA =0,
dy
oL
— = 142p=0,
0z +em
24 = 1,
wBr+2z—-1) = 0.
Como por la tercera ecuaciéon p = —1/2, la condicién g = 0 no es posible y la
condicién de holgura se reduce a
3z + 2z =1.

Despejamos en las dos primeras ecuaciones

1 1
TV T Tax
y sustituimos es la cuarta
1 1
— + — =1,
1607 4\
de donde
16)° =5
y por tanto
V5
A=+—
4 b

de donde obtenemos los posibles extremos

(M,ZW:(_WWf_l)

(w,y,z,)\,u):(_\g 2% 5+1?(;f,_§ _;)
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La primera solucién no es posible para un méximo, asf que nos quedamos con
la segunda como candidato a méximo y calculamos el Hessiano

20 0 0
HL = 0 2x 0
0 0 0

que particularizada nos queda

_9¥5 0
ar (Y8 ¥ 543V5 V5 1 5 i
5 5 10 4 2 5

Es espacio tangente es

M(—f 2\[ 5+3\[, \4[ ;) = {(x,y,z):—¥ My—03ac+22—0}~

5 5"’ 10
= {(.’E7y,2>$:2y,22—3/2$}

Evaluamos
—2¥5 0 0 2y 4y VB
2yy.=3y)-| 0 -4 0 || ¥ | =Cuy 3y 4P | = 1207 <0,
0 0 0 =3y 0
por lo que (7%7 245, 5+130‘/5) es el maximo buscado

1.8. Ejercicios

1. Encuentra sobre R, los extremos locales y globales de las siguientes fun-
ciones:

a) f()=a’+a* =5 +2  b)g(a)= Qe +1)"(x—4)

2. Halla los extremos locales y globales de f (x) = 2% — 122+ 3 en el intervalo
[_4’ 4]
3. Dada la funcién

f@y) ="t £ bsen (2 +9?),  abeR

a) Determina el valor de a y b, sabiendo que f (z,y)tiene un extremo
relativo en (0, 0) y que el polinomio de Taylor de 2° orden de f (z,y)en
ese punto, toma el valor 6 en el punto (1,2).

b) Indica la clase de extremo que presenta f (z,y) en (0,0).
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10.

11.

12.

13.

Estudia los extremos relativos y absolutos de las siguientes funciones

f(@y) =%+ 32y —y°
f(z,y) =23 + 3zy? — 152 — 12y
f(z,y) =senz +seny+cos(z+y) 0<z,y<2m

Demuestra que el origen es el tinico punto critico de la funcién
f@y,2) =ay+yz+za

a) (Es un punto de méximo o de minimo relativo?

b) Encuentra 2 rectas que pasen por el origen tal que en una de ellas sea
f>0yenlaotra f <0.;Porqué es posible encontrar estas rectas?

Encuentra los extremos de las siguientes funciones sobre los conjuntos
correspondientes:

fi(z,y) =y (1 —z% - yz) en Oy =[0,1] x [0,1]

folz,y) =2y en o = Tridngulo de vértices (0,0) — (1,0) — (0,1)

Determina, si existen, los extremos relativos y absolutos de la funcién
f(z,y,2) =y sobre el conjunto

F={2+22=9%z+y+z=1}
Resuelve el problema

Optimizar f(z,y,2) = 2% + y? + 22
Sujetoa 22+ y*+ 22 +ay+yz+zz—1=0
r+2y—32=0

Halla la minima distancia entre la recta x + y = 4 y la circunferencia

Maximiza la funcién f (z,y,2) = 3+ 2% + 2y + 4y — 22 + (2 — 2)2, sujeta
a la restriccion 2z + 4y + z = 0.

Resuelve el problema
Optimizar 2y
Sujetoa 22+ =1
Determina los 6ptimos de f (x,y, z) = xy+yz + zz, sujeto a la restriccién
T4+y+2z=120
Resuelve el siguiente problema

Optimizar — —2% +2y + 2
Sujetoa z4+2y—z=0
20+ 2=0
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Un meteoro se mueve a lo largo de la trayectoria de ecuacién
y=a>+3x—6
Una estacién espacial se encuentra en el punto (z,y) = (2,2). Utiliza las

condiciones de KKT para encontrar el punto més cercano entre el meteoro
y la estacion.

Halla los 6ptimos relativos y absolutos, si los hay, que alcanza f (z,y, z) =
z, sobre el conjunto F' = {m2 +y2<dix+y+z= 5}

Resuelve el problema
Optimizar 22 +2(y — 1)
Sujeto a r+y? <1

Realiza la descomposicién del nimero 6 en 3 sumandos, de forma que:

a) Su producto sea maximo.
b) Su producto sea minimo.

¢) {Qué se puede decir si los tres nimeros son no negativos?

Halla, si existen, los extremos relativos y absolutos de la funcioén f (z,y) =
x%y sobre el conjunto de los puntos que cumplen z2 4 y? < 1.

Dado el siguiente problema de programacién no lineal

Optimizar (z—T7)°+ (y — 10)?
Sujeto a y—8<0
(z —10)° + (y — 10)* =36 < 0

a) Discute las posibles soluciones del problema utilizando el método de
los multiplicadores de K.K.T.

Dado el siguiente problema de programacién no lineal
Optimizar T+y
Sujeto a x2 4+ y; <1
y—22—-1>0

Discute las posibles soluciones del problema utilizando el método de los
multiplicadores de K.K.T.

Dado el siguiente problema de programacién no lineal

Optimizar (z—2)%+ (y—2)°
Sujeto a y—5<0
(z—4)°+(y—4)°-16<0
Discute las posibles soluciones del problema utilizando el método de los
multiplicadores de K.K.T.
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22. Determinar gréficamente el méximo y minimo absolutos de la funcién
f (z,y) = 2%+(y — 4)® sobre el conjunto F = {(z,y) |z +y > 3 —z 4y < 3;2 < 2}.

Plantea las condiciones de K.K.T. del problema anterior y utiliza la grafica
para deducir qué restricciones son activas y cuales inactivas en los puntos
de maximo y minimo. Calcular a partir de los datos anteriores esos valores
méximo y minimo.
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