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ADVERTENCIA.

= No son los apuntes de la asignatura. Son una gufa que no tiene porqué corresponderse al cien
por cien con lo explicado en clase.

» Se ha utilizado el simbolo = para denotar un paso en alguna demostracién que, siendo cierto,
no estd bien justificado. Normalmente cuando se trata de permuta de lfmites, como una integral
con un sumatorio. Para un estudio de las pruebas rigurosas al cien por cien nos remitimos a la
bibliografia al final de estas notas.
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Capitulo 1

Estabilidad de ecuaciones diferenciales

Sumario. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales. Funciones de transferencia.
Nociones de estabilidad. Criterios de estabilidad. Estabilidad de sistemas auténomos
no lineales.

1.1. Ecuaciones y sistemas lineales: generalidades

Para nosotros, un sistema de ecuaciones diferenciales es una expresién de la forma

Fi(z, 91, Y1 Y2, Yoy oy Yo Ui

0;
F2(x7ylvyiay2ayév"’7ym7y;n) O;

Fm(xa Y1, y17 Y2, yéu vy Ymy y;n) - 0)

donde y1,¥s, ..., Ym son funciones reales a determinar que dependen de z y F; : A C R*?™ — R,
1 < i < m, son funciones reales de varias variables. Se suele suponer que hay igual nimero de
ecuaciones que de incégnitas de manera que todas las ecuaciones son independientes, es decir, ninguna
puede deducirse de las demads. Estamos interesados en aquellos sistemas de ecuaciones diferenciales
en los que podemos despejar la primera derivada de cada una de las funciones incégnita, es decir,
sistemas de la forma

Y1 = J1(T, Y1, Y25 s Um);

yé - f2<$’ Y1, Y2, -, ym)?

Yo = (T, Y1, Y2, s Ym);

donde f; : A C RY™™ — R, 1 < i < m, son funciones reales. Ejemplos de estos sistemas son

Y = xy1 + y3;
Yo = T+ Y1 + Yo;

Yo =y + yi — ys;
Yy = T+ Y1 + Yols;
yé = Y1Y2Y3;
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ESTABILIDAD DE ECUACIONES DIFERENCIALES

En general la resolucién de estos sistemas no es posible, salvo en casos excepcionales. Sélo para el
caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, que veremos un
poco més tarde existen algoritmos que permiten el cdlculo explicito de las soluciones. Sin embargo,
es relativamente sencillo saber cudndo un sistema tiene solucién, o mds precisamente cuindo un
problema de condiciones iniciales asociado tiene solucén. Primero claro estd, debemos definir qué
entendemos por un problema de condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales. Dicho
problema es un sistema de ecuaciones diferenciales

(.

y1 = [1(T, 91, Y2, s Ym);
yé - f2<$’ Y1, Y2, -5 ym)a

Y = fm (T, Y1, Y2, -, Ym);
L y1(@0) = 1, v2(%0) = Y2, -, Ym(Z0) = Ym

junto con las condiciones y;(zo) = y;, donde xo, y1, Y2, ..., Ym son numeros reales. Por ejemplo

Y = Ty + Y5 — Ys;

Yo = T + Y1 + Y2ys;

Y3 = Y1Y2ys;

y1<0) = 2>?42(0) = 0793(0) = 17

es un problema de condiciones iniciales. Nétese que todas las condiciones iniciales implican el conocimien-
to de la funcién en 0, es decir, lo siguiente

Y = Ty + Y5 — Ys;

Yy = T+ Y1 + Yays;

yé = Y1Y2Ys3;

yl(o) = 2>y2<1> = 07y3(0) = 17

no serfa un problema de condiciones iniciales, ya que conocemos y5 en 1 e y; e y3 en 0.

Para el caso de los problemas de condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales
tenemos el siguiente resultado anédlogo al de ecuaciones diferenciales de orden uno.

Teorema 1 Sea el problema de condiciones iniciales

( yi = fl(%?/l,yz, 7ym)7
Yy = fo@, 91,92, s Ym);

y7ln = fm(x7y17y27”'7ym);
L y1(wo) = y1,y2(%0) = Y2, -, Ym (o) = Ym

donde (xo,y1,--,Ym) € A, fi : A CRY™ - R 1 <4 < m, son funciones reales continuas en el

abierto A. Supongamos ademds que las funciones %yif existen y son continuas en A. Entonces existe
J

una solucion del problema de condiciones iniciales anterior y; : [ — R, 1 <14 < m, definido en un

intervalo abierto I de la recta real.
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Este resultado es fécil de aplicar. Por ejemplo el problema que consideramos anteriormente

Yy = Ty + Y5 — Ys;

Yp = T+ Y1 + Y2Us;

= Y1Y2Y3;

yl(o) = 27?J2<0) = 0»93(0) =1,

es tal que f1(x,y1, 2, ¥3) = Ty1 + Y5 — y3, fo(@, 41,92, 43) = T + Y1 + y2ys ¥ f3(2, Y1, 42, Y3) = Y1%2ys
son funciones definidas en R*, continuas y las derivadas parciales de cada funcién respecto de 1, s

e y3 son continuas. Entonces este problema de condiciones iniciales tiene solucién tnica, aunque no
tengamos ni idea de cémo calcularla. Se verd en la asignatura de cuarto curso métodos numéricos cémo
obtener soluciones aproximadas, y en esta misma asignatura estudiaremos como obtener informacién
parcial sobre el sistema incluso sin conocer las soluciones.

1.1.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Como hemos comentado anteriormente en general no va a ser posible resolver sistemas de ecua-
ciones diferenciales salvo en ciertos casos particulares. Uno de ellos va a ser el de los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes, cuya teoria general pasamos a estudiar.
Vamos a ver a continuacién cémo son las soluciones de un sistema de este tipo, pero antes necesitamos
conocer un poco mas sobre éstos. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es una expresion
de la forma

Y1 = a1 (2)y1 + ara(x)y2 + ... + a1 (T)yn + bi(2)
Y = a2 (2)y1 + az(T)ys + ... + a2 (T)yn + ba(z)

donde para cada 1 < 7,5 <mn, a;; y b; son funciones reales definidas sobre un intervalo /. Si denotamos
por

ai(z) ap(x) ... a(x)
A(e) = (ay(@)iZzn = | 2l anl) ()
am(x) ang(x) a’nn(ff)
y por
bl (l‘)
b
b(z) = (b1(2), ba(x), .., bu())" = 2.(.76)
by ()
e
(4
y = (y17y27"'7yn)t: y2 ,
Yn
el sistema anterior puede escribirse de forma matricial como
y' = A(z) -y + b(z), (1.1)
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ESTABILIDAD DE ECUACIONES DIFERENCIALES

donde por y’ se entenderd la derivada coordenada a coordenada, es decir,

Y
/
Y = (W Y s tl)' = y2
Yr,
Por ejemplo, los sistemas
Yi = ay +€eys + 1 — a2,
Yo=y1— Y2 te”
Yy =y + 2%y +ys + 1 — 22,
Yh =z — 22ys + €77,
ys=vy1+ (1 —2)ya +y3

son lineales. Un sistema se dird homogéneo si b(z) = (0,0, ...,0), es decir, el sistema

Yh = y1 + T%y2 + v,
yé =Ty — x2y2,
ys =y1 + (1 —2)yo +y3

es homogéneo. Se dird no homogéneo en caso contrario. Nosotros le prestaremos una gran atencién
a los sistemas lineales con coeficioentes constantes. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales se
dird de coeficientes constantes si la matriz A(x) = A es constante. Ejemplos de tales sistemas, tanto
homogéneos como no homogéneos son

Y =2y +ys+1—a?
Yh=11—Yot+e "

Yy =2y1 — Y2 + ys,

Yo = Y1 — Y2 + Tys,

ys = —4dy1 + 2 + ¥s.
Veremos en los sucesivos temas cémo resolver estos tltimos sistemas, dando un algoritmo que per-
mitird el calculo de la solucién general del mismo.

Previamente, estudiaremos la teorfa general de los sistemas de ecuaciones lineales y para poste-
riormente particularizarla al caso de las ecuaciones lineales de orden mayor o igual que dos (ver la
ultima seccién de este tema). Esta teoria general de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales se
sustenta en la nocién de espacio vectorial de dimension finita estudiadas en la parte de dlgebra lineal
impartida durante el curso y utiliza el siguiente resultado sobre existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones y sistemas que se deducen directamente del Teorema 1.

Teorema 2 Sea y' = A(z) -y + b(z) un sistema de ecuaciones diferenciales lineales donde A y
b estdn definidas en un intervalo I, = [vo — a,xo + a]. Si estas funciones son continuas en dicho
intervalo, entonces el problema de condiciones iniciales

{ y' = A(z) -y +b()
y(o) = yo

tiene solucion iunica definido en todo I,,.
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Recordemos por un instante dos nociones que serd importante tener claras para entender la teorfa
que a continuacién vamos a desarrollar. Por un lado hemos de tener presente que bajo la notacién
que estamos utilizando, una solucién de un sistema lineal es una funcién y : (a,b) C R — R", o dicho
de otro modo, un vector cuyas componentes son funciones reales. Por ejemplo, dado el sistema

{ yll = Y2,
y/2 = —Y1,
una solucién del mismo es y(x) = (sinx, cos z)*, es decir, y;(z) = sinz e yo(x) = cos z.

Por otra parte, recordemos una nocién de bésica del dlgebra lineal. Si tenemos n vectores cuyas
componentes son funciones yi,ys, ..., ¥,, se dicen linealmente independientes si para toda combi-
nacién lineal

a1 y1+ag-yo+ ...+ apy, =0,

donde o; € R, 1 <7 < n, y 0 es el vector que tiene a la funcién nula en cada componente, entonces
necesariamente o; = 0, 1 <17 < n.

Vamos a empezar el estudio de los sistemas homogéneos, empezando por el siguiente resultado.
Las demostraciones de los siguientes resultados estdan basados en el Teorema 2.

Teorema 3 El conjunto de soluciones del sistema homogéneo

Yy =A(z)-y (1.2)

tiene estructura de espactio vectorial de dimension n sobre R, esto es, cualquier solucion 'y del mismo
es de la forma

Yy=c¢c-yi1+c-y2+..+¢ - Yan

donde ¢y, ¢, ...,c, € R ey1,¥o, ..., ¥, Son soluciones linealmente independientes del mismo.

Proof. En primer lugar, veamos que cualquier combinacién lineal de soluciones del sistema (1.2)
es una solucién del mismo. Para ello, sean yi,ys,...,yx soluciones de (1.2) y ag,aq,...,ap € R.
Consideramos el vector de funciones z = oy - y1 + @ - y2 + ... + ay - yi ¥ derivamos respecto de la
variable independiente (notar que z = z(z)), obteniéndose, por ser yi,ya, ..., yx soluciones de (1.2)
que

Z = ary|tayy,+ ... tap-ys

= a1 A(z)-y1+ay - Alx) y2 + ... + ag - A(x) - yx
= A7) |ar-y1+az-yo+ ... + - yi

= A(x) -z,

que prueba que z es solucién.

Sea ahora C = {uj, uy, ..., u,} la base canénica de R", es decir, para cada i € {1,2,...,n}, u; es
el vector de R™ que tiene 0 en todas las componentes salvo en la i—ésima, donde tiene un 1. Sea xg
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un nimero real y supongamos que A(z) estd definida en I, (ver Teorema 2). Para cada 1 < i <mn,
consideramos el problema de condiciones iniciales

{ y’(Z)A(I) Y
y(20) = ;.

En virtud del Teorema 2, para cada i € {1,2,...,n} existe una unica solucién de dicho problema,
que denotaremos por y;, definida en I,,. Vamos a ver que B = {y1,y2, ..., y»} forman una base del
conjunto de soluciones del sistema 1.2.

Veamos primero que son linealmente independientes. Para ello sea
a1 y1+a-ys+...+a, y,=0.
Particularizamos en zy y obtenemos que
ay - y1(xo) + ag - ya(zo) + ... + - Yn(xo) = 0(20) = 0,
y por ser cada y; solucién del problema de condiciones iniciales, y;(z) = u;, 1 < i < n, de donde
o toay-us+ ...+ a,-u, =0.

Como los vectores u; son los elementos de la base canénica de R", son linealmente independientes y
por tanto a; = 0, 1 <7 < n, de donde y1,ys, ..., ¥, son linealmente independientes.

Acto seguido, vamos a ver que B es un sistema generador del conjunto de soluciones del sistema
(1.2). Para ello sea z una solucién arbitraria del sistema (1.2). Sea x el nimero real del apartado
anterior. Como C es una base de R", se verifica que existen aq, as, ..., a, € R tales que

z(xg) =1 Uy + g - Ug + ... + Q- Uy,

Sea el vector de funciones
Z1 =01 y1+ QYo+ ... +QnYn

y consideremos el problema de condiciones iniciales

{ y' = A(x) - y;
y (o) = z(xo).

Claramente tanto z como z; son soluciones de dicho problema. Como la solucién es tinica en virtud
del Teorema 2, se tiene que

Z=121 =01y TQ2 Y2F ... T Qpn"Yn,
por lo que B también es un sistema generador y la demostracién concluye. B

Aunque el resultado anterior caracteriza las soluciones del sistema homogéneo, el cédlculo ex-
plicito de las soluciones dista mucho de estar al alcance. Un primer avance en el objetivo del cdl-
culo de las soluciones lo proporciona el determinante wronskiano, definido de la manera siguiente.
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Dadas y1,y2,...,yn : I C R — R" se define su determinante wronskiano como la funcién real
Wly1,¥2, -, ¥n] : I C R — R definida todo = € I como

Wiy, y2, - ¥ul(@) = [y1(2); y2(2); ..; yn(2)].

El determinante wronskiano resulta ser util a la hora de determinar si n soluciones del sistema
homogéneo son o no linealmente independientes, como pone de manifiesto el siguiente resultado.

Proposicién 4 Sean yi1,y2,....,¥n : I C R — R" soluciones del sistema homogéneo y' = A(z) -y.
Son equivalentes:

(a) ¥1,¥2, .-, Yn Son linealmente independientes.

(b) W[y1,¥2, ..., ¥nl(z) # 0 para todo z € I.

(c¢) Existe xg € I tal que W[y1,¥2, ..., ¥n|(z0) # 0.

Proof. Veamos en primer lugar que (a) implica (b). Procedemos por reduccion al absurdo suponiendo
que (b) es falso, esto es, existe zq € I tal que W{y1,¥2, ..., ¥n)(z0) = 0. Entonces los vectores de R"
son linealmente dependientes, es decir, existen aq, as, ..., a,, € R, no todos nulos, tal que

ay - y1(zo) + ag - ya(xo) + ... + o - Yu(x) = 0.

Consideremos el problema de condiciones iniciales

{Y( )2(0)

Obviamente el vector de funciones 0 (cuyas componentes son la funcién nula) es solucién de dicho
problema. Por otra parte, procediendo como en el final de la demostraciéon del Teorema 1.18, vemos
que la funcién

ZZ@I'Y1+Q2'Y2+---+O‘n'Yn

también es solucién de dicho problema. Como la solucién debe ser tinica por el Teorema 2, tenemos
que
z=0=0a; - y1+ay-yo+ ..+, Yn.

Como los escalares «; no eran todos nulos, tenemos que las funciones yi,ys, ..., ¥, no pueden ser
linealmente independientes, lo que nos lleva a una contradiccion.

(b) implica (c) es trivial. La demostracién de (c) implica (a) es andloga a la demostracién del
Teorema 1.18, cuando se comprueba que las funciones son linealmente independientes. B

Ahora bien, seguimos todavia muy lejos de resolver un sistema homogéneo. De hecho, los métodos
que permitirdn dar soluciones explicitas a los sistemas planteados tendrdn que esperar a los préximos
temas. La teorfa general, en lo que a la estructura de las soluciones, queda cerrada al establecer la
siguiente caracterizacién de los sistemas no homogéneos.
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Teorema 5 El conjunto de soluciones del sistema
y' = A(z) -y +b(z) (1.3)
es de la forma

Yy=¢c -yi1+c Yot ...+ Ynt+tY¥p

donde ¢y, s, ....,cp, € R, y1,¥9, ..., Y0 Son soluciones linealmente independientes del problema homogé-
neo ey, es una solucion particular del problema no homogéneo.

Proof. Sea y, una solucion particular del sistema (1.3) y sea y otra solucién. Consideremos el vector
de funciones z = y — y, y veamos que es solucién del sistema homogéneo asociado a (1.3). Para ello
calculamos

zZ =y -y,
= A(z) -y +b(z) - [A(z) - yp,+b()]
= Az)- [y -y,
= Az)- =z

Por el Teorema 1.2, existen soluciones del sistema homogéneo asociado linealmente independientes

Y1,¥2, - ¥n tales que
Z=2¢C'y1+C Y2+ ..+ChYn,

donde ¢y, ¢o, ..., ¢, € R. Teniendo en cuenta la definicién de z concluimos que
Y=ca-yit+ca-y2+...+6 Yo+ Yps

con lo que se concluye la demostracion. B

1.1.2. Teoria general para ecuaciones lineales de orden n

Una ecuacion diferencial de orden n > 1 es una expresién de la forma

yn) = f(x7 y? y/7 A yn71)>7 (1’4)

donde f: A C R""! — R. Esta ecuacién puede transformarse en un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de orden uno de la manera siguiente. Introducimos las variables dependientes y; = vy, y2 = ¢/,
Y3 =1",....yn = y" 1 y entonces la ecuacién (1.4) puede escribirse como el sistema

y,l = Y2,
y/2 =3,
Yn—1 = Yn

Yn = (@, 91,92, -, Yn)-
Por ejemplo, la ecuaciéon de orden tres

3)

v =x+yy -y’

8
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puede escribirse como el sistema

yll = Y2,

y,2 = Y3,

Y5 =T+ Y1y2 — Ys.
De aqui se ve que para tener un problema de condiciones para la ecuacién, necesitamos n condiciones
iniciales y1(20) = y(70) = Yo, Y2(z0) = V' (20) = Yhy--¥n(T0) = "V (20) = 9§ ', es decir, necesitamos
conocer el valor de la funcién y de las sucesivas derivadas hasta la n — 1 en un punto zy. Entonces,
en virtud del Teorema 1 vemos que si f es continua y las derivadas gyi_, 1 <7 < n, son continuas,
el problema de condiciones iniciales tiene solucién tnica. Por ejemplo,l el problema de condiciones
iniciales

{ v =z +yy —y,
y(0) =0, y'(0) = 1, ¥"(0) = 2,

tiene solucion unica.

Nos ocuparemos expecialmente de ecuaciones diferenciales de orden n que llamaremos lineales y
que a continuacién describimos. Por una ecuacion diferencial lineal de orden n entenderemos una
expresion de la forma

()Y + a1 (2)y" V) 4 o+ ar(2)y + ao(2)y = b(z), (1.5)

donde para 0 < i < n, a; y b son funciones reales de variable real definidas en un intervalo de la recta
real I. Siempre que a,(z) sea diferente de cero, podemos escribir la ecuacién como

Y+ pp 1 (2)y" T + (@)Y 4 po(2)y = () (1.6)
donde p;(z) = a;(z)/a,(z), 0 <i < n,y q(z) = b(z)/a,(x). Por ejemplo, las ecuaciones

y/// + a:2y' =7
y' 2ty =e",
Y8 — 7e"y® + 2%y" + (logx)y = 0

son ecuaciones lineales de 6rdenes tres, dos y seis, respectivamente. Como hemos visto anteriormente,
una ecuacién de orden n puede escribirse como el sistema

yi = Y2,
yé = Y3,
Yn—1 = Yn,

Y = q(z) = [Paa1 (2)Yn + .. + p1(2)y2 + po(z)1a],

que en forma matricial se escribe como

donde
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A(z) = 0 0 0 1 0
—po(r) —pi(x) —p2(z) —p3(z) —pn_1(x)
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y b(z) = (0,0, ...,0,¢(z))". Diremos entonces que la ecuacién (1.5) es homogénea o no homogénea
segin se sea b(z) nulo o no, es decir, si ¢(z) = 0 para todo z. Ademds, la ecuacién se dird de
coeficientes constantes cuando A(x) sea constante, es decir, cuando p;(z) = p; € R para todo
0<1<n.

Tanto los Teoremas 1.18 y 1.19 como la Proposicién 4 admiten la siguiente lectura en términos de
ecuaciones lineales. A la vista de que cualquier ecuacién lineal puede escribirse como un sistema ana-
diendo las derivadas como funciones, cualquier solucién del sistema y es de la forma (y, v/, ..., y" 1),
donde y : I C R — R es una funcién suficientemente derivable. En esta linea, destacamos entonces
que el wronskiano puede escribirse como

Wiyt yo, o Yl (@) = Wiy, y2, o, ¥ul (@) := |y1(2); y2(2); ...; yu ()]
y(z) .. p(r) oy

n(x) )y
e S L
@) @) T ()
donde 1, ¥o, ..., y, son las primeras componentes de yi,ys,...,y,. Podremos enunciar entonces los
siguientes resultados.

Teorema 6 El conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea

y”) +pn_1(x)y"_1) + ..+ p1(2)y 4+ po(x)y =0

tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, esto es, cualquier solucion y de la
misma es de la forma
Yy=c-Yr+tC Y2t ...+ChYn

donde ¢y, ¢, ...,c, € R e yy,ys, ..., Yyn son soluciones linealmente independientes del mismo.
Proposicion 7 Sean y1,vy2, ...,y : I C R — R™ soluciones de la ecuacion homogénea
v+ paa(@)y" D + 4 pr(@)y + o)y = 0.

Son equivalentes:

(a) y1,Y2, ..., Yn son linealmente independientes.

(b) Wy, y2, ..., yn](x) # 0 para todo x € 1.

(c) Eziste xo € I tal que Wy1,y2, ..., yn](x0) # 0.
Teorema 8 FEl conjunto de soluciones de la ecuacion

"+ @)y + @)y + pol@)y = g()

es de la forma
y=ci-y1+c-Ya+ ...t CnYn+ Yp,

donde cy,ca,...,C, € R, Y1, Ys, ..., yn sSon soluciones linealmente independientes del problema homogé-
neo ey, es una solucion particular del problema no homogéneo.

10
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1.2. Resolucidon desistemas lineales de coeficientes constantes
Vamos a considerar sistemas de la forma,
y =A.-y+b(z), (1.7)

donde A = (aw)gfgf es una matriz cuadrada, b(z) = (by(x), ba(z), ..., by (x))" donde para 1 < j < n,
b; son funciones reales definidas sobre un intervalo de larectareal I ey = (y1, 2, ..., yn)". Los métodos
que vamos a estudiar son matriciales por lo que es necesario tener frescos conceptos sobre la teoria
de matrices y especialmente con la diagonalizacién de éstas.

1.2.1. Resolucién del sistema homogéneo

Vamos a introducir un método matricial para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales con
coeficientes constantes que estd basado en el célculo de la exponencial de una matriz utilizando el
Teorema de Cayley-Hamilton. Explicaremos en primer lugar en qué consiste el Teorema de Cayley—
Hamilton y posteriormente introduciremos la exponencial de una matriz, que nos va a proporcionar
la solucién de sistemas homogéneos de la forma

"
y =A-y,
_ 1<j<n :
donde A = (a;;),=/=, es una matriz cuadrada.

Teorema de Cayley—Hamilton

1<5< . _
Supongamos que A = (a;;);=/2 es una matriz cuadrada y ¢(z) = apz® +ap_12" 1+ ...+ a1z + ao,

es un polinomio de coeficientes reales. Si intercambiamos x por A construimos lo que denominaremos
un polinomio matricial
k k—1
q(A) = axr A" + a1 A" + .+ a1 A + aol,.

Noétese que el término independiente del polinomio aparece multiplicado por la matriz identidad I,.

Por ejemplo, si
1 2
()

q(A) = A*+2A -1,
3
12 1 2 10
_(3 4)”(3 4)‘(01)
(38 58
= |87 125 )

El Teorema de Cayley—Hamilton afirma lo siguiente.

y q(x) = 2% + 22 — 1, entonces

Teorema 9 (Cayley—Hamilton). Sea A = (a;j) una matriz cuadrada y sea p(x) = |A —x-1,,| su
polinomio caracteristico. Entonces p(A) = 0.

11
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Demostraciéon. Como sabemos del tema inicial,
A—z- L] L =px)-I,=A-z-L) - (A-z-1,),

donde (A —z-1,)" es la matriz traspuesta de la adjunta de A — x - I,. Entonces (A —xz-I,)" =
(¢ij(x)), donde g;;(x) son polinomios reales en x de grado a lo sumo n — 1. Podemos reordenar dicha
matriz como

(A—z L) =B;- 2" '+ By-2" 2+ ..+ B,_; -2+ B,

donde B; € M,,..,(R). Entonces

px) I, = By-2"'+By-2"*+..+B,,-2+B,)-(A—z-1,)
— By, 2"+ (Bi-A—By)-2" '+ ..+ (By1-A—B,) -z +B,-A,

de donde sustituyendo = por la matriz A tenemos

= -B;-A"+(B;-A-By)-A"'+.+(B,1-A-B,)-A+B,-A=0,

con lo que termina la demostracién.[]
A modo de ejemplo, dada la matriz anterior, su polinomio caracteristico es

p(z) = 2° — bz — 2,
y si calculamos

p(A) = A? -5A —2I,
- 7 10 (5 10\ (20
- 15 22 15 20 0 2
(00
—\o0 0/

Este teorema serd clave para poder obtener una férmula que permita resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes.

El polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A no tiene porqué ser el de menor grado que
satisfaga el teorema de Cayley—Hamilton. Un polinomio ¢(¢) se dice minimo para la matriz cuadrada
A si g(A) = 0. En general se sabe que ¢(t) divide al polinomio caracteristico de A, es decir, dicho
polinomio serd de la forma,

qt) =t —A)™ - (=)™,

donde \;, 1 <7 < p son los valores propios de A 'y r = + ... + 1, < n, donde n es el grado del
polinomio caracteristico p(t).
Como sabemos, para que la matriz A sea diagonalizable tiene que cumplirse que si

p(t) = (=1)"(E = A)™ - (E = Ap)"™,

entonces para cada valor propio \; debe cumplirse que su multiplicidad algebraica n; = dim Ker(A —
Ai - 1,), donde Ker(A — \; - I,,) es el subespacio propio asociado al valor propio \;. Esta condicién es
equivalente a que r; = 1, siendo r; el exponente del monomio ¢ — \; en el polinomio minimo.

12
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Veamos un par de ejemplos. Consideremos la matriz

0 11
A= -1 2 1
-1 1 2

que tiene valores propios 1 (doble) y 2 (simple). Esta matriz serd diagonalizable si su polinomio
minimo es ¢(t) = (t — 1)(¢ — 2). Calculamos

q(A)=(A-I3) (A-2-1I3) =0,

por lo que dicha matriz es diagonalizable.Sin embargo la matriz

1 10
A=| -1 2 1
0 11
tiene los mismos valores propios con las mismas multiplicidades y sin embargo
-1 0 1
A)=(A-T3) - (A-2-I;) = 0 00,
-1 0 1

por lo que no puede ser diagnalizable.
Ademds, si \; es valor propio de A, para comprobar la relaciéon n; = dim Ker(A — \; - I,), basta
comprobar que ¢;(A) = 0, siendo

p(t)

alt) = (0= N Ty

1.2.2. Resolucion de sistemas. La exponencial de una matriz

En esta seccién vamos a obtener una férmula para resolver sistemas de ecuaciones de la forma

/
donde A es una matriz cuadrada de coeficientes reales. Para esto, debemos recordar un caso particular
de éste cuando la matriz es de una fila y una columna, es decir, cuando tenemos la ecuacién lineal
homogénea de orden uno
y =ay, a € R.
En este caso, la solucién general de esta ecuacion es de la forma
y(x) = e*e, c € R.

Por analogia con el caso unidimensional, para el caso general la solucién del sistema (1.8) va a ser
de la forma

y(z) = A7 . C,
donde C es un vector columna constante y e* es la exponencial de la matriz A - = definida por la

serie
i

> X
eA'I = E AZ c—.
7!
=0

Para hacer més comprensible este capitulo, vamos a dar algunas nociones sobre la exponencial de
una matriz.

13
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La exponencial de una matriz

Consideremos una matriz cuadrada A. Como hemos definido anteriormente, la exponencial de
dicha matriz viene definida, en analogfa con la exponencial de un nimero real, viene dada por la

serie
> 1
BA = E Az R
7!
i=0

donde supondremos que A° = I,,. Esta serie siempre es convergente, es decir, para toda matriz
cuadrada con coeficientes reales la serie anterior nos proporciona una matriz de coeficientes reales.

Hay casos en los que es bastante sencillo calcular la exponencial de una matriz. Por ejemplo,
si D = diag(dy, ...,d,) es una matriz diagonal, entonces para todo mimero natural i se tiene que
D' = diag(di, ..., d!) y entonces

P = iDi 1_1‘
i=0

= Zdlag( 1 "'7dn) ’ 5
i=0 )

Por ejemplo, si

1 0 O
D= 0 2 0 ,
0 0 =2
entonces
e 0 O
P=10¢ 0
0 0 e2

Ademas, la exponencial de una matriz cumple la siguientes propiedades (que no justificaremos). Si
A y B son matrices cuadradas que conmutan, esto es A - B = B - A, entonces

eATB — A B, (1.9)
Dado el vector columna C, la funcién y(z) = eA* - C estd definida para todo = € R, es derivable y

y'(x) = di;eA'x C=A-eA".C=A y(),

es decir, es solucién del sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes (1.8).
Ahora bien, consideremos el sistema
" _ (11 W0
Ya L -1 Y2 )

14



ESTABILIDAD DE ECUACIONES DIFERENCIALES

La solucidon de este sistema es la matriz

pero jcémo calculamos dicha matriz? A continuacién vamos a ver un método basado en el Teorema de
Cayley—Hamilton que permite hacer el cédlculo con cierta facilidad, aunque los célculos sean laboriosos.

Calculo practico de la exponencial

Para fijar ideas supongamos que p(z) es el polinomio caracteristico de la matriz A y que tiene k
raices reales o complejas A1, Ao, ...\, con multiplicidades 71,79, ..., rx. Buscamos entonces polinomios
ai(x), as(z), ..., ap(x) con grado a lo sumo r; — 1 para cada 1 < i < k, de manera que se verifique la
igualdad

Lo e, _ol) _awla)
N ER R W R PR WY
de donde
1= a1(2)qu(z) + az(x)qa(x) + ... + ap(@)qr(z), (1.10)

con ¢;(x) = p(x)/(x — A\)", 1 <i < k. Sustituyendo en (1.10) = por A tendremos
L, = a1(A)q(A) + a2(A)g(A) + .. + ax(A)gr(A). (1.11)

Dado que para todo 1 <1 < k,

e = Z | EA i e L,
j=0
entonces
> J
Az _ oL, (A-NIn)x _ Nz | ). J. 'T_
et =e e =e Z(A Ail) T
§=0
De aqui, multiplicando por la izquierda ambos miembros por ¢;(A)
A-x Aix = j xj
AN = Y GANA ALY
§=0
7‘1'—1 x]

= MY g(A) (A - ALY - i
=0

dado que por el Teorema de Cayley—Hamilton, para todo j > r; se tiene que ¢;(A)(A — \1,)7 =
p(A)(A — \I1,)7~" = 0. Multiplicando nuevamente por la izquierda por a;(A) obtendremos

B(AG(A)A =3 a(A)a(A)A ALY - o (1.12)

15
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Sumando (1.12) desde 1 hasta k y teniendo en cuenta (1.11) concluimos que la exponencial de la
matriz puede calcularse con la férmula

&wZE:GM%%mmmnijA—Aiy-%>. (1.13)

La matriz asociada al sistema es

y el polinomio caracteristico
p(z) = 2* — Tz + 6,

que tiene por raices \; = 1 y Ay = 6. Calculamos ahora a; y as a partir de

1 B ay i a9 . (a1+a2)x—6a1—a2
plz) z-1 -6 p(z) ’

de donde obtenemos el sistema
aq + a9 — O,
—6&1 — Q9 = 1,

que tiene por solucién a3 = —1/5y as = 1/5. Ademds

a1(x) = pla) /(@ — 1) = — 6

@(x) =p(z)/(x —6) =2 — 1.

Aplicamos ahora la férmula (1.13) y tenemos que

A = ¢ (=1/5L) - (A — 6L) + ¢ (1/5L,) - (A ~ L)
1 (35 42" 2¢57 — 2
— 5 3€6x . 3€x 2€6x _|_ 36x .

La solucién del sistema serd

y1 () _ 1 3e67 4 2% 2e6T — Qe [ a
y(x) ) 5\ 3e% — 36 2657 4 3e” Co
1 e%%(3er + 2¢9) + €¥(261 — 2¢9)
5\ €3¢y + 2¢2) + € (—3¢1 +3c2) )
esto es 1
yi(z) = = (e%%(3e1 + 2¢2) + €7(201 — 2¢2))

16
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1
yo(z) = = (€% (31 + 2¢2) + €7(—3e1 + 3¢2))

donde ¢ y ¢z son dos constantes reales. Si tuviésemos alguna condicién inicial, por ejemplo, y;(0) =
1, y2(0) = 0, entonces planteando el sistema

y1(0)
y2(0)

?

1
0,

1
Co

obtendriamos que

—_

yi(z) = =(3e% + 2¢%)

ot

1
yo(z) = 6(366:6 — 3e")

es la tinica solucién de dicho problema de condiciones iniciales.

Consideremos ahora el sistema
Yy = 3y1 + yo;
Yy = —Y1 + Y2

cuyo polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(x) = 22 — 4x + 4, que tiene por solucién la

raiz doble A\ = 2. Entonces
1 aq aj

pl) (-2 pla)

de donde a; =1y
¢ =p(r)/(r-2)*=1.

Aplicando la férmula (1.13) tenemos que

AT = 2a(A)q(A) Z(A —2Lp)"- 'T_Z

7!
i=0

o 1 1
= e InIn<In—|—<_1 L

o 1 +x e
= e
- 14+
con lo que la solucién del sistema

yi(z) \ [ (I+ax)e* ze* 1

yg(l’) - _x€2:v (1 +l’)€2z o )
donde ¢; y ¢y son dos constantes reales (la expresién definitiva de y; e yo se deja como ejercicio al
lector).

Si por ltimo tomamos el sistema

{ Yy = 3y1 — Sys;
yé =Y — Y2;
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podemos ver que el polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(z) = 2 — 2z + 2 que tiene
por raices los nimeros complejos conjugados Ay =141y Ay =1 —i. De la expresién

I a; n as (a1 +a)z +ar(—141) +ax(—1—1)
plz)  (w—1-1d) (z—1+1) p(z) ’
que da lugar al sistema
a; + ag = O,
{ ar(—1+1i) 4+ as(—1—1) =1,
que nos da como solucién a; = % Y ag = —%. Teniendo en cuenta que

q(x)=x—1+1,

y
Gr) =2 —1—1,

se tiene aplicando la férmula (1.13)

1 e L
AT = T (A~ (1= i)T) = e T(A — (14 )D)

21
1 2+1 -5 1 2—1 -5
_ T T e W
— el () e (O L)
2€im _.efix eix + eim _5eim _ eim
= 7 21 ) 2 ) 21
el _ ol _2€zz — e N el + el
24 24 2
_ o 2sinx + cosx —5sinx
- sin —2sinx +cosx /'’
dado que
ei:c +e—i:c
cosx = T —
y . .
) el _ ot
sinx = 5

Entonces toda solucién del sistema viene dada por la expresion

n(x) \ o 2sinz + cos —bsinx | a
yo(z) ) sin —2sinx + cosx co |’
donde ¢; y ¢o son dos constantes reales.

Los tres ejemplos anteriores resumen los casos que pueden darse para el caso de sistemas de dos
ecuaciones con dos incégnitas, es decir, que el polinomio caracteristico tenga dos soluciones reales
distintas, una real doble o dos complejas conjugadas. Cuando el niimero de ecuaciones es mayor,
pueden aparecer otros casos, pero basicamente la matriz exponencial contiene en sus coordenadas
funciones de la forma

x"e™ cos(fx) y x"e* sin(fx),
donde n > 0 y a y [ son nimeros reales. En cualquier caso, resolveremos sistemas que a lo sumo
tienen cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, pues a partir de ese niimero de ecuaciones los cdlculos
suelen ser muy largos y engorrosos en general.
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1.2.3. El método de variacién de constantes

Volvamos ahora sobre el sistema no homogéneo (1.7) y supongamos conocida la solucién general
del sistema homogéneo asociado. Para terminar de resolver el sistema no homogéneo usaremos el
método de variaciéon de constantes. Para ello supongamos que la solucién es de la forma

y(z) = A7 Cla),
donde C(x) es una funcién a determinar. Derivando respecto de x obtendremos que
y' () = Ae? . C(z) + 7. C'(z) = A - y(2) + 27 - C'(2).
Sustituyendo en el sistema no homogéneo tendremos
A-y(z)+erT Cla) = A y(x) +b(x),

o equivalentemente
A . C'(z) = b(x).

A o5 invertible (recordar la Proposicién 4) y teniendo en cuenta que

Dado que la matriz e
AT e AT =0 =T,

AT eg la inversa de e* y entonces

C(z) = /eA'” -b(z)dz. (1.14)

Una vez calculada C(x) obtenemos la solucién del sistema no homogéneo.

concluimos que e~

Por ejemplo, consideremos el sistema
Yy = 4y1 + 2y2 + €%
Yo = 3y1 + 3y,

que también podemos escribir como

iy _ (4 2 | n e’
vy ] U3 3 Y2 0 )
Ya vimos que la exponencial de la matriz del sistema era
Aw _ L [ 3e% 42" 2e% —2¢”
© T\ 38T —3em 2e87 4 3¢

por lo que a partir de (1.14) obtenemos
c(r) N _ [l 3042 270 —2e7" \ [ e” e
co(x) B 5\ 3¢5 —3e™® 2e70" 4 367 0
1 3e5 42 d
~ 5/ \3emr—3 )%
[ (Be™™ + 2)dx

- % < [ E3e—5w — 3)dx )

1 [ —3e™/5+2x+ ¢

T 5 < -3¢ /5 — 31 + ¢y ) ’

19
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con lo que la solucién

3e87 + 2e”  2e87 — 2¢” —3e7" 5+ 21+ ¢
y(z) = -

1 1
5 \ 3¢5 —3¢® 2% £ 3¢ | 5\ —3e75/5 31 +cy
1 3% 4 2e" 2% =27\ (¢ N 1o (102=3
25 3e57 — 3e® 287 + 3e” Co 25 3—15z |-
Notese que una solucién particular del sistema es

(z) = iew o 10z -3
Yol = 95 3— 15z )’

por lo que haciendo k; = ¢;/5, i = 1,2, tenemos que

yiw) = A () +3,0a)

tal y como el Teorema 1.19 afirmaba.

Si por ejemplo consideramos el problema de condiciones iniciales

Y1 = 4yr + 2y2 + €%
Yo = 3y1 + 3Y2;
yl(o) = 07?J2<0) =1

se verificard que

de donde

Co = 22,

de donde sustituyendo en la solucién general concluimos que
yi(x) \ _ 1 [ 13e5 4 " (102 — 13)
ya(z) ) 25 \ 13€% + e”(12 — 152)
es la tinica solucién de dicho problema de condiciones iniciales.

1.3. Resolviendo sistemas mediante la transformada de Laplace
Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones lineales de la forma
y'(t) =A-y(t)+£(t) (1.15)
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donde A es una matriz cuadrada de n filas por n columnas con coeficientes reales, £ = (f1, fo, ..., fn)*
donde f; son funciones dadas e y = (y1, %2, ..., yn)" es la funcién vectorial incégnita. Supongamos
ademsds las condiciones iniciales

y(0) = yo (1.16)

donde yo = (32,99, ..., 4°)! con 3? niimeros reales para 1 < i < n. Sea

Lly)(z) = (L[y](2), LIy2](2), -, Llyal (2))".
Entonces, tomando la Transformada de Laplace en (1.15) y teniendo en cuenta (1.16) obtenemos que
2Lyl(2) —yo = A - L[yl(z) + L[f] (),
de donde, si I,, denota la matriz identidad,

(21 — A) - Ly](2) = yo + LIf](2),

y de aquf
Lyl(z) = (zI, — A) ™"+ (yo + L[f](2)). (1.17)

Una vez calculada de este modo L[y](z) obtendremos y tomando la Transformada inversa.

Por ejemplo consideremos el sistema

()= 2) () (o)

junto con las condiciones iniciales

De (1.17)
L1](2) B z2—2 3 - 2+1
Lly2](2) N -3 z-2 -1
B 1 z—2 -3 2t
22— 42413 3 22 -1
( 2222 )
_ 2(22—42+13)
- —22 48243 :
2(22—42+13)
Entonces la solucién del problema viene dada por

( mno ) (L)
ya(t) L ;é“;iité J(t)
)+

1 [ 28¢* cos(3t) + 16¢* sin(3t) — 2
13\ 28¢*sin(3t) — 16e* cos(3t) +3 )
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1.4. Problemas con funciones discontinuas

Supongamos que el problema
{ y' +y = f(t);
y(0) =0, ¢'(0) = 1;

viene dada ahora con la funcién discontinua

t si0<t<m,
f(t) = { cos(2t) sit > .
Podemos escribir ahora
(22 + DL[yI(2z) = 1+ L[f](2).
Por otra parte
f(t) = t(ho(t) — hx(t)) + hx(t) cos(2t),

con lo que

LIf1(z) = LItho(D)](2) + L[thx(1)](2) + L]hx(t) cos(20)] ().

Desarrollando cada sumando por separado, obtenemos

Lltho()](2) = 1/22.

Llth=(0))(2) = L[t = m)hx(1)](2) + 7L[A=()](2)

_ —Tz <
= "5 i
Combinando estas expresiones tenemos
241 (1 = z
(2 + DL(2) +1=—5—+e <;+;+22+4)-
Entonces
22 +1 - 1 ™ z
EWlG) = 2y T (22(22 ) sy T iy 1)) !
y asi
® = |2 Wt e | @ Lt e | (@)
= 22 22(22+1) 2(22+1)
-1 —Tz i
L {6 T 1)} Q

= 4 filt = m)hx(t) + 7fo(t = 7)ha(t) + f3(t — m)ha(t),
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donde las funciones fi, fo vy f3 se determinan de la siguiente manera.

filt) = £ LQ(;)] (1) = £ E} (1) — £ l ! ] (f) =t — sint.

2241 2241

folt) = £ [ﬁ] (t) = £ H (t)— £ [ 2 1 (£) = 1 — cost.

2241 z 2241

flt) = £ [(zQ +4)Z(z2 + 1)] (t)

_ 151[ : }(t)—lﬁll : ](t):lcost—%cos(%).

3 3
Entonces
y(t) = t+h (D[t —7m)—sin(t —m)+m7—7mcos(t —m) + % cos(t —m) — %008(275 — 27)]
= (1 —=ha(t)t+ he(t)[2t +sint + (37 — 1)/3 cost — cos(2t) /3],

o equivalentemente

=t si0<t<m,
Y= 2t +sint — (3w — 1)/3cost — cos(2t)/3 sit > .

1.5. Sistemas auténomos, puntos criticos y nocién de esta-
bilidad
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales
y =f(t,y)

donde f :  C R*! — R” es una funcién con regularidad suficiente para satisfacer la unicidad de
soluciones para un problema de condiciones iniciales o de Cauchy. Si la variable independiente ¢ no
aparece explicitamente en las ecuaciones del sistema, es decir, el sistema es de la forma

donde f : Q C R™ — R"”, se dice que el sistema de ecuaciones es auténomo. Por ejemplo, el sistema

¥=y—x+t,
y =y,

es no auténomo mientras que

I/ =Yy—-z,
{ Vo (1.18)

Y =4y(l—y) (1.19)
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son auténomos.

Aunque estos sistemas pueden no ser féciles de resolver, es sencillo encontrar determinadas solu-
ciones particulares. Entre ellas destacan las soluciones constantes, cuyascondiciones iniciales vienen
dadas por las soluciones del sistema algebraico

fly)=0
Si yo € Q y verifica que

f(YO) - 07
entonces la solucién constante de la forma

Y(t) =Yo,

es la tnica solucién del problema de condiciones inciales

{VZfWL

y(to) = ¥o,

para todo ty € R. Asi, resolviendo el sistema
{y—sz
zy =0,
vemos que (0, 0) es el tinico punto critico del sistema (1.18), mientras que al resolver la ecuacién
4y(1—-y) =0

comprobamos que 0 y 1 son los puntos criticos de la ecuacién (1.19). Como veremos posteriormente,
estos puntos serdn de gran importancia en el andlisis de la estabilidad de un sistema. Veamos que se
entiende por estabilidad.

Definicién 1 Sea el sistema auténomo
y' = £(y) (1.20)

dondey = (Y1,Y2, -, Yn) y £ : Q CR™ — R™ es una funcion con funciones coordenadas fi, fo, ..., fn-
Una solucion y(t) de (1.20) definida para todo t > 0 se dice estable si para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que si z(t) es otra solucion que cumple la condicion ||y (0) —z(0)|| < § entonces z(t) estd definida
para todo t > 0 y se verifica que ||z(t) — y(t)|| < € para todo t > 0. Si ademds se verifica que

lim [[a(t) — y(£)]| = 0

la solucion y(t) se dird asintticamente estable. La solucion y(t) se dird inestable si no es estable.

Por ejemplo, consideremos la ecuacién

cuyas soluciones son de la forma
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para condiciones iniciales y(to) = yo. Claramente, para dos soluciones y;(t) e y2(t) se verifica que
Hm |y2(t) — w1 (t)| = +o0,
t——+o00

por lo que dicha ecuacién es iniestable en todas sus soluciones. Lo contrario ocurre con la ecuacién

/

Yy =-vY,

que es asintéticamente estable. Finalmente, dado que las soluciones del sistema

!/
€r = ya
!/
Yy = -,
son circunferencias concentricas con centro (0, 0), se tiene que las soluciones del sistemas son estable
aunque no asintéticamente estables.

1.6. Estabilidad de sistemas lineales

Consideremos ahora un sistema lineal y’ = A -y donde la matriz A tiene n filas y columnas.
Aunque en este caso no disponemos de la representacién de los diagramas de fases del mismo, si que
es posible determinar la estabilidad del mismo, con un resultado andlogo al anterior. Para establecer
el mismo, dada la matriz A, denotaremos por Aq, ..., \; los valores propios de A con multiplicidades

my, ..., mg. Asimismo, denotaremos por dy, ..., d; las dimensiones sobre C de los subespacios propios
Ker(A — \1,), ..., Ker(A — \1,).

Teorema 10 Sea el sistema lineal planoy’ = A -y, A € M,«,(R) no nula. Entonces

(a) El sistema es estable si Re\; <0, 1 <1 <k, y ademds si \; verifica que Re \; = 0, entonces

(b) El sistema es asintdticamente estable si Re \; < 0 para todo i =1, ..., k.

(c) El sistema es inestable si o bien existe A; tal que Re \; =0 y m; > d;, o bien existe \; tal que
Re )\z > 0.

Ejemplo 1 Consideremos el sistema

¥ = =31+ 2y + 2z,
Yy =2z +y+ 2z,
2= =20+ 2y +z.

Es fécil ver que 1 y —1 son los valores propios de la matriz asociada al sistema, por lo que en virtud
del Teorema 10 (c), éste es inestable. W

Ejemplo 2 Sea ahora el sistema

¥ =-2x+y—z,
y=r=2y—2
2 =—x+y-—2z

Podemos ver ahora que los valores propios de la matriz asociada son —1, —2 y —3, por lo que por el
Teorema 10 (b), el sistema es asintéticamente estable. B
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Ejemplo 3 Sea el sistema
¥ =—4x+y+ 3z,
y =2z,
2= =2y.

Puede comprobarse que £2i y —4 son los valores propios de la matriz del sistema. Cémo las dimen-
siones de los subespacios propios de los valores propios 44 son 1 y coincide con la multiplicidad de
éstos, por el Teorema 10 (a) y (b) el sistema serd estable, aunque no serd asintéticamente estable.

La aplicacién del Teorema 10 tiene a priori un punto flaco puesto de manifiesto por el siguiente
ejemplo. Consideremos el sistema
= =2x+y— 2z,
Yy =3z — 9y,
Z=drx+y+z.

Este sistema coincide con el del apartado (d) del ejercicio anterior en todos los coeficientes de la matriz
asociada excepto el primero. El polinomio caracteristico es p(A) = —\*—10\*—12)\—63, pero resolver
la ecuacién p(A) = 0 no resulta sencillo, y quizés ni siquiera factible para los conocimientos de los
que se disponen. Ahora bien, para aplicar el Teorema 10 en la mayoria de los casos s6lo necesitamos
conocer los signos de las partes reales de los valores propios de la matriz asociada. Para este objetivo
podemos usar el siguiente criterio de Routh-Hurwitz que, aunque no siempre es aplicable, supone
una gran ayuda para determinar al menos si el sistema es asintéticamente estable.

Proposicién 11 Sea p(\) = (=1)"(\" + a;\" " + ... + an_1A + a,) el polinomio caracteristico de
la matriz A € Mp«n(R). Las raices de p()\) tienen parte real negativa si y sélo son estrictamente
positivos los menores principales de la matriz

a; asz as 0

1 Ao Ay 0

. 0 a; as 0
Ha=1 19 1 4 0

Ejemplo 4 Consideremos el sistema

¥ =-3x+y+z
Yy =z—4y+z,
2= =2y — 3z

El polinomio caracterfstico de la matriz asociada es p(\) = —41 — 34z — 102% — 2° y la matriz Hu

10 41 0O
1 34 0
0 10 41

cuyos menores principales son 10, 299 y 12259. Esté claro entonces que todos los valores propios de
la matriz A tienen parte real negativa, por lo que el sistema serd asintéticamente estable. B

26



ESTABILIDAD DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Ademis puede ser de utilidad el siguiente resultado que denominaremos Teorema de circulo de
Gershgorin.

Teorema 12 Sea A = (a;;) € Muxn(R) con valores propios Ay, ..., \,. Entonces todos los valores
propios estdn en el conjunto del plano de la forma

{z+iyeC:\(r—an)?? +2 <rmU..U{z+iy € C: \/(z — apm)? + 42 <70},

donde 1y, = Y7, |ay| — |aal, k=1,2,....n.

Demostracién. Si A es valor propio de A con vector propio v = (v1, ..., v,) € C"y s = max{|v;| :
i =1,...,n}. Definimos

u=_-v= (U, .o, Up),

que también es vector propio de A tal que max{|u;| : i =1,...,n} = |u;,| = 1. Entonces

n

E aiojuj = /\UZ’O,

=1
con lo que
n
> " igjty = (A = @igio ) iy-
Jj=1
J#io
Asi

n

n n
A = aigio| = D gt | < aiggllug] < laigg] = 7,
J#i0 J#i0 J#10
con lo que el resultado queda probado. B
Vemos como se aplica este resultado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 Consideremos el sistema

~

¥=—4dr+y+z,
:_2y+zv
2 =4y — bz.

~

<

El conjunto a que hace referencia el resultado anterior es
{(z,y): Ve +42 +9* <2} U{(z,y) : V(e +2)? +9° <1H{(z,y) : V(2 +5)? +y? <4},

27



ESTABILIDAD DE ECUACIONES DIFERENCIALES

que graficamente representamos por

por lo que todos los valores propios tienen parte real negativa y el sistema es por tanto asitéticamente
estable. H

Ejercicio 1 Determinar si es posible la estabilidad asintdtica de los siguientes sistemas

x//: 1—%x, 1 x/’: —3r—y+2, x/’: g%x —13%34 +5iz,
() ¥=30—y—352 (b)) ¥y =2-5y~—z, (c) Y =3t YT s
z’:%x—%y—z. 2 =2x — 2y —4z. z’:§x—§y—%z.

1.6.1. ;Por qué un sistema estable es 1itil en ingenieria?

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no auténomo
y =A-y+£(t),
donde A € M, (R) y supongamos que el sistema auténomo asociado
y =A-y
es asintéticamente estable. Entonces toda solucién del sistema auténomo
yu(t) =eArt.C, CcR"

verifica que
th'm yu(t) = 0.

Ahora bien, toda solucién del sistema no auténomo es de la forma
y(t) = yu(t) + yp(t) (1.21)
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donde y,(t) es una solucién particular del sistema no homogéneo. Si tomamos limites cuando ¢ tiende
a infinito, tenemos que

y(t) =~ yp(t),

es decir, para tiempos grandes (aqui lo de grande depende de cada sistema) la solucién del sistema no
auténomo es basicamente la solucién particular del mismo y la parte de la solucién correspondiente al
sistema homogéneo se va reduciendo con el tiempo. En ingenieria a la funcién f(¢) se le llama entrada
del sistema e y,(t) es la salida del mismo. Si el sistema es estable, al variar la entrada, varfa la salida
sin que la parte homogénea intervenga en el proceso. Esto es lo que ocurre en la mayoria de los
sistemas lineales utilizados en las ciencias experimentales, como en circuitos eléctricos o vibraciones
mecdnicas.

1.7. Funciones de transferencia. Estabilidad y control de sis-
temas lineales

Supongamos un sistema dado por la ecuacién
anty™ + an_1y" V4 o+ ary 4 agy = by f™ + b [T 4 A b f + o f, (1.22)

donde m < n,a; e Rpara0 <i<nyb € Rpara0 <7 <m . f esuna senal entrada del sistema
e y es la respuesta que produce en sistema a la excitacién que f representa. Aplicando formalmente
la transformada de Laplace a (1.22) con todas las condiciones iniciales nulas obtenemos

Qn(2)LlY)(2) = L) £[f1(2),

donde @,, es un polinomio de grado n y P,, es un polinomio de grado m. La funcién de transferencia
del sistema, se define como
Llyl(z) _ Bn(2)

L[fl(z)  Qu(z)

La estabilidad del sistema puede estudiarse a partir de los polos de la funcién de transferencia,
entendiendo por estabilidad de un sistema lo siguiente. El sistema serd asintdticamente estable si
en ausencia de excitacién (f = 0) y para cualquier condicién inicial que consideremos se verifica
que |y(t)] — 0 si t — +o00. Serd estable si existen K > 0y to > 0 tales que |y(t)| < K sit > .
Finalmente es sistema es inestable si lim;_, . |y(t)| = +00. Se tiene entonces el siguiente resultado.

T(z) =

Teorema 13 Sea Q,(z) = [[i_, an(z — B,)™, > i_, n; = n. Entonces el sistema (1.22) es

(a) Asintdticamente estable si Re 3; < 0 para todo i =1,2,...,7.
(b) Estable si Re 3; <0 y Re s, = 0 implica que la multiplicidad de (3, es 1.
(c) Inestable si no se cumplen algunas de las condiciones (a) o (b) anteriores.

Proof. Sean 3;, 1 < j < las raices de Q,,(z) con multiplicidades n;. Para 1 < j < r, consideremos
los polinomios

PP(2) = (e =6, [J@ =), 1< ky <my.
i#]
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Es facil comprobar que B = {ij](z) :1 <35 <r; 1<k <n;} es una base del conjunto de
polinomios con coeficientes en el cuerpo de los niimeros complejos de grado a lo sumo n — 1.

Consideremos el problema de condiciones iniciales
any™ + an_1y" "V + 4 a1y + agy = 0, (1.23)

y(0) =1, ¥'(0) = 2, ...,y (0) =y, (1.24)
donde 1, ¥, ..., ¥, son nimeros reales arbitrarios.

Supongamos en primer lugar que Re 3; < 0 para todo j = 1,2, ..., 7. Entonces, sean cuales fueran
las condiciones (1.24) se tiene que la solucién del problema es de la forma

u) = SO AL - 5, (0)

j=1 k;=1

ron kit ‘
= XX ATy

donde los coeficientes Afj , 1 <j <r, 1<k; <n,; vienen determinados a partir de las condiciones
iniciales del problema. Como Re 3; < 0, es claro que lim; ., |y(t)| = 0.

Supongamos ahora que existe j € {1,2,...,7} de manera que Re3; > 0. Como B es una base,
existen condiciones iniciales de manera que para las mismas la solucién y(t) contiene un término de
la forma

AL (= — B)0) = A
con A € C\ {0}. Entonces claramente lim;_,  |y(t)| = +o0.

Consideremos ahora que toda rafz de QQ,,(z), 3, con Re 3; = 0 tiene multiplicidad uno (n; = 1) y
las restantes raices tienen parte real negativa. Entonces para cualquier condicién inicial la solucién
y(t) verifica que si Re 3; = 0, entonces existe A; € C tal que

AL (2 = By))() = Az’ = Ay(cos(tIm ;) + isin(t Tm 5,)),

aparece en la solucién. Teniendo en cuenta que todas las raices tienen parte real menor o igual que
cero y el primer apartado, existird ¢ > 0 tal que si t es suficientemente grande se verifica

)l < > 1A+,
ReB;=0

lo que prueba que el sistema es estable.

Por tiltimo, supongamos que existe una rafz de Q,,(z), 5; con Re 3; = 0 y con multiplicidad mayor
que uno. En estas condiciones existen condiciones iniciales de manera que y(t) contiene un término
no nulo de la forma

ALV 1/ (2 — B,))(t) = Ate"®s = At(cos(tTm 8,) + i sin(t Tm 3,)),

J

obviamente lim;_, ., |[y(t)| = +00. B
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1.7.1. Respuesta a una senal sinusuidal

Supongamos un sistema asintGticamente estable con funcién de transferencia 7'(z) de manera que
es estimulado por una funcién de tipo seno de la forma

y(t) = Asin(wt + ¢),
donde A > 0 es la amplitud, w es la frecuencia y ¢ es la fase inicial. Como sabemos, el seno es una
funcién 27 periédica, por lo que
sin(wt + ¢) = sin(wt + ¢ + 27) = sin(w(t + 27/w) + ¢),

por lo que T' = 27 /w se llama periodo de la sefial, es decir la frecuencia w = 27 /7. Como sabemos,
si la fase inicial ¢ = 0, la transformada de Laplace de dicha senal sera de la forma

Aw
22 +w?’
y la respuesta a largo tiempo del sistema x(¢) vendrd dada por la expresion

X(z) =T(2)Y(2).

Y(z) =

Ahora bien, dicha respuesta se calculard como
z(t) = L T(2)Y (2)](1),

y dado que el sistema era asintéticamente estable, se tiene que los polos de la funcién de transferencia
tienen parte real negativa, por lo que ninguno de ellos coincidird con los polos de Y (z) que son
+iw. En el cédlculo de la transformada inversa, los polos de la funcién de transferencia dan lugar
a términos que aparecen multiplicados por factores de la forma e, con a > 0, y que tienden a
cero muy rapidamente cuando ¢t — +oo. Por ello, al calcular la transformada inversa para tiempo
suficientemente grande basta con tomar los polos +iw, es decir, podemos asumir que

i Aw(z —iw) . i Aw(z +iw) .
Q?(t) = Res(et T(Z)w, ZCU) + Res(et T(Z)w, —ZW)
. Aetiw ) Ae—tiw
= T(iw) 5 T(—iw) 5

Tomando la forma polar de T'(iw) y T(—iw), y teniendo en cuenta que los coeficientes del sistema
son reales obtenemos que 4 .
T(iw) = |T(iw)|e' 28 T)

T(—iw) = |T<_iw)‘ezargT(—zw) _ |T(iw)|€fzargT(zw).

Sustituyendo en la relacién anterior

Aetiw Ae—tiw
ty = T(¢ —T(—4
a(t) (iw) 5 (—iw) 5
. L Aeltw . L Aetw
= [T (i) T [T () e e T 2L
21 %
ei(tw-‘rargT(iw)) . e—i(tw+argT(iw))

- AT(iv) .
= A|T(iw)|sin(tw + arg T'(iw)).
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El término |T'(iw)| mide si la respuesta amplifica o atenua la senal, mientras que arg T'(iw) representa
un variacién de la fase respecto de la incial. Asimismo, T'(iw) puede ser determinado experimental-
mente introduciendo una senal sinusuidal.

1.8. Estabilidad local de sistemas auténomos

1.8.1. Método de linealizacién de Lyapunov. Teorema de Hartman—Grobman

Analizaremos a continuacién la estabilidad de puntos criticos de sistemas auténomos mediante
un método que es cominmente usado en las ciencias experimentales, el método de linealizacién.
Supongamos un sistema auténomo

y' =1£(y) (1.25)
con f definido sobre el abierto 2 C R" y sea yo, € R” un punto critico aislado del mismo (un punto

critico es aislado si existe € > 0 tal que la bola abierta de centro y, y radio € no contiene puntos
criticos aparte de y). Consideremos el sistema linealizado dado por

y' =Jf(yo) -y, (1.26)
donde Jf(yo) es la matriz Jacobiana de f en el punto yo. Por ejemplo consideremos el sistema

= 2%+ 2 + 92,
y = =223 + 2.

Es evidente que (0,0) es un punto critico del sistema. La matriz Jacobiana en (0,0) es

JF(0,0) — (g g)

x = 2x,
y = 2y.

Es de esperar que localmente (cerca del punto critico yyg), el comportamiento asintético de los sis-
temas (1.25) y (1.26) sea parecido. Este parecido se precisard con el Teorema de Hartman—Grobman,
para cuya compresién necesitaremos algunas definiciones previas.

y el sistema linealizado serd

En primer lugar necesitamos una herramienta para comparar localmente sistemas auténomos.
Esta herramienta es la conjugacion topoldgica [?, pag. 239]. Los sistemas (1.25) y (1.26) se dice
topoldgicamente conjugados si existe una aplicaciéon continua, biyectiva con inversa continua h : {2 —
R™ verificando la condicién h(y(¢,y0)) = z(t, h(yo)) para todo yo € Q [aqui z(¢, h(yg)) representa la
solucién maximal de (1.26) con condicién inicial h(yy)]. Si existen abiertos de R® U y V' de manera
que son topoldgicamente conjugados los sistemas restringidos a estos abiertos, entonces los sistemas
(1.25) y (1.26) se dirén localmente topoldgicamente conjugados. Para entendernos, una conjugacion
topoldgica lleva érbitas de un sistema en érbitas del otro sistema, preservando la orientacién temporal.

La segunda definicién que interviene en el enunciado del Teorema de Hartman—Grobman es el de
punto critico hiperbdlico. Con la notacién anterior y, se dice hiperbdlico si los valores propios de la
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matriz Jacobiana Jf(yg) tienen parte real no nula. En caso contrario yq se dird no hiperbélico. En el

ejemplo anterior, el valor propio de la matriz Jacobiana es 2 con multiplicidad 2, por lo que (0,0) es
un punto critico hiperbdlico.

Teorema 14 (Hartman—Grobman) Sea y, un punto aislado critico hiperbdlico de (1.25). En-

tonces existen entornos U de yo y V de O tales que los sistemas (1.25) y (1.26) son localmente
topolégicamente conjugados.

En virtud del teorema anterior sabemos que los sistemas

= 2%+ 22 + o2,
y = =223 + 2.

x = 2x,
y =2y,

son localmente topolégicamente conjugados en un entorno del punto (0,0). Asi, si el diagrama de
fases del sistema linealizado es (ver ejemplo ?7)

sin conocer exactamente las 6rbitas del sistema no linealizado sabemos que cerca de (0, 0) se obtienen
“deformando” de forma continua las érbitas del sistema linealizado, como por ejemplo muestra la
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siguiente figura:

N /

Obsérvese como en el dibujo las rectas del sistema linealizado son deformadas y transformadas en
curvas. Ademds, como la orientaciéon temporal se conserva, la estabilidad del punto critico puede
estudiarse a partir del sistema no linealizado. Asi, el punto critico (0,0) es inestable para el sistema
no linealizado dado que es inestable para el sistema linealizado.

Hemos de enfatizar el carédcter local del Teorema de Hartman—Grobman. Por ejemplo consider-

amos el sistema
! — J—
{x"“’ (1.27)

y/:1—$2—y2,

con dos puntos criticos hiperbdlicos, (0,1) y (0, —1). A partir del resultado anterior vemos que (0, 1)
es asintéticamente estable y (0,—1) es inestable, pero obviamente el sistema (1.27) no puede ser
globalmente conjugado a los sistemas y’ = Jf(0,1)-y oy’ = Jf(0,—1) -y, dado que éstos sélo tienen
un punto critico.

1.8.2. El método directo de Lyapunov

Aunque el Teorema de Hartman—Grobman proporciona una herramienta util para distinguir la
estabilidad de puntos criticos hiperbdlicos, resulta ineficaz para tratar la misma cuestién con puntos
criticos no hiperbdlicos. Una opcién alternativa vélida también en el caso de no hiperbolicidad es
el método directo de Lyapunov, de clara inspiracién fisica. Consideremos nuevamente el sistema
auténomo

y' =£(y) (1.28)

y sea yo un punto critico, hiperbélico o no, del mismo. El método directo de Lyapunov consiste en
encontrar una funcién escalar V' : U — R, con U un entorno de yy, satisfaciendo ciertas condiciones.
Esta funcion puede ser considerada como una medida de la “energfa potencial” del sistema, de manera
que a lo largo de las érbitas ésta decrece cuando t — oo, indicando estabilidad, o bien crece, indicando
inestabilidad. Precisemos a continuacion estas ideas.
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Dada una solucién y = (y1,y2, ..., yn) de (1.28), la derivada de V' a lo largo de y(t) es

i) =3 Ty = 5 EEO fy(0) — graavye) - sy 0),

dt =1 i=1 8y7,

donde f = (fi, fo, ..., fn) v gradV denota el gradiente de V. Definimos entonces la derivada total de
V' como

V(y) == gradV(y) - £(y).
El siguiente resultado nos garantiza la estabilidad del punto critico en cuestion.
Teorema 15 Sean yo un punto critico del sistema (1.28) y V : U — R, con U un entorno de yy,

continua en U y derivable en U\ {yo}. Supongamos que V (yo) = 0 y V(y) > 0 para todoy € U\{yo}-
Entonces

(a) SiV(y) <0 para todoy € U\ {yo}, entonces y, es estable.
(b) Si V(y) <0 para todoy € U\ {yo}, entonces yq es asintéticamente estable.

Si V satisface las condicién (a) [resp. (b)] del resultado anterior, se dird una funcion de Lyapunov
para yo [resp. una funcion de Lyapunov estricta para yo|. Por ejemplo, el sistema

¥ =y — a3,
Yy = —x.

Es claro que (0,0) es un punto critico aislado del sistema. La matriz Jacobiana en dicho punto es

IE(0,0) = ( Yl )

que como puede comprobarse tiene por valores propios +i, por lo que dicho punto critico no es
hiperbélico. Vamos a comprobar que la funcién V(z,y) = z? + y? es una funcién de Lyapunov
estricta para el mismo, por lo que (0,0) serd un punto critico asintéticamente estable. En primer
lugar, estd claro que V(0,0) = 0 y V(z,y) > 0 para todo (z,y) € R?\ {(0,0)}. Por otra parte, la
derivada total es

V(w,y) = gradV (z,y) - f(z,y) = (22,2y) - (y — 2°, —2) = =22 <0
para todo (z,y) € R?\ {(0,0)}. En virtud del Teorema 15 el punto critico es estable.

También la inestabilidad de los puntos criticos puede ser discutida, segin muestra el siguiente
resultado.

Teorema 16 Sean yo un punto critico del sistema (1.28) y D un abierto de R™ conteniendo a yq
en su frontera Fr(D). Supongamos que existe una funcion V : U — R, con U un entorno de yy,

con DUFr(D) C U, de clase C* y tal que V(y) >0 y V(y) > 0 para todoy € D, y V(y) =0 st
y € Fr(D). Entonces yo es inestable.
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Consideremos ahora el sistema
1 =y + a3,
y = .

Sea la funcién V : D C R? —» R, donde D = {(x,y) e R*: 2 > 0, |y| < z} y V(z,y) = 22 — y?. Es
facil darse cuenta de que V(x,y) > 0 para todo (z,y) € D, y que la derivada total

V(z,y) = gradV(z,y) - f(z,y) = (22, -2y) - (y + 2°,2) = 22" > 0

para todo (z,y) € D. Ademés (0,0) € Fr(D) y V(z,y) = 0 para todo (x,y) € Fr(D). Por el Teorema
16 el punto critico (0,0) es inestable.

La principal desventaja de este método, que de hecho hace que su utilizacién sea cuando menos
limitada, es la dificultad en encontrar la funcién V.

1.9. Ejercicios

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales de la forma
y =A-y

donde la matriz A es la siguiente:

1 -1 3
011
-3 -1 2 -9
(7P ) @) oo
1 10
-1 1 1 0 8 0 011
(2) 1 -11 (hy | 0 0 —2 i) 3 01
1 1 1 2 8 =2 310
2. Resolver los siguientes problemas de condiciones iniciales:
=y ¥ =—4(z+y) ¥ =3z + 8y
(a) § ¥ =-= (b) ¢ o' +4y =4y ©q v=-3y—uz
z(0) =y(0) =1 2(0) =1, y(0) = 2(0) =6, y(0) = —2
¥=x—2z ¥ =y+z
Yy =2y Yy =—x+z2
(d) Y =x+z ©) F=—z—y
2(0) = =2, y(0) = 2, 2(0) = -1 2(0) = y(0) = 2(0) = —1
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3. Resolver los siguientes sistemas y problemas de condiciones iniciales

x—y+te2t 2 =4x + 3y + 5z + el sin 2t
(a)§ ¥ =-20+3y+e* (b)q ¥ =-y—4z
z(0) =1, y(0) = —1. 2 =2y+ 3z
Doy oy [
/ —
() y'= ; _1 ? y+ (1) (d) 2 =9x+ 3y — 4z
2(0) = 2(0) =0, y(0) =3
¥=-2x—5y+t , (=3 -1 0
(e) v =x+2y+t? (f) Y= -1 sin ¢
z(0) = 1, y(0) = 0. 2(0) = -1, y(0) =0

4. Dados los siguientes sistemas lineales, decidir si son estables o no.

' =x—by+5z, ¥=-br+y-— =z, ¥ =—-x—2z,
(a) ¢ ¥y =—-2x—2y+2z (b)) ¢y =—-2x—-2y+2z (c){ ¥y =3x—2y,
2 =3z — 3y + 3z. 2= =3z + 3y — 3z. 2 =dx+ 2.
¥=-9x+y— 2z, ¥=-br+y-—z = —2x—2y+ 2z,
(d) ¢ v =3z -9y, (e) ¢ ¢y =—-3x—y+ 3z, (f) « ¥ = —2x—2y+ 2z,
Z=drx+y+z. 2= —dx + 4y — 2z. 2 =0.

5. Obtener los puntos criticos de los siguientes sistemas y determinar si son o no hiperbdlicos:
¥=x—xy =y ¥ =x—uxy =y
b d
O S A OR S/RCIPIECE /AR R S/

¥ =y —e* ¥ = —x ¥ =2t tay—x+y
(e){y’:que_x (f){y’zl—xZ—yZ (g){y’:—x2+y2+x—4y+2
6. Obtener el sistema linealizado en los puntos criticos de los sistemas del ejercicio 5. Determinar
su diagrama de fases e indicar si es posible la naturaleza del punto critico en un entorno del

mismo.
7. Comnsideremos la ecuacién de Van Der Pol
2" +x—er'(1—-2*) =0

donde ¢ es un pardmetro real. Transformar dicha ecuacién en un sistema plano y determinar
los puntos criticos del mismo. Determinar la naturaleza de los puntos criticos en funcién del

pardmetro €.

8. Idem para la ecuacién
2" +2ex’ + (1 —e*)z =0.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Sea el sistema
{ o' =x+(e+1)y
/

donde € es un pardmetro real. Se pide:

a) Discutir la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema en funcién del pardmetro e.
b) Esbozar el diagrama de fases del sistema para el valor ¢ = 1.
Sea el sistema

¥ = —x+2z(x +y)?
v =y + 25 +y)
Determinar los puntos criticos del mismo y su hiperbolicidad. Determinar la naturaleza del

punto critico (0,0) a partir de la funcién V(z,y) = 3(22 + 3?).

Idem para el sistema
{ ¥ =y — xy?
y la funcién V(z,y) = 12* + 142

Idem con el sistema

y la funcién V(z,y) = 3(2? + y?).

Idem con el sistema

¥ =x+ 2%+ zy + y?
y =2 +ay+y°

y la funcién V(x,y) = 2 — y* definida sobre el conjunto del plano real D = {(z,y) € R*: 0 <
lyl < x}.

Un sistema
{ r' = fl (‘1.7 y)
y = fo(z,y)
se dice Hamiltoniano si existe una funcién derivable H(z,y) tal que fi(x,y) = —%—I;(x,y)
y fo(z,y) = %—f(x,y), de tal manera que H es una integral primera del sistema. Se puede

comprobar que para un punto critico de un sistema Hamiltoniano, las funciones de Lyapunov
pueden construirse sumando una constante a la funcién H. Con esta idea, verificar el cardcter
de los puntos criticos del sistema
{ v=y—y
y/ -7 — .1,’2
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