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Parte Comuin

1. (2 puntos) Encontrar un método de Runge Kutta de orden méximo con el siguiente tablero

1/6 ag1
C3 az1 432
| 0 by bs

y utilizarlo para calcular una solucién aproximada del problema

' =xy+t,
Y =z—uy,
(2) =1, y(2) =2,

en el tiempo final ¢ty = 2,02 con tamaio de paso A = 0,01. Razonar si es posible que los errores cometidos en funcién
de h sean los que se muestran en la tabla siguiente

h 0,01 0,001 0.0001 0.00001
Error | 0,0123 | 5,456 x 10~% [ 4,56 x 107 | 4,6 x 10~ 10

Solucién. El error obtenido es compatible con un método de orden tres como el Runge Kutta que vamos a calcular
ya que el error se divide por 1000 cunado el nimero de pasos se multiplica por 10. El paso de 0.01 a 0.01 es posible
cuando h no es suficientemente pequeiia. Para calcular el método, nos damos cuenta que as; = 1/6 y planteamos las

ecuaciones
by +b3 =1,

as1 + azz = cs,
b 1
G +bscz = 3,
bo 2 1
36 + b303 =3

b3a32 =1
Resolvemos las ecuaciones 1, 3 y 4 obteniendo
3 4 3
bo = —, by == =-.
2= 5 BT =g
De aqui facilmente
asy = 7, az1 = —1.
El tablero es
1/6 | 1/6
3/4| -1 7/4
‘ 0 3/7 4/7
y el algoritmo, si f(t,z,y) = (xy +t,x —y) es
kl = (klrv kly) = hf(27 ]-7 2)7
h kll‘ kly
= x> = 2 o 1 7a2 a )
) (kax, kay) hf(+6 +6 +6
3h 7 7
ks = (k3$>k3y) =hf (2 + Z’l — ke + Zk2a:72 - kly + 4k2y) )
3 4
x(2,01) ~ 14 ?kgm + §k3w = 7,012,
3 4



donde tnicamente se han tomado tres cifras decimales. Repitiendo el proceso con los nuevos valores ¢t = 2,01, 1 = e
11 = obtenemos

by = (ki k) = hf(2,01,7,012,2,634),
h ki k
ky = (ko koy) =hf (2,01 + 5o 012+ % 2,634 + é”)
3h 7 7
ks = (kso,ksy) =hf (2 + T T012 = kg + ke, 2,634 — Ry + 4k2y> ,
3 4
2(202) = T012+ koo + - ks = 320,378,
3 4
y(202) = 2634+ Sk + =hay = 28.885.

Ecuaciones en derivadas parciales

1. (2 puntos) Resolver el problema
up = 16uyy +y, t >0, y € (0,m),
u(0,y) = cos(y), y € [0, 7],
uy(t,0) =0, uy(t,m) =1, t>0.

Solucién. Planteamos el cambio de variable tal que

vy(ty) = uy(t,y) — 2

e integrando

y2

U(tay) = u(t’y) - %7
y con esta variable el problema queda de la forma

vp =160y, + L +y, >0, y € (0,7),

v(0,y) = cos(y) + &, y € 0,7,
vy(t,0) = vy(t,m) =0, t>0.

Planteamos la solucién de la forma

v(t,y —|— ZT cos (ny)

Sustituyendo en la ecuacién tenemos

+ZT/ cos (ny) = 16 (Z —T,(t)n cos(ny))—i—io—l—ZGncos(ny),

n=1 n=1

2 (T /16 w2 432
GOZ*/ <+y)dy:
T Jo ™ ™

G, = g/ (1: +y) cos (ny) dy = 2(_1)72_1.
0

™

donde

Sacando factor comun

T5(
0 Rl Z )+ 16T,,(t)n? — G,,) cos (ny) = 0,
de donde obtenemos las ecuaciones diferenciales
T(; (t) = G07
T/ (t) + 16T, (t)n* = G,,

cuyas soluciones son
Tg(t) = cg + Got



G
T.(t) = ¢, —16n°t n_
(t) = cne + 16n2
Las condiciones iniciales de estas ecuaciones verifican
2 (oo}
o y?  Tp(0) .
(0.0) = cosly) + 3= =57 + 3T (0)os ()
por lo que
700 = 2 [ (cost) + & Y ay =
00) = | \eosw) 450 Jdy =3,
2 [T y? 2
T = — — dy=1-— —
10) =2 [ (costi) + 1 ) contpan =1- 2
Y 2 ™ 2 2 1 n
r.0-= [ (cos<y> + ) cos(ny)dy = 21
Vi 0 ™
Entonces
To(O) = Cy =,
G1 2 7
= -1 _q1_Z -1
1) =ert 5 A Ar
' G 2(-1) 6(—1)"n* — (=" +1
—1)" 16(—1)"n* — (=1)™ +
T, (0) = ¢, + —" — -
(0) + 16n2 ™2 ¢ 8mn4

Asi, la solucién es

y2
u(t,y) o(t,y) + o
vy

T |« y?
= 5+ ; T, (t) cos (ny) + o

7 or? 432 7 1
_ s t 1— — —16t _ ~
6 or T (< 47r> ¢ an ) Y

S (16(—1)%2 GV PR P G VL

8mn4 8mn4

y?
> cos (ny) + o



