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Capitulo 1

Aritmética modular

En este tema vamos a trabajar con los nimeros enteros Z. Sabemos que en este conjunto
hay definidas unas operaciones suma “+” y producto “-” de forma que se cumplen las siguientes
propiedades:

1. La suma es asociativa, conmutativa, existe elemento neutro 0 y cada n € Z tiene un
elemento inverso que denotamos —n, de forma que n + (—n) = 0. Esta ultima propiedad
suele escribirse n—n = 0, introduciendo aparentemente la resta como una nueva operacion,
inversa de la suma.

2. El producto es asociativo, conmutativo, existe elemento neutro 1.

3. Se cumple la propiedad distributiva n- (m+1) =n-m+n-1Vn,m,l € Z.

Ademds, 0-n = 0 para todon € Z, yaque 04+ 0 =0, por loque n-(04+0) =n -0, y por
la propiedad distributiva -0+ n -0 = n - 0. Sumando en ambos miembros (—n - 0) obtenemos
n-0=0.

En este tema vamos a tratar con la operacién inversa del producto, la divisién. Veremos que
a partir de ésta pueden derivarse estructuras y nociones complejas.

1.1. Division entera

Empezamos el tema con el algoritmo de la divisén. Supondremos por comodidad en este
tema que 0 es un nimero natural.

Theorem 1 Sean p,q € N. Entonces existen unicos d,r € N, 0 < r < ¢q de forma que p =
q-d—+r.

Demostracién. Sea d = méx{s € N: ¢-s < p} de forma que ¢-d < p < q-(d+1) = q-d+q.
Por tanto existira r = p —q-d € {0,1,...,q — 1} tal que p = ¢ - d + r. Para comprobar
la unicidad, supondremos por reduccién al absurdo que existen d;,r;, i = 1,2, de forma que
p = q - d; + r;. Podemos suponer que d; > ds. Entonces ¢ -dy + 1y = ¢q - dy + 15, de donde



q-(dy —dsg) = ro —ry. Si dy = dy, se obtiene que r; = ry. Asi suponemos que d; — ds > 1. Como
r1 < q, de q-(dy —dg) = ro—r; se tiene que ry debe ser mayor que ¢, que es una contradiccién.[]

Los nimeros p, q, d, r se llaman dividendo, divisor, cociente y resto. Dados a,b € Z, se dice
que a divide b si en el algortimo de la divisién 7 = 0. Se denotard por a | b, y a se dird divisor
de b. Si a no divide b escribiremos a { b. Por ejemplo 4 | 16 pero 5 1 16. Se verifica la siguiente
propiedad.

Proposition 2 Sean a,b,c € Z. Entonces:
(a) Sia|b, entoncesa |b-c.
(b) Sia|byb]|c, entoncesa | c.
(c) Sialbyalc, entoncesa |b-x+ c-y para cualesquiera x,y € Z.
(d) Sia,be N\ {0} ya|b, entonces a <b.
(e) Sialbyb]|a, entoncesa=0>b oa= —b.

Demostracién. (a) Si a | b, existe d € Z tal que b = a - d. Entonces b-c=a - (d - ¢), por lo
quealb-ec.

(b) Sia|b, existe d; € Z tal que b =a-d;. Si b | ¢, existe dy € Z tal que ¢ = b-dy. Entonces
c=b-dy=a-(dy-ds), porloquealc.

(c) Sia|b,existe d; € Z tal que b = a-d;. Si a| ¢, existe ds € Z tal que ¢ = a-dy. Entonces

b-x+c-y=a-di-x+a-do-y=a-(d-z+dy-y),

porloquea|b-z+c-y.

(d) Sia | b, existe d € Z tal que b = a - d. Claramente d > 0. Si d = 0, entonces b = 0, que
es imposible. Por tanto d > 1, de donde b > a.

(e) Sia|b,existe d, € Z tal que b=a-d;. Sib| a, existe dy € Z tal que a = b-dy. Sia =0,
entonces b = 0. Supongamos que ambos a y b son no nulos. Entonces a = (dy - dy) - a, de donde
dy-dy = 1. Entonces o biendy =dy=1ya=b,obiend; =dy = -1y a= -0

1.2. Maximo comun divisor

Dados a,b € Z \ {0}, decimos que d es el maximo comun divisor de a y b si es el mayor
entero positivo que divide a a y b, es decir, d | a, d | b, y si c es tal que ¢ | a y ¢ | b, entonces
¢ | d. Se denotara por ged(a, b). Es facil darse cuenta de que el médximo comin divisor de dos
nimeros enteros no nulos es tnico. Todos sabemos de la ensenanza bésica que ged(4,10) = 2
mediante un algoritmo de factorizacién en nimeros primos. No obstante ese algoritmo no es
1til si los niimeros son més grandes, al contrario que el algoritmo de Euclides que presentamos
a continuacion.

Proposition 3 Sean a,b € N\ {0}, con b < a. Sean p,r € N, r < b tales que a =b-p+r.
Entonces ged(a, b) = ged(r, b).



Demostracién. Sea ¢ € N tal que ¢ | ay ¢|b. Como r =a —b-p, por la Proposicién 2 (c)
se tiene que ¢ | . Si ¢ = ged(a, b), entonces ¢ < ged(r, b). Andlogamente, sea d € N tal que d | r
y d | b. Por la Proposicién 2 (c) se tiene que d | a, y si d = ged(r,b), entonces d < ged(a,b).
Como consecuencia, ged(a,b) = ged(r, b).0

El algoritmo de Euclides consiste en aplicar sucesivamente la proposicién anterior a una par
de niimeros enteros a, b, hasta que se llegue a un resto nulo en un nimero finito de pasos. El
menor de los enteros que queden cuando se produce un resto nulo, que es el resto de la etapa
anterior, serd el ged(a,b). Por ejemplo, vamos a calcular ged(1050,173). En un primer paso
dividimos 1050 = 173-6 + 12, por lo que ged (1050, 173) = ged(173,12). Ahora 173 = 14-12+5,
por lo que ged(173,12) = ged(12,5). Ahora 12 =5 -2+ 2, por lo que ged(12,5) = ged(5,2), y
5 = 2-241, de donde ged(5,2) = ged(2, 1). Finalmente 2 =1-2+0, por lo que ged(1050, 173) = 1.

El siguiente resultado esta ligado al algoritmo de Euclides.

Theorem 4 (Bezout) Sean a,b € Z \ {0} y d = ged(a,b). Entonces d es el menor entero
positivo tal que d =a-x+b-y para x,y € Z.

Demostracién. Sea M := {m e N\{0} :m =a-z+b-y,z,y € Z}. M # O yaque |a| € M
al ser de la forma |a| = (£1)-a+0-b. Asi, sea d := min M. Nétese que no es restrictivo suponer
que a y b son positivos y sean g, yo € Z tales que d = a - xo + b - yp.

Veamos que d | a y d | b. Supongamos que d { a y lleguemos a una contradiccién. Si d 1 a,
existen enteros p,r, 0 < r < d tales que a = d-p+r. Entonces r = a—d-p = a—(a-xo+b-y)-p =
a-(1—xz¢-p)+b-yo-p, porloquer e M. Como r < d, se contradice que d sea el minimo de
M. Por tanto d | a y andlogamente d | b.

Finalmente, veamos que d = ged(a,b). Sea ¢ = ged(a,b), ¢ > d. Por la Proposicién 2, (c)
c|la-xzo+b-1yo, esto es, ¢ | d. Por definicién de maximo comun divisor ¢ = d. O

A partir del algoritmo de Euclides podemos calcular los valores zy e 1y a los que hace
referencia el Teorema de Bezout. Por ejemplo, para los niimeros 1050 y 173 del ejemplo anterior,
basta ir hacia atrds en el algoritmo de Euclides para obtener

1 = 5-2.2=5-2-(12-5-2)=5-5—-2-12
5-(173-12-14) —2-12=5-173 - 72- 12
= 173-5—72-(1050 — 173 -6) = —72 - 1050 4 437 - 173,
de donde zg = —73 e yp = 437. No obstante, el siguiente algoritmo de Euclides extendido
permite obtener tanto en maximo comiin divisor como los nimeros xy e yy del Teorema de
Bezout de una forma compacta. Se basa en el algoritmo de la divisién y el método de Gauss de

operaciones elementales con matrices.
Algoritmo de Euclides extendido. Sean a,b € N, b < a.

1. Sean dy y ro tales que a = b - dg + r9 y la matriz
b 1 0
a 0 1 )"

Denotamos la filas de la matriz por I} y F, y aplicamos la operacién elemental fila
F, — dy - F; obteniendo la matriz

b 1 0

To —d() 1 '



2. Como rg < b, cambiamos de orden las filas con la operacién elemental Fi x F5, obteniendo

la matriz
To —dg ]_
b 1 0/

3. Sean d; y r1 tales que b = r1 - d; + r1 y aplicamos la operacién elemental Fy — dy - Fi,

obteniendo la matriz
To —do 1
T1 1 + dodl —dl '

4. Aplicamos la operacién elemental F; x F3, obteniendo la matriz

T1 1+ dodl —d1
To —do 1 '

5. Repetimos el proceso hasta obtener un resto nulo y una matriz de la forma

d xy Yo
0 21 1 )’

es decir, d = ged(a,b) yd =a-xo+b-yp.

1.3. Ntumeros primos

Un nimero n € N\ {0, 1} se dice primo si sus tnicos divisores son el 1 y él mismo. Es decir,
si a | n, entonces a =1 0 a = n. Dos nimeros a,b € Z \ {0} se dicen coprimos si ged(a, b) = 1.
Como sabemos, el mimero 3 es primo y a su vez es coprimo con 4, que no es primo al tener 2
como divisor. Se verifica el siguiente resultado.

Theorem 5 Sean a,b,c € Z\ {0} con ged(a,b) =1. Sia|b-c entonces a | c.

Demostracién. Por el Teorema de Bezout, existen enteros no nulos = e y tales que 1 =
ged(a,b) =a-x+b-y. Entoncesc=a-x-c+0b-y-c. Como a|b- ¢, porla Proposicién 2 (a)
se tiene que a | b-c-y, esto es a-k; = b-c-y. Como obviamente, a | a - x - ¢, tenemos que
c=a-z-c+b-y-c=a-(r-c+ky), porlo que alc.c]

Si aplicamos el teorema anterior a nimeros primos tenemos el siguiente resultado.

Theorem 6 Sea p € N\ {0,1} un ndmero primo y ny,...ny naturales positivos tal que p |
ny - ... ng. Entonces p | n; para algin i € {1,2,....k}.

Demostracién. Lo probamos por induccién. Suponemos en primer lugar que £ = 2 y
p | n1-ne. Sea d = ged(p,ny) € {1,p}. Si d =1 por el Teorema 5 tenemos que p | ny. Sid = p
obviamente p | n;. Ahora supongamos el resultado cierto para k y probémoslo para k + 1. Para
ello basta con agrupar m = ny-ng,1 y aplicar la hipétesis inductiva a ny - ...-ng_1 - m resultando
que o bien p | n; parai € {1,2,....k — 1}, o bien p | m. En el primer caso el resultado estarfa
probado, y en el segundo basta aplicar el caso k = 2.[]

Este resultado se utilizard para probar el Teorema fundamental de la aritmética.



Theorem 7 (Teorema fundamental de la artimética) Sea n € N\ {0,1}. Entonces exis-
ten primos p1 < py < ... < p,, tales que

n=pi-p2:... Pm-

Esta descomposicion es tinica, es decir, si existen otros primos q1 < q2 < ... < qx, tales que
n=4q-qa-..-q entonces k =m yp; = q; para todo i € {1,2,...,m}.

Demostracion. En primer lugar vemos que la descomposicion en primos existe. Dado n, si
es primo ya existe la descomposicién. Si no lo es, debe ser producto de dos naturales n = nq - ns.
Repetimos el proceso para n; y ny. Como el conjunto de los naturales esta acotado inferiormente,
este proceso es finito y la descomposicién existe.

Veamos que es inica. Supongamos que

n=pi-pP2:--.Pm=0q° G2 ...  qk.

Como py | q1- G2+ ... - qx, por el Teorema 6, p; | ¢; para algin i € {1,2, ..., k}. Podemos suponer
que 7 = 1 cambiando de orden si es necesario. Entonces p; = ¢;. Eliminando p; de la igualdad
en ambos miembros, tenemos que ps - ... - P = @2 - ... - qx. Repitiendo este proceso un nimero
finito de veces tenemos que m = k y los primos son iguales.[]

La siguiente versién agrupada del teorema anterior debe ser conocida y la descomposiciéon
se llama factorizacién canénica de los niimeros naturales.

Corollary 8 Sean € N\{0, 1}. Entonces existen primos p; < pa < .... < Dp, Y enteros positivos
ni, ..., Ny Unicos tales que

Tvm

n=pit-py*-.opom.

Como vemos, los nimeros primos tienen un papel muy importante en el estudio de los
nimeros enteros. El siguiente resultado muestra que son infinitos, lo cual tiene importancia a
la hora de encriptar informacién de forma que su desencriptacion sea lo més dificil posible.

Theorem 9 El conjunto de los niimeros primos en infinito.

Demostracion. Supongamos por reduccén al absurdo que el conjunto de primos es finito
Y D1, .-+, Pr sOn todos los primos. El niimero n = p; - ps - ... - pr + 1 no es primo ni divisible por
los primos anteriores, ya que el resto de la divisién es 1. Por lo tanto, debe ser primo, lo que es
una contradiccion.[]

1.3.1. Minimo comin miiltiplo

Dados a,b € Z \ {0} se define el minimo comin multiplo de a y b como el menor entero
positivo m tal que a | m y b | m. Se denotard m = lem(a, b). El siguiente resultado muestra que
en realidad estd intimamente ligado al maximo comin divisor.

Theorem 10 Sean a,b € 7\ {0}. Entonces

ja- bl
ged(a, b)

Demostracion. Basta descomponer en primos y hacer las cuentas.[]

lem(a, b) =

6



1.4. Sistemas de numeracion

El sistema de numeraciéon que usamos habitualmente se debe a los drabes y se basa en el
orden en que una cifra aparece en el nimero, y una base. En nuestro caso, la base es 10, de
forma que hay 10 cifras, del 0 al 9. Asi, el niimero

2379 =2-10+3-10°+7-10+9.

Es decir, podemos escribir nimeros muy altos con una candidad finita de cifras, que se llama
base. En general, si la base es b € N\ {0, 1}, las cifras 0, 1, ...,b — 1 permiten escribir cualquier
nimero de la forma

k—1 k—2
Crp—1Cg—2...C1Co = Ci—1 * b + Cp_o - b + ...+ b + Cp.

Son conocidas y utilizadas las bases 2, numeracién binaria y 16, donde a las cifras del 0 al 9 se
le anaden las letras a, b, ¢, d, e y f para denotar los nimeros 10, 11, 12, 13, 14, 15.

Cualquier mimero se puede representar en cualquie base. A modo de ejemplo vamos a
representar 2379 en binario. Buscamos k tal que 2 sea mayor que 2379, en nuestro caso k = 12.
Dividimos 2379 por 2¢~! = 211 = 2048, cuyo cociente es 1 y resto 331. Por lo tanto

2379 = 1.2 + 331.

Procedemos con el resto de igual forma, buscando % tal que 2* > 331, en este caso k = 9, y
dividimos 331 entre 28 = 256, con cociente 1 y resto 75, de forma que

2379 =1-2" 4+1.2° 4+ 75.
Repetimos el proceso hasta llegar a un resto nulo, teniendo
2379 =1-2"+1-2°+1.204+1.2°+1-2+41.
Ahora solo falta rellenar con 0 las potencias de 2 que no aparecen en la suma, es decir,
2379 =1-2"140-2240-2°+1-2240-2"+1-2°40-2540-2+1-2240-22+1-2+41,
y el nimero en forma binaria serd

100101001011,

100101001011,

para indicar la base 2. Nétese que para recuperar la forma decimal basta con simplificar la
suma anterior.
Vamos a representarlo ahora con 16 cifras. Para ello

2379=9-1624+75=9-16%+4-16 + 11,
y como 11 lo representamos como b, el nimero se escribira

94b o 94bys.



1.5. Aritmética modular

Es frecuente encontrar situaciones en las que un cantidad finita de nimeros naturales es
suficiente para describir o caracterizar el fenémeno. Por ejemplo, las horas del dia se cuentan
del 0 al 23, y cuando el nuevo dia empieza no pasamos a la hora 24, sino a la hora 0. Una
situacién andloga encontramos al contar minutos y segundos, meses y dias del ano. Para estos
fenémenos tenemos la aritmética modular que pasamos a describir.

Dados m € N\{0,1} y a,b € Z, decimos que a es congruente con b médulo m sim | a—b, es
decir, si existe d € Z tal que a —b = m - d. Se denotard a = b(mod m). La siguiente proposicién
caracteriza los nimeros que son congruentes.

Proposition 11 Sean m € N\{0,1} ya,b € Z. a = b(mod m) si y sélo si los restos de dividir
a y b entre m son iguales.

Demostracién. Sean d; € Z, y r; € {0,1,...m —1},i=1,2, talesquea =m -dy +r; y
b=m-dy+ry. Entonces a —b =m- (dy — dy) + 11 — r2. Si a = b(mod m) entonces r; — ry = 0,
con lo que r; = 15. Si 1y = 19, entonces a — b = m - (d; — dy) con lo que a = b(mod m).0]

La congruencia permite establecer una relacién en el conjunto de los nimeros enteros de
forma que a ~ b si y solo si @ = b(modm). La proposicién anterior permite ver fécilmente
que se trata de una relaciéon de equivalencia. Las clases de equivalencia las podemos identificar
con los nimeros 0,1, ...,m — 1 que son todos los posibles restos que pueden darse al dividir un
nimero entero por m, y definir el conjunto de las clases como Z,, = = {0,1,.. — 1}, donde
i={a€Z:a=m-d+i, para algun deZ},0< < m. Recordemos que, al tratarse de una
clase de equivalencia, para todo a € 7 se tiene que i = a.

La propiedad de las clases de equivalencia anterior permite definir las operaciones suma ma y
producto en Z,, de la siguiente manera. Dados @, b € Z,,, definimos a+b=a+bya-b=a-b.
Tenemos entonces las siguiente propiedad.

Proposition 12 Las operaciones suma y producto definidas sobre Z,, estdin bien definidas, y
no dependen del elemento de la clase de equivalencia elegido.

Demostracién. Sean 6,1_) €Elmya€ayb € b. Entonces a —a; = m-dy yb—0bi =m-dy
para dy,dy € Z. Asi
a+b=a;+b +m-(d+dy),

conloquea+b=a;+b;y
a-b:(a1+m-d1)-(a2+m-d2):al-a2+m-(al-d2+a2-d1—|—m-d1-d2),

con lo que a - b = ay - by y la prueba concuye.[]
A partir de ahora por simplicidad, dejaremos de escribir la barra superior en las clases. Por
ejemplo, en Z,4 se pueden construir las siguientes tablas de suma y producto.

+ 0 1 2 3 - 01 2 3
0O 01 2 3 0 00 0O
1 1 2 3 0 1 01 2 3
2 2 3 01 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 30 3 2 1



Puede comprobarse que la suma cumple las propiedades conmutativa y asociativa, existe el
neutro “0” y cada elemento a € Z,, tiene inverso que serd la clase de —a. Para el producto se
cumplen las propiedades conmutativa y asociativa, existe elemento neutro “1”, pero no todo
elemento tiene inverso como por ejemplo el 2 en Z4. Ademads se cumple la propiedad distributiva
y 0-a =0 para todo a € Z,,.

Se dice que a € Z,, es invertible si existe a=! € Z,, tal que a - a~! = 1. Obsérvese que en
Zy4, 2 1o es invertible, pero 37! = 3. El siguiente resultado caracteriza los elementos invertibles
en Zn,.

1

Proposition 13 Sea a € Z,,. Entonces:

(a) a es invertible si y sélo si ged(a, m) = 1. En particular, sim es primo todos los elementos
no nulos de 7Z,, son invertibles.

(b) ged(a,m) # 1 si y sdlo si existe b € Zy, \ {0} tal que a-b=0.

1 1

Demostracién. (a) Supongamos que existe a~! € Z,, tal que a-a~! = 1. Entonces a-a~! —
1 =m-d para algtin d € Z. Asi, a-a™' —m-d =1, y por el Teorema de Bezout gcd(a,m) = 1.
Siguiendo el razonamiento anterior en sentido inverso, obtenemos la implicacién inversa y la
prueba concluye.

(b) Sea d = ged(a,m) # 1. Sean a; y my tales que a = a; -d y m = my - d. Ahora
a-my=ay-d-my;=a;-m,y por tanto a-m; = 0y b =m;. Reciprocamente, supongamos que
a-b=0y ged(a,m) = 1. Entonces a es invertible y por tanto b =1-b=a"'-a-b=a"1-0 =0,
lo que contracice que b # 0, y la prueba concluye.[]

La existencia de elementos sin inversa en los conjuntos Z,, hace que haya que tener un
cuidado especial a la hora de hacer simplificaciones. En los nimeros reales, sia-b =a-cy a # 0,
entonces b = ¢ porque podemos multiplicar en ambos lados de la igualdad por ¢~ = 1/a. En Z,4
sabemos que 2-3 =21 =2, pero 1 # 3. A continuacién resumimos las leyes de simplificacién
que se pueden aplicar.

Proposition 14 Sea m € N\ {0,1} y a,b,c € Z,,. Entonces:
(a) Sia-b=a-cyged(a,m)=1, entonces b= c.
(b) Sia-b=a-cyged(a,m)=d, entonces b= c(mod %), es decir, b=c en Zm.
(c) Sim es primo ya-b=a-c, entonces b= c.

Demostracién. Tanto (a) como (c) son consecuencia de que existe elemento inverso de a
por la Proposicién 13. Para probar (b) nétese que a-b—a-c = m-q para algin entero q. Como
a = a-d con ged(ay, m) = 1, entonces ay-d-b—a;-d-c=m-q,porloque a;-b=a,-c= " -q,
con lo que a; - b= a, - ¢ en Z=. Aplicando el apartado (a) se concluye la prueba.[]

Volviendo al ejemplo anterior en Z4, sabemos que 2-3 = 2 -1y ged(2,4) = 2, por lo que
3 =1 en Zs, que es cierta.



1.5.1. Ecuaciones diofanticas y teorema chino de los restos

En esta seccién vamos a resolver ecuaciones de la forma
a-xr+b-y=c,

donde a, b, c € Z y s6lo vamos a buscar soluciones enteras, esto es, x e y deben pertenecer a Z.
Estas ecuaciones se llaman diofdnticas. Notese que es equivalente a resolver la ecuacion

a-z = c¢(modb).

Por el Teorema de Bezout, sabemos que si d = ged(a,b), entonces la ecuacién diofédntica
a-x—+b-y = d tiene solucién entera. Es més, por la demostracién de dicho Teorema de Bezout,
para que el problema tenga solucién entera, ¢ debe ser un miiltiplo del méximo comin divisor
de a y b, es decir ¢ = k - ged(a, b) para algun entero k. Si g e 3o son enteros tales que

a-xo+b-yo=d

entonces k - xg e k - 1o son las soluciones de a -z +b-y = ¢ = k - d. Recordemos que xq e yg se
pueden obtener mediante los algoritmos de Euclides y Fuclides extendido.

Relacionado con la ecuaciones anteriores tenemos el Teorema chino de los restos. Un antiguo
acertijo chino preguntaba “;Hay algin entero positivo x tal que cuando x se divide entre 3 se
obtiene un resto igual a 2, cuando x se divide entre 5 se obtiene un resto igual a 4 y cuando
x se divide entre 7 se obtiene un resto igual a 67”7 En nuestro lenguaje esto es equivalente a

resolver el sistema de ecuaciones

(mod 3),
(mod 5),
(mod 7).

El Teorema chino de los restos resuelve este problema.

8 8 8
1
o B N

Theorem 15 (Teorema chino de los restos) Consideremos el sistema

donde mq,...,my, son coprimos dos a dos. Entonces el sistema tiene solucion iunica mdodulo
M=mi -mg-.. -my.

Demostracién. Sean M; = M/m;, i = 1,2, ..., k. Nétese que ged(m;, M;) = 1 para i =
1,2, ..., k. Sean si, s, ..., s; las soluciones de las ecuaciones

M -z = 1(mod my),
M, -z = 1(mod my),

My, -z = 1(mod my,),

10



esto es, s; = M;p(mi)_l(mod m;) parai = 1,2, ..., k. Veamos que
I():M1'Tl'81+M2'T2'82+...+Mk'Tk'8k,

es solucion del sistema de congruencias. Para ello, fijamos ¢ € {1,2, ..., k} y démonos cuenta de
que M; - rj - s; = 0(mod m;) para j # i. Entonces

zo(modm;) = M; - s; - ri(mod m;) = r;(modm;).

Ademas, si x; es otra solucién del sistema, entonces x1 — x¢ debe ser m “ultiplo de cada m;.
Como los m; son coprimos entre si, entonces x; — x¢ es miltiplo de M = m;-....my, lo que
concluye la demostracién.[]

Veamos ahora como resolver el acertijo. Las ecuaciones

35 - x = 1(mod 3),
21 -z = 1(mod 5),
152 = 1(mod7),

pueden simplificarse a

2. x = 1(mod 3),
x = 1(mod5),
x = 1(mod7),

y tienen por soluciones s; = 2, s, = s3 = 1 por lo que

29 =235-2-2421-4-1415-6-1 = 314 = 104(mod 105).

1.5.2. Funcién ¢ de Euler

El cédlculo de inversos en crucial para poder resolver ecuaciones. En Z,, resulta de gran
ayuda la funcién ¢ de Euler. Dado m € N\ {0}, definimos ¢(m) como el cardinal del conjunto
{ke{l,2,....m—1}:gcd(k,m) =1} = {k € Z,, : k es invertible}. En general no es inmediato
calcular el valor de la funcién de Euler para cualquier niimero natural, pero si cuando conocemos
sus descomposicion en primos a partir del siguiente resultado.

Theorem 16 Sean m,n € N\ {0}. Entonces:

(a) Sim es primo, entonces p(m) =m — 1.

(b) Sim es primo, entonces p(mF) = m* — mk-1.

(c) Siged(n,m) =1, entonces p(n-m) = @(n) - p(m).

Demostracidn. (a) se sigue de que m no tiene divisores. Para (b) hay que darse cuenta de
que si d | m*, entonces d = 1 o miiltiplo de m, por lo que los elementos no invertibles de Z,,»
son m,2-m,..m* - m, que en total son m*~!* — 1. Como hay m”* — 1 elementos distintos de 0
en Z,,x, tenemos que

e(m") =m" —1— (M —1) =mF —mF".

11



Finalmente, para (c) tomamos el conjunto A4,, = {k € {1,2,...,n-m—1} : ged(k,n) = 1}. Vamos
a establecer una aplicacién biyectiva entre los conjuntos A,,.,, v A, X A,,. Asi, probaremos que
p(n-m) = |Anm| = [An X Ap| = [An] - [An| = @(n) - o(m).

Asi, dado k € A,.n, definimos f(k) = (ki,k2) € A, X A,, de forma que k; es el unico
nidmero menor que n tal que kK = kj(modn) y ks es el tnico nimero menor que m tal que
k = ko(mod m). Vamos a ver que la aplicacion f : A,.., — A, X A, estd bien definida, es decir,
que ky € A, y ko € A,,. Probamos que k; € A, (el caso ks € A,, es andlogo). Supongamos
que ged(ki,n) = d > 1. Por el Teorema de Bezout, sabemos que existen a,b € Z tales que
d="Fk -a+n-b Como k = ki(modn), se tiene que ky = k + ¢ - n para ¢ € Z. Combinado
ambas expresiones tenemos que d = k-a+n-(a-c+b), y por lo tanto ged(k,n) # 1 y entonces
ged(k,n-m) # 1, lo que es una contradiccion.

Veamos ahora que f es inyectiva. Para ello sean k,[ € A,., tales que

k = ki(modn),
k = ko(mod m),

[ = k1(modn),
[ = ky(modm).

Por ser relacion de equivalencia, se tiene que

[ = k(modn),
{ [ = k(modm),

y asi [ = k(modn -m), y como [ y k son menores que n - m, se tiene que [ = k.
Veamos ahora que [ es sobreyectiva. Fijamos (ki, k2) € A, X A,, y consideramos las ecua-

ciones
{ x = ky(modn),

x = ko(modm).

Por el Teorema chino de los restos, existe un dnico k& < n - m tal que es solucién. Veamos
que k € A,.,. Supongamos que ged(k,n - m) = d > 1. Como ged(n, m) = 1, se tiene que o
bien ged(k,n) = d o bien ged(k, m) = d. Supongamos por ejemplo que ged(k,m) = d. Por el
algoritmo de Euclides, ged(k, m) = ged(ka, m) = d, lo que contradice que ks € A,,.00

A partir del resultado anterior sabemos que ¢(5) = 4, p(4) = p(2?) =22 —2 = 2 y que
©(20) = p(5) - ¢(4) = 8. Veamos que utilidad tiene la funcién de Euler.

Theorem 17 (Euler) Sean a,m € Z\ {0} con m > 1 tal que ged(a,m) = 1. Entonces
a?™ = 1(modm).

Demostracién. Sean A := {my,...,mym)} todos los elementos invertibles en Z,, y B :=
{a-mi,...;a-myum)}. Por la leyes de simplificacién de la Proposicién 14 todos los elementos de
B son distintos. Ademsés, todos los elementos de B son invertibles ya que ged(a - m;,m) = 1
para todo i = 1,2, ..., p(m). Entonces A = B. En particular,

my =My oo M) = (a-my)-(a-mg)-.. (a- mv(m))'

12



Multiplicando por mfl se tiene que

Mo ...  My(m) = a- (a-mg)- ... (a- mso(m))-

-1

Multiplicando sucesivamente por m., 1,...,m¢(m)

tenemos que

1 = g#(m

I

es decir, a¥™ = 1(modm).0]
Como corolario se obtiene lo que se conoce como pequeno teorema de Fermat.

Corollary 18 Sean a,m € Z \ {0} con m primo tal que gcd(a,m) = 1. Entonces
a™ ! = 1(modm).

Para calcular el inverso de 4 en Z; basta usar el corolario anterior 45 = 1(mod 7), por lo que
471 = 45 = 1024 = 2(mod 7). Es decir, 47! = 2. Para calcular el inverso de 3 en Zq utilizamos
el Teorema de Euler 3¥(% = 3% = 1(mod 20), por lo que 37! = 37 = 2187 = 7(mod 20), esto es,
3t=r1.

Para resolver una ecuacion lineal a -z = b en Z,, el elemento a debe tener inverso siendo la
solucién = a~! - b. La ecuacién puede escribirse como

a-x = b(modm),

y a tendra inverso si y sélo si ged(a, m) = 1. La solucién puede escribirse a partir de la funcién

de Euler como
z = a?™~ . p(mod m).

Por ejemplo, la ecuacién 7 -z = 2(mod 10) tiene por solucién
z =2 7709 (mod 10) = 2 - 73(mod 10) = 6(mod 10),

esto es £ = 6 en Zqg.

1.6. Ejercicios

1. Calcular ged(215,36) y ged(334,562). Encontrar el minimo comuin muiltiplo de ambos
pares de ntimeros y los xg e yo del Teorema de Bezout.

2. Demostrar que v/2 no es un nimero racional.

3. Calcular ged(18,256) y ged(8316,10920). Encontrar el minimo comin miltiplo de ambos
pares de ntimeros y los xg e yo del Teorema de Bezout.

4. Enumerar todos los primos menores de 100.

5. Sabiendo que ged(a,b) = 1 probar las siguientes propiedades:

13



10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

a) ged(a+b,a—b)=102.
b) ged(3a + b,2a +b) = 1.

Si ged(a, b) = 2, obtener ged(a — b, a® — b?).

Sea d = gcd(a,b). Demostrar que a/d y b/d son coprimos.

. Realizar las siguientes operaciones y devolver el resultado en base 8

2345 + 314 - 215.

. Encontrar un nimero entre 0 y 10000 que verifique todas las siguientes propiedades:

a) Las dos tltimas cifras al escribirlo en base 8 son 03.
b) Su ultima cifra en base 9 es 4.

¢) Es muiltiplo de 7.

Realizar las siguientes operaciones en Z,

234 + 128 - 54 — (123 +48 - 7)

Establecer cudles de las siguientes congruencias son verdaderas.

a) 446 = 278(mod 7).
b) 269 = 413(mod 12).
c¢) 445 = 536(mod 18).
d) 793 = 682(mod 9).
e) 473 = 369(mod 26).
f) 383 = 126(mod 15).

Encontrar todos los nimeros comprendidos entre —50 y 50 congruentes con 12 médulo
21.

Encontrar ¢(37), ¢(137), ©(275), ¢(700) y ¢(201).
Escribir las tablas de suma y multiplicacién de Zg y Z-.

Encontrar usando el teorema de Bezout los inversos siguientes, en caso de que sea posible.

a) 1271 en Zs.
b) 207! en Zy,.
c) (-21)7! en Z3.

Encontrar a™! en Z,, donde: a) a = 37y m = 249; b) a = 15 y m = 234.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Resolver si es posible las siguientes ecuaciones en Zs.
a) 3z — Tz +1=0.
b) 2 +5x=1.

Resolver en Z el siguiente sistema de ecuaciones

2z 4+ 3y =1,
3x — 2y = 2.

Resolver la ecuacién lineal de congruencia:

a) 3z = 2(mod38).
b) 62 = 5(mod9).
¢) 4z = 6(mod 10).
Encontrar el menor entero positivo x tal que cuando x se divide entre 3 se obtiene un

resto igual a 2, cuando x se divide entre 7 se obtiene un resto igual a 4 y cuando = se
divide entre 10 se obtiene un resto igual a 6.

Encontrar soluciones enteras de las siguientes ecuaciones, cuando sea posible.

a) br + Ty =4.
b) 6x + 24y = 21.
c) ldx + 21y = 49.

Encontrar los inversos siguientes a partir de la funcién ¢ de Euler:

a) 207! en Z,.
b) 7_1 en Zlg.
Resolver el siguiente sistema:
22 = 3(mod 7),
x = 1(mod9),
x = 3(mod 8),
x = 0(mod 11).

Probar que si son ciertas las siguientes propiedades, y si no lo son, dar un ejemplo que
muestre que son falsas.

a) Sialb, alc, ald, entonces alb-p+c-q+d-r, donde a,b,c,d,p,q,r € Z.
b) Sialb, a|c-d entonces alb- k+ c- 1, donde a,b,c,d, k,l € Z.

Resuelve las siguientes ecuaciones en congruencias:
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26.

27.

a) 28x + 13 = 0 en Zys.

b) 51z 4+ 32 =0 en Zg.

c) 36z + 44y = 28, x,y € Z.
d) x = T(mod9).

e) v = 13(mod 12).

Cada vez que Pablo va a la tienda se compra tres camisetas, mientras que cada vez que
Antonio visita la tienda se compra seis. ;Es posible que se hayan acabado comprando un
total de 152 camisetas? ;Y 1537 En los casos en los que sea posible, ;cudntas visitas hizo
cada uno a la tienda?

Una empresa fabrica dos modelos de coche. Para el primero, requiere 24 tornillos, mientras
que para el segundo requiere 26.

a) Si el uno de mayo se requirieron 224 tornillos, ;cudntos coches se hicieron de cada
modelo?

b) Si el primer modelo se vende por 10000 euros, mientras que el segundo se vende por
12000 euros, jcudntos modelos deber “1a vender la empresa para obtener el méximo
beneficio?

16



Bibliografia

[1] S. Lipschutz y M. L. Lipson, Mateméticas discretas, McGraw-Hill.

[2] M .Diaz Toca, F. Guil Asensio y L. Marin, Matemdticas para la computacién, Ed. Diego
Marin.

17



