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Capitulo 1

Técnicas de conteo y recurrencias

En este tema vamos a trabajar como obtener todos los posibles resultados de un evento, o
el nimero de elementos de un conjunto sin necesidad de enumerarlos todos. Para ello, vamos a
ver nociones de combinatoria y dos principios que pasamos a decribir y que son conocidos de
la teorfa de conjuntos.

El principio de la suma establece que si tenemos un evento que puede desarrollarse de dos
maneras distintas con n y m resultados, respectivamente, entonces el niimero total de resultados
posibles es n + m. Este principio es consecuencia directa de que, dados dos conjuntos distintos
finitos A y B (las dos maneras distintas en las que puede desarrollarse el evento) verifica que
|AU B| = |A| + |B|. Por ejemplo, si podemos hacer un viaje en avién, en 4 companias aéreas
diferentes, o en tren, con dos companias a elegir, el niimero total de opciones que tenemos para
hacer el viaje es 6.

FEl principio del producto establece que si tenemos un evento que es la combinacién
de dos, independientes entre si, con n y m resultados, entonces el resultado del evento es
n - m. Este principio es consecuencia de que si tenemos dos conjutos finitos A y B, entonces
|Ax B| = |A|-|B|. Por ejemplo, si tenemos que vestirnos y tenemos 6 camisetas y 4 pantalones,
podemos elegir en total 24 vestimentas.

Tanto el principio de la suma como el del producto pueden generalizarse inductivamente de
forma natural a procesos con k eventos, cada uno con n; casos posibles. En el caso del princpio
de la suma tendrfamos n; + ny + ... + ny casos posibles, y en el del producto ny - ng - ... - ng.

1.1. Combinatoria

A continuacién vamos a describir diferentes eventos en los que va a ser posible calcular el
nimero de posibles resultados. Para ello necesitaremos las funciones combinatorias definidas
sobre nimeros naturales. La primera de ellas es el factorial n! =n-(n—1)-...-2-1, por ejemplo
4! = 24. Por convencién 0! = 1.

Si n > m, el nimero combinatorio



Dados naturales n, mq, ..., my, el nimero multinomial

Obsérvese que

no\ n B n

m) \n-m /) \mn—-m)’
La siguiente proposiciéon puede ser de utilidad.
Proposition 1 Dados naturales n > m se verifica que

n+1 n
() =) ()
m m m—1
Demostracién. Calculamos

(:z>+<mn—1> - m!-(;:!—m)!+(m—l)!-(:i—anl)!

nl-(n—m+1)+nl-m  nl-(n+1)
m!-(n—m+1)! S oml-(n—m+ 1)

- m!-é:j2!+1)!:<n;1)'

U

1.1.1. Permutaciones

Una permutacién es una ordenacién de un conjunto con n elementos distintos. Por ejemplo,
cada uno de los resultados posibles de la final de los 100 metros en unos juegos olimpicos.
La férmula para obtener el mimero total de permutaciones se deduce a partir del princpio del
producto. Tomamos los n posibles elementos y los ordenamos. Definimos los procesos P; elegir
el elemento de la posicién i, i € {1,...,n}. Para P, podemos elegir n elementos, para P, seran
n — 1, y asf sucesivamente. Notese que los sucesos son independientes. Asi, el nimero total de
permutaciones posibles serd

Pn)=n-(n—1)-..-2-1=nl
Por ejemplo, los resultados posibles de la final de los 100 metros serdn
Py = 8! = 40320.

En el caso anterior los elementos del conjunto son distintos. Supongamos ahora que podemos
establecer tipos equivalentes o repetidos en nuestro conjunto y que queremos saber cuantas posi-
bles ordenaciones hay. Por ejemplo, cudntos mimeros diferentes pueden formarse con las cifras
de 55678999. Obviamente aqui no tenemos 8! posibles ordenaciones ya que si permutamos los
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dos primeros cincos se obtiene el mismo nimero. Hablamos entonces de permutaciones con
repeticion de 8 elementos donde 1 se repite 2 veces y otro 3. El general, hablaremos de per-
mutaciones con repeticion de n elementos con my, ma,...,m; repeticiones. Veamos cudantos casos
hay. Sin contar las repeticiones hay n! casos, y debemos contar los casos que dan ordenaciones
iguales. Dada una ordenacién, hay m;! ordenaciones que iguales si reordenamos el primer el-
emento repetido, ms! si reordenamos el segundo, y asf sucesivamente. Asi, por el principio de
multiplicacién una permutacién aparece repetida nq! - ... - n;! veces. Entonces el niimero total
de permutaciones posibles serd

. n!
Pr(n,my,...omy) = ————,
mal- o my!

donde el superindice r indica la posibilidad de repeticién. Asi, podemos formar

8!

numeros con las cifras del nimero 55678999.

1.1.2. Variaciones

Si dado un conjunto de n elementos queremos elegir y ordenar m de ellos, estamos hablando
del concepto de variacién. Por ejemplo, en la final de los 100 metros queremos calcular cudntos
podiums distintos pueden darse. Siguiendo la idea de la deducién de la férmula para obtener
los casos posibles en las permutaciones, podemos deducir que el nimero total de variaciones de
n elementos tomados de m en m son

n!

V(n,m):n-(n—1)~...-(n—m+1):m.

Asi, los posibles podiums en la final de los 100 metros serdn

V(8,3) 22—528-?6:336.

En el caso anterior no era posible la repeticién de los resultados, ya que un mismo atleta
no puede ser oro y plata. Pero hay casos en que la repeticién si es posible, como en el caso de
los sorteos de loterfa, donde tenemos 10 cifras y ordenamos 5 de ellas en las que es posible la
repeticion de cifras. Hablamos entonces de variaciones con repeticion. Siguiendo la demostracién
de la férmula para la permutaciones, y teniendo en cuenta que ahora hay n posibilidades en
cada eleccidn, se tiene que la férmula de variaciones con repeticiéon de n elementos tomados de
m en m es

V'(n,m) =n",

donde r indica repeticién. Asi, los posibles resultados en el sorteo de la loteria son

V" (10,5) = 10° = 100000.



1.1.3. Combinaciones

Si dado un conjunto de n elementos queremos elegir m de ellos sin que importe el orden
de eleccion, estamos hablando del concepto de combinacién. Por ejemplo, cudntos cécteles
distintos pueden hacerse a partir de 5 bebidas diferentes mezcando tres de ellas. Como sabemos
de las variaciones, el nimero total de éstas es =n-(n —1)-...- (n —m + 1). Ahora bien, en
la combinacién el orden no importa. Asi, para cada posible elecciéon de m elementos hay m!
posibles ordenaciones de estos, que dardn lugar a una tinica combinacion de esos elementos.
Por tanto, el nimero total de combinaciones es

) = =D fn=mt ) ol __<n>.

m! (n—m)m!  \ m

Asi, el nimero total de cocteles posible es

5 5 5.4
a&@:(3>:m¢y:2!_

En el ejemplo anterior de los cécteles, hemos supuesto implicitamente que las bebidas no
pueden repetirse. Supongamos que asf fuera sin que nos importe la cantidad de cada una de ellas
que se echa en el brebaje. Esteremos hablando de combinaciones con repeticiéon de n elementos
tomados de m en m. Obtener los casos totales aqui no es tan sencillo, asi que tomemos el
ejemplo de los cécteles como una primera aproximacién. Etiquetamos las bebidas con letras
A, B, C, D, E de forma que posibles combinaciones de cécteles son AAA, ABB, BCE, DEE.
Vamos a codificar cada combinacién con ceros y unos de manera que 0 va a ser una bebida y
1 va a ser el cambio de bebida en el céctel en el orden alfabético. Como elegimos tres bebidas,
necesitaremos tres ceros y cuatro unos, ya que elegida una bebida s6lo podemos cambiar a una
de las cuatro restantes. Asi, AAA se codificaria como 0001111, ABB como 0100111, BCE como
1010110 y DEE como 1110100. Nétese que identificamos un cambio el no poner la bebida A en
el céctel. Asi, e numero de cécteles posibles serd el nimero de posibles codificaciones de ceros y
unos, por lo que debemos calcular este nimero. Para obtenerlo, podemos imaginar un cédigo de
unos en el cial reemplazamos 3 de ellos por ceros, o un cédigo de ceros en el que reemplazamos
4 de ellos por unos. En el primer caso seria C(7,3) y en el segundo C(7,4) y se cumple

d1$=(§)=§§5=(1>=0m®-

Si ahora tenemos combinaciones con repeticién de n elementos tomados de m en m, codifi-
camos los resultados posibles con sucesiones de ceros y unos que tengan m ceros y n — 1 unos.
Reproduciendo el razonamiento anterior, tendriamos la férmula

C"(n,m)=Cn+m—1,m)=C(n+m—1,n—1),

donde r indica repeticién. Asi, el nimero de posibles cicteles es

7765

Cﬂ&ﬁ:g&@: 3!

35.



1.2. Principio del palomar

El principio del palomar es la casi evidente afirmacion: si tenemos n casas de palomas y
n + 1 palomas, entonces al menos en una casa hay 2 palomas. Una versién generalizada es la
siguiente cuya demostracién es obvia.

Theorem 2 (Principio de Dirichlet) Dados n,m,k € N, si guardamos n objetos en m ca-
jas, sabiendo que n > m-k, entonces debe existir al menos una caja que contenga como minimo
k + 1 objetos.

Por ejemplo, son necesarios 25 personas para que al menos 3 de ellas cumplan anos en el
mismo mes, 22 para que al menos 4 de ellas nacieran el mismo dia de la semana. Veremos
diversas aplicaciones de este principio en los ejercicios del tema.

1.3. Principio de inclusién-exclusién

Recordemos que en teoria de conjuntos el principio de inclusién-exclusién establecia que
dados dos conjuntos finitos A y B, el cardinal |A U B| = |A| + |B| — |A N BJ|. Vamos a ver la
siguiente generalizacién del mismo. Dado el conjunto C' = {1,2,...,n} y m < n, sea C(n,m) el
conjunto de todas los posibles subconjuntos de C' formados por m elementos. Por ejemplo, si
C ={1,2,3,4}, entonces C(4,2) = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}}. Como sabemos,
el nimero de elementos de cada conjunto C(n,m) serd

m

enm) = Cnm) = ().

Theorem 3 Dados n conjuntos finito Ay, ..., A, dentro del mismo conjunto universo se verifica
que

n

Ay U AU UA =) (=" | Y [Mies Al

m=1 BeC(n,m)

Demostracién. Procedemos por induccién en n. Para n = 2 es el principio |A; U Ay| =
|Ay| 4+ |As| — | A1 N As|. Vamos a probarlo para n = 3 como ejemplo. En este caso

’Al U AQ U A3| — ’Al U (AQ U A3)|
= |A1| + AU As| — |A1 N (A U A3)l.

Como A; N (A3 U A3) = (A1 N Az) U (A3 U Aj3), tenemos que

|A;| 4+ |As U As| — [A1 N (AU A3)| = |A1] + | A2 + |As] — [As N As| — [(A1 N Ay) U (A U A3)|
= Ay + [Ag] + [A3z] — [A2 N A3
—(|A1 M Ag| + |A1 U Az| — |[A1 N Ay N As))
= |Ay| + |As| + |Asz] — [Aa N As| — |A; N Ag| — |A; U A3
+]A; N Ay N Az,
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que es la férmula pedida.
Supongamos ahora que el resultado se cumple para n y lo probamos para n + 1.

U A = (UL A) U A ] = (U Al + [Anga | — (U, Ad) N A

n

_ Z(_l)m—l . Z | NicB Az| + |An+1| - |(U?:1(Az N An+1))|

m=1 BeC(n,m)
n+1 n

= Z|Az‘|+2(—1)m_l' Z | Nien Al
=1 m=2 BeC(n,m)

- Z(_l)m_l : Z | (mieBAi) N An+1|

BeC(n,m)

=AY > INie Al | + (=) it Ay
m=2

1€C(n+1,1) BeC(n+1,m)
n+1
= Z(—l)m_l . Z | Nien Ail |,
m=1 BeC(n+1,m)
dado que C(n,m) U C'(n,m — 1) = C(n + 1,m), donde C'(n,m — 1) = {BU A,11 : B €

C(n,m—1)}.00

A modo de ejemplo, un grupo de 43 personas utilizan tres sistemas operativos, Windows,
Mac y Linux. Se tiene que 25 de ellos usaron Windows, 19 Mac y 13 Linux. Ademads, 7 de ellos
usaron Windows y Mac, 4 Mac y Linux, y 4 Windows y Linux. Si queremos saber cudntos de
ellos usaron los tres sistemas operativos, usamos el principio de inclusién-exclusién con n = 3.
Definimos A; los usuarios de Windows, As los de Mac y A3 los de Linux. La respuesta a la
pregunta es calcular |A; N Ay N Asz|. Como

43 - ’A1UA2UA3‘
= |Ay| + |Ag| + |As| — | A1 N Ag| — |[A; N As| — | Ay N As| + [A1 N Ay N A
= 25419413 —-7T—4—4+|A; N AyN Az,

tenemos que

|A1 PIAQHA3| = 1.

1.4. Recurrencias

Una ecuacion en diferencias es una expresién de la forma

Ttk = f($n+k*17$n+k72a ooy Ty TL), (11)

donde f : 2 C R¥! — R es una funcién que supondremos al menos continua. Ejemplos de
ecuaciones en diferencias son

Tn42 = Tpy1Tn + ) (12)
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Tpt3 = Tpy2 — Tn, (13)

Tyl = NITy. (1.4)

Se llama orden de la ecuacion a k. Asi la ecuacién (1.2) tiene orden 2, (1.3) orden 3y (1.4) orden

uno. Distinguimos entre ecuacién auténoma cuando el tiempo n no aparece explicitamente en

la, ecuacion, y no auténoma cuando si lo hace. Las ecuaciones (1.2) y (1.4) son no auténomas

mientras que (1.3) si lo es. Por dltimo, distinguiremos entre ecuaciones lineales, cuando la

funcién f es lineal o afin como las ecuaciones (1.3) y (1.4), y las no lineales como (1.2). Dentro

de las lineales trataremos especialemente las que tienen coeficientes constantes, como la ecuacién
(1.3) de las que tienen coeficientes dependientes de n como (1.4).

Si se asume la continuidad de la funcién f, para construir una solucién de una ecuacién de
orden k se precisan exactamente k£ condiciones iniciales zq, 1, ..., x_1 € R. A las soluciones de
las ecuaciones también las llamaremos 6rbitas. El orden puede verse entonces como en nimero
minimo de condiciones necesarias para poder construir una solucién u érbita de la ecuacién. La

sucesion de Fibonacci
(1,1,2,3,5,8,13,21, ...)

es la 6rbita o solucion de la ecuaciéon en diferencias de orden dos
Tn4+2 = Tn+1 + Tp

con condicién inicial o = z; = 1.

Como veremos posteriormente, el estudio de las soluciones de ecuaciones en diferencia no
lineales es complicado. Vamos a ver a continuaciéon cémo calcular las soluciones de ecuaciones
lineales con coeficientes constantes.

1.4.1. Ecuaciones lineales con coeficientes constantes
Podemos escribir la ecuacion lineal con coeficientes constantes de la forma
Ttk + O1Tpip—1 + QTpqp—2 + ... + Qp_1Tnp1 + @z, = g(n),

donde ay,...,ar € R, a # 0, y g es una funcién real. Si la funcién g(n) = 0, diremos que la
ecuacién es homogénea y no homogénea en caso contrario.
Llamamos solucién general de la ecuacién en diferencias a una expresion de la forma

T, = F(n,c, ... cp)

donde cy, ..., ¢, son constantes que dependen de las condiciones iniciales, de manera que para
cada valor n la funcién F(n, ¢y, ..., ¢;) nos da el término n-ésimo de la sucesion solucién. Veamos
a continuacién cémo obtener la solucién general de una ecuacién lineal homogénea de la forma

Tpak + @1 Tpap_ 1+ @2Tpig o+ ... + ax_1Tp11 + agz, = 0. (15)
Dado r € C\ {0}, tomamos la sucesién z,, = " y veamos que tiene que pasar para que sea
solucién de la ecuacién (1.5). Sustituyendo en la misma tenemos

0 = Tn+k + A1Tp+k—1 + ATy +k—2 + ...+ Ap_1Tn41 + apx,

TR g™ g g

" (r* 4+ ar™ T A+ arT + d apar + ar) = 1"p(r),
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donde
p(r) =" +ayr™ 1+ a2+ a4 ay

se llama polinomio caracteristico de la ecuacién (1.5). De la ecuacién
0=r"p(r)

se tiene que z,, = r"™ es solucién si y sélo si

es decir, si es un cero del polinomio caracteristico de la ecuacién (1.5).
Por ejemplo, tomemos la ecuacion

Tp42 — Tp41 — Tp = 07

cuyo polinomio caracterfstico es

p(r)y=r*—r—1.
Sus raices se calculan como
1+V14+4 1+5
r = = .
2 2

Asi, dos soluciones de dicha ecuacién son

1 1+\/5n
x, = 5
5 1—\/5n
T, = 5

No es posible obtener mas soluciones, por lo que éstas deben de ser suficientes para obtener la
solucion general. Para ello, necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 1 El S conjunto de soluciones de la ecuacion lineal
Tpgk T 01 Tpip—1 + Q2Tpqp—2 + ... + A 1Tpy1 + AT, =0
es un espacio vectorial de dimension k.

Demostracién. El conjunto de las sucesiones reales z, es un espacio vectorial con las
operaciones suma y producto por escalares naturales. Dadas las soluciones x,, e y,, y los escalares
a, 3, la sucesién azx, + By, verifica que

ATpik + BYnsi + 01 (QZpip—1 + BYnyr—1) + ...
+(axpi1 + BYni1)ak—1 + ar(ox, + Byy)
= (Tpsk T O Tpgp1 + oo F Q1 Tny1 + ART,)

+B(yn+k + A1Yn+k-1 + ...+ Ar—1Yn+1 + akyn)a
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que serd igual a cero ya que

Tntk T Q1 Tptk—1 + oo + Ap—1Tpy1 + ATy = 0

Yntk + Q1Yntk—1 + oo + Qp—1Yn+1 + agYn = 0

por ser solucién. Por lo tanto es solucién de la ecuacién, y S es un subespacio vectorial. Como
cada solucién viene definida por k condiciones iniciales, y R* tiene dimensién %, el conjunto S
también tiene dimensién k.[]

Por lo tanto, para la ecuacién

Tpi2 = Tpyl — Tp = 0

se verifica que la solucién general es de la forma

145\ 1-v5\"
xn:cl< 5 )+02< 5 )

Para el caso de la sucesiéon de Fibonacci, con condiciéon inicial 1 y 1, se tendré que

xo=1=rc1 + e,

14++5 1—+5
C1 + Co

Zli‘l:]_: s
2 2
de donde
1+5 1 1
=——7,0==———,
1 Wi 1= 5 Wi
de donde

1+V5 (1445 n+(1_ 1) 1-v5)
/5 2 2 9/ 2

Cuando las soluciones no son reales o son miiltiples no es posible seguir esta estrategia ya que
se necesitan mas soluciones linealmente independientes para formar una base. Para conseguirlas
se procederd de la siguiente manera:

1. Si 7 es una raiz real de p(r) de multiplicidad m, tenemos las soluciones linealmente
m—1,.n

independientes r", nr™, n?r®, ..., n™ tr
2. Sir = p(cosf + isinf) y ¥ = p(cosf — isinf) son una raices complejas de p(r) de
multiplicidad m, tenemos las soluciones linealmente independientes p™ cos(nf), p" sin(nf),
np™ cos(n), np"sin(nf), ..., n™ 1 p" cos(nd), n™ 1 p" sin(nd).
Por ejemplo, la ecuacién
Tpt2 — 2Tp+1 + 22, =0

tiene polinomio caracteristico
p(r) =r*—2r+2
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con raices 1 = 141 = /2 (cos% =+ sin ), y su solucién general serd

T, = (ﬂ)n <01 cos (%) + co 8in (%)) .

Tpyo — 4Tpp +40, =0

La ecuacién

tiene polinomio caracteristico
p(r) =r* — 4r + 4,

con raiz r = 2, por lo que la solucién general serd
T = 12" + can2”.

Este método tiene la limitacién préctica de tener que resolver la ecuacién polindmica p(r) =
0, por lo que en principio, sélo es posible resolver de esta manera ecuaciones de orden bajo, o
aquellas con una forma concreta. Es u problema generalizado ya que cualquier otro método,
como el de usar la transformada Z, precisa de la resolucién de este tipo de ecuaciones.

Una vez resuelta la ecuacién homogénea, supongamos la ecuacién no homogénea

Tptk + Q1 Tpip—1 + QT2 + oo + Qp_1Tpi1 + @z, = g(n), (1.6)
con g(n) # 0. El siguiente resultado nos dice c6mo son las soluciones.
Teorema 2 Las soluciones de la ecuacion (1.6) son de la forma
T, = 2t + 2k,

donde x, es la solucion de la ecuacion homogénea asociada y z% es una solucion particular de

h
n
la ecucion no homogénea.

Demostraciéon. Suponiendo conocida una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea
xP . sea x, otra solucién. Definimos y, = x,, — 2P, y veamos que es solucién de la ecuacion
homogénea asociada, con lo que se probaria el resultado. Sustituimos ¥, en la ecuacién

Yn+k + Q1Ynt+k—1 T oo + Qf—1Yn+t1 + AkYn
= Tnpk — Tho + a1 (xn+k_1 — $Z+k—1) + ...+ ag (x, —2P)
= (Tngk + 01Tpqp—1 + oo+ Q1 Tng1 + arTy)
(T T 01Ty F o+ Gro1Ty ) F @)
= g(n) —g(n) =0,
con lo que termina la prueba.l]
En general, no es sencillo encontrar soluciones particulares, pero es posible en los casos

concretos de las posibles soluciones linealmente independientes de las ecuaciones homogéneas.
El método se llama de coeficientes indeterminados que vemos con el siguiente ejemplo.

Tpao — 4z, + 4z, = (=1)".
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Como g(n) = 3", proponemos una solucién que sea proporcional a ésta, es decir, 2z = A3",
donde A es una constante a determinar. Sustituyendo en la ecuacién tenemos

A(=1)"2 — 4A(=1)"! 4 4A(-1)"

I
—
|
—_
~—
LS

y simplificando
(A+4A+4A) (—-1)" =9A(-1)" = (—1)",

de donde 94 = 1, y la solucién particular es

La solucién general serd por tanto
n n 1 n
Ty = 12" + con2" + §(—1) )

Si tenemos la ecuaciéon
Tpio —4x,_1 + 42, =sinn,

tomamos como solucién particular
b = Asinn + Bcosn,

y si se trata de
Tpio —4x,_ 1 + 4z, = n3",

se tomara
b = (An + B)3".

Se deja como ejercicio calcular los valores A y B que dan la solucién particular.

1.4.2. Estabilidad de ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal homogénea siempre tiene como solucion las sucesién constante z,, = 0.
Cualquier otra solucién serd de la forma

Yp = sz(n)rf + Z pi (¢;(n) cos(nb;) + h;(n) sin(nb;)) ,

donde p;(n), ¢;(n) y h;(n) son polinomios en n, que serén constantes si las raices r; o p;(cos6; +
isin@;) tienen multiplicidad 1. Si calculamos

lim y,,
n—oo

es facil darse cuenta de que serd cerosi |r;| <1,i=1,....,sy |p;] <1,i=1,...,r. En ese caso,
todas las soluciones convergen a cero y el sistema se dird asintéticamente estable. Si |r;| =1 (o
|p;| = 1) para algin ¢, entonces

n

pi(n)r;

12



estard acotado si p;(n) es constante, es decir, si la raiz tiene multiplicidad uno. Si todas las
raices verifican que |r;| < 1,i=1,....sy |p;| < 1,7 =1,....,r, y aquellas con médulo 1 tienen
multiplicidad 1, esntonces el sistema se dice estable, y ninguna solucién converge a infinito en
modulo. En caso contrario, el sistema se dird inestable y sf que existirdn soluciones cuyo médulo
crezca de forma exponencial.
Por ejemplo, la ecuacion
Tpao+ 2, =0

es estable, pero no asintoticamente estable,

xn
s — 2 =0

4

es asintéticamente estable, mientras que
Tpn4+2 — Tp4+1 — Tp = 0

es inestable.
Si una ecuacién homogénea es asintéticamente estable, entonces una ecuacién no homogéna
asociada tendr4 la solucion de la forma

h
Ty =x, + b

y a partir de un cierto valor de n el término homogéneo serd practicamente nulo, y por tanto
despreciable. Entonces, la solucién para n sufientemente grande es

Ty = ab.

Este hecho es de utilidad a la hora de disenar circuitos digitales.

1.5. Ejercicios

12!

1. Calcular %! NEETTE

1

n! 7 !
(n:l)! y ( :!2) :

2. Simplificar

3. Supongamos que tenemos 5 libros de historia, 3 de sociologia, 6 de antropologia y 4 de
psicologia. Encontrar el niimero n de posibilidades entre las que un estudiante puede
escoger:

a) Uno de los libros.

b) Un libro de cada tema.

4. En un curso de historia hay 8 estudiantes hombres, 6 estudiantes mujeres y 2 no binarios.
Encontrar los posibles casos de elegir:

a) Un representante del curso.

13



10.

11.

12.
13.

b) Dos representantes del curso: un hombre y una mujer.
¢) Dos representantes del curso: una mujer y un no binario.

d) Un presidente y un vicepresidente.

. Entre A y B hay cuatro lineas de autobuses, y entre B y C hay tres lineas de autobuses.

Encontrar el nimero de formas en que una persona puede viajar en autobis:

a) De A a C pasando por B.
b) En viaje de ida y vuelta de A a C pasando por B.

¢) En viaje de ida y vuelta de A a C pasando por B pero sin usar una linea de autobus
mads de una vez.

. Encontrar todas las posibles formas en que 7 personas pueden sentarse:

a) En una fila de sillas.

b) Alrededor de una mesa redonda.

Encontrar el niimero de permutaciones distintas que pueden formarse con todas las letras
de las palabras PATOS, PARADAS y SOCIOLOGICAS.

. En un curso hay 16 hombres, 14 mujeres y 3 no binarios. Encuentre el nimero de maneras

de elegir:

a) Un comité de 4 miembros.
b) Un comité de 6 miembros con 2 hombres, mujeres y 2 no binarios.

¢) Un presidente, un vicepresidente y un tesorero.

. Una caja contiene 8 calcetines azules y 6 calcetines rojos. Encontrar el niimero de formas

en que es posible extraer dos calcetines de la caja si:

a) Pueden ser de cualquier color.

b) Deben ser del mismo color.

Encontrar el nimero de comités de 5 miembros con un director que es posible escoger
entre un grupo de 12 personas.

Encontrar el nimero minimo de estudiantes necesario para garantizar que al menos cinco
de ellos estdn en cada uno de los cursos de un grado de cuatro anos.

Sea L una lista (no necesariamente en orden alfabético) de las 27 letras del alfabeto.

Supongamos que de 32 personas que reciclan papel o botellas (o ambos) hay 30 que
reciclan papel y 14 que reciclan botellas. Encontrar el nimero de personas que:

14



14.

15.

16.

17.

18.

a) Reciclan papel y botellas.
b) Solo reciclan papel.

¢) Sélo reciclan botellas.

Las letras A, B, C y D representan, respectivamente, cursos de arte, biologia, quimica y
teatro. Calcular el nimero total de personas en una sala teniendo en cuenta la siguiente
casuistica: 12 cursan A, 5 cursan A y B, 4 cursan B y D, 2 cursan B, C, D, 20 cursan B,
7 cursan A y C, 3 cursan C y D, 3 cursan A, C, D, 20 cursan C, 4 cursan A y D, 3 cursan
A, By C, 2 cursan los cuatro, 8 cursan D, 16 cursan By C, 2 cursan A, By D y 71 no
cursan ningin curso.

Dados niimeros reales a y b, demostrar la férmula del binomio
n __ - n n—uiyt
(a+0b) —Z[)(Z.)a b

Un estudiante debe cursar cinco materias de tres dreas de estudio. En cada una de ellas
se ofrecen diferentes cursos, pero el estudiante no puede cursar mds de dos cursos de cada
area. Se pide:

a) Usar el principio del palomar para demostrar que el estudiante debe cursar por lo
menos dos cursos de cada drea.

b) Usar el principio de inclusién-exclusién para demostrar que el estudiante debe cursar
por lo menos un curso de cada drea.

Una tienda vende 5 tipos de donuts. Encontrar el nimero de maneras en las que un cliente
puede comprar:

a) 8 donuts.

b) Una docena de donuts.

Resolver las siguientes recurrencias lineales:

Tpt1 = Tp + 2Ty, Tpt1 = 3x, — 21'71717 Tpt1 = =3, + 41,1,
((l) { To = 1, r = 2. <b) { To = 1, Ir = 0. (C) Tog = —1, xr1 = —2.

Tn+1 = 2%, — Tn—1, Tny1 = —4x, — 43:71—17 Tp41 = 10z, — 251'7L—17
<d) { To = 1, Ir = 2. (6> { g = 1, T = 0. (f) {

(g) { Tpt1 = —Tp-1, (h) { Tpy1 = 2x, — anfla (Z) { Tpt1 = 2z, — 5.1'71,1,

Zo 1, Ty = 2. To = 1, xry = 0. To = —1, Ty = —2.
(]) Tntr1l = 3$n — 7$n71 -+ 5$n72, (k) Tntr1l = 4$n — 5$n71 + 2$n,2,
I0:1,5E1:2,I2:O. I():]_,Zlfl:O,IQ:]_.
Tpi1 = —2T, + Tpo1 + 22,2, Tpt+1 = —4x, — 63371—141'71—27
(l) { Ty = —]_, T = —27 T = 3. (m) { To = O, T = 0, T = 1.

15

g = —1, Ir1 = —2.



19. Resolver las siguientes recurrencias lineales:

Tpt1l = Tp + 2,1+ 1, Tpt1 = 3, — 2wy 1 + 1,
(a) { Ty = 1, T = 2. (b) { Ty = 1, 1 = 0.

Tpy1 = =3, + 4T, — 6, Tpt1 = 2%y — Tp-1 + 27,
(C) { g = —]_7 T, = —2. <d) g = 1, T = 2.

Tpi1 = —4x, — 4z, — (=1)", Tpy1 = 102, — 25,1 +n — 4",
(6) { Ty = 1, T = 0. (f) Ty = —1, T = —2.

20. Obtener a y b para que la recurrencia

Tpy1 = ATy + b2y
Ty = O, T = 1,

tenga x, = 2" — 1 por solucién.
21. Obtener a y b para que la recurrencia

Tpt1 = ATy + bmn—l
ro =1, 11 =2,

tenga z, = 2" cos (n%) por solucion.
22. Obtener a y b para que la recurrencia

Tpt1 = aTp + b2y
To = O, T = 3,

tenga x,, = n3" por solucién.
23. Obtener a, b y ¢ para que la recurrencia

Tpy1 = ATy + bTp_1 + Ty 2
IOZZ, I1i2—|—\/§, .732:4,

tenga x, = 2" (1 + cos (n%)) por solucion.
24. Obtener a y b para que la recurrencia

Tpa1 = Ty —4Tp 1 + b
Ty = 17 xry = 37

tenga z, = n2" 4+ 1 por solucion.
25. Obtener a y b para que la recurrencia

Tpy1 = ATy — 2%n1
Tog = 2, xTry = b,

tenga x,, = 2" + 1 por solucién.
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26.

27.

Probar que cualquier x,, solucién de la recurrencia

1 1
Tptl = ZTn + 5Tn—1

6 3
satisface que lim,, ., x, = 0.
Probar que cualquier x,, solucién de la recurrencia

1 1
Tpi1 = =Ty + gxn—l +1

6

satisface que lim,, ., z, = 2.
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