Capitulo 1

CALCULO DIFERENCIAL
DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES 1

1.1. Derivabilidad y Diferenciabilidad de Fun-
ciones de Varias Variables

Sea f : D C R® — R™ una funcién de varias variables con D un con-
junto abierto de R™. El principal problema con el que nos encontramos para
generalizar el concepto de derivada en el d&mbito de las funciones de varias
variables es que no siempre puede escribirse el cociente

fla+h) = f(a)
h

que sirve de base para el concepto de derivada. Cuando consideramos fun-
ciones reales de varias variables esto puede hacerse introduciendo la nociones
de derivadas direccional y parcial.

1.1.1. Derivadas Direccional y Parcial

Sea f: D C R” — R una funcién real de varias variables definida sobre
un conjunto abierto D. Consideremos un vector arbitrario de v € R™ y un
punto a € D. Se define la derivada direccional en la direccion del vector v

1
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de f en el punto a como

D fa) — i T V)~ (@)

h—0 h ’

en caso de que dicho limite exista. Cabe decir que esta nocién es una extension
de la definicién de derivada de funciones reales de variable real.
Consideremos en R" la base canénica C = {ey, ...,e, } donde e; = (0, ...,0,1,0, ..., 0)
es el vector de la base candnica con el uno en la posicién i-ésima. Se define
la derivada parcial 1—ésima de f en el punto a como

De. f(a) :}L%f(a‘i‘h';i)_f(a)‘

Es decir la derivada direccional de dicha funcién en el punto a segin la
direccién del vector e;. Si prestamos atencién esta derivada parcial coincide
con la derivada de la funcién real de variable real f; definida por f;(x;) =
filay, ..., x;, ...;a,) siendo a = (aq,...,a,). Es decir, la funcién construida
a partir de f fijando todas las coordenadas menos la i-ésima. Por esto, la
derivada parcial i—ésima puede denotarse de las siguientes formas

0
Dif(a)7 a_a{(a)a D:chf<a) 6 fxz(a)
Por ejemplo, la funcién f(z,y, z) = sin(zy + z) verifica que
of
L (r.2) = yeoslay +2)
of
@) = weos(ay+2).
of B
5('1:7 Y, Z) - COS(.Iy + 2)7

Las derivadas direccionales y parciales no son una buena generalizacion
del concepto de derivada de una funcién real de variable real en el siguiente
sentido: la existencia de la derivada parcial o direccional en un punto no
implica la continuidad de la funcién en dicho punto, como pone de manifiesto
el siguiente ejemplo.

Example 1 Consideremos la funcion
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FEsta funcion no es continua en (0,0) ya que si tomamos la direccion y = x
se tiene que el limite en esa direccion es

2
, X ,
lim — = lim x = 0,
z—0 x—0

2

mientras que st tomamos la direccion y = x° se verifica que

2

/. x /.
lim — =1lim1=1,
z—0 Jj2 z—0

por lo que el limite no existe. Sin embargo

0-0
=m0
Y
C0-0
=m0

Se hace necesaria otra extensién del concepto de derivada que nos asegure
la continuidad, y que ademds sea védlida para funciones de varias variables
en general. Esta extension se conoce con el nombre de diferencial y la intro-
duciremos a continuacion.

1.1.2. Diferencial de una funcién de varias variables

Seaf: D C R" — R™ una funcién de varias variables con D un conjunto
abierto. Denotemos por |||, v |||/, dos normas en R" y R™. Sea a € D.
La funcién f es diferenciable en el punto a si existe una aplicacién lineal
U :R" — R™ de manera que
. |f(a+h)—f(a) — U(h)]

lim
h—0 [k,

= 0.

La aplicacién lineal U la denotaremos por Df(a). La funcién f se dice difer-
enciable en D si existe Df(a) para todo punto a € D.



4CAPITULO 1. CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES I

Hemos de hacer notar que esto es una extensién del concepto de derivada
en el siguiente sentido: si una funcién f : (a,b) — R es derivable en un punto
zo € (a,b) con derivada f'(xy), es claro que la aplicacién lineal v : R — R
definida por u(x) = f'(zg)x verifica que

i @0+ h) — flzo) —ulh)| _
|h|—0 |h| ’

por lo que es la diferencial de dicha funcién.

1.2. Propiedades de la Diferencial

Sea f: D C R" — R™ una funcién de varias variables con D un conjunto
abierto. Las principales propiedades de la diferencial que vamos a estudiar
son las siguientes.

Proposition 2 Dado a € D, sif es diferenciable en a, la diferencial Df(a)
es unica.

Theorem 3 Dado a € D, sif es diferenciable en a, entonces f es continua
en el punto a.

Vemos asi como la diferenciabilidad de la funcién f implica la continuidad
de la misma.

Proposition 4 Sean D un conjunto abierto y £,g: D C R* — R™ dos fun-
ciones diferenciables en un punto a € D. Entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

(a) La funcion suma £+ g es diferenciable en a y se verifica que

D(f + g)(a) = Df(a) + Dg(a).

(b) Sim =1, entonces la funcién producto f - g es diferenciable en a y se
verifica la formula

D(f-g)(a) =g(a)- Df(a) + f(a) - Dg(a).
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(c) Sim =1 yg(a) # 0, se verifica que la funcion cociente f/g es difer-
enciable en a y se cumple la féormula

(a)- Df(a) — f(a) - Dg(a)
g(a)? '

Podemos comprobar las similitudes entre esta proposicién y las reglas
de derivaciéon de funciones reales de variable real y darnos cuenta de que se
mantienen todas ellas. Otra regla que se mantiene es la regla de la cadena,
que nos da la manera de calcular la diferencial de funciones compuestas.

Consideremos dos funciones f : D C R* — R™ y g : D' C R™ — R! de
manera que la imagen de f estd contenida en D’. Podemos definir entonces
la funcién compuesta gof : D C R"™ — R! dada por (g o f)(x) = g(f(x))
para todo x € D. Tenemos entonces la siguiente proposicién conocida como
la regla de la cadena.

D(f/g)(a) = ¢

Proposition 5 Bajo las condiciones anteriores, si £ es diferenciable en un
punto a € D y g es diferenciable en f(a), se verifica que gof es diferenciable
en a y la diferencial de dicha funcion se calcula con la formula

D(gof)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

A pesar de todas estas féormulas, todavia no tenemos un método practico
para calcular la diferencial de una funcién en un punto. En la siguiente secciéon
veremos como abordar este problema con garantias.

1.3. Calculo practico de la diferencial

El cédlculo prictico de la diferencial de una funcién de varias variables
f: D CR"— R™ con D un conjunto abierto, se apoya en los siguientes
resultados.

Proposition 6 Sea f : D C R" — R™ wuna funcidn de varias variables
con D un conjunto abierto y con funciones coordenadas £ = (fi,..., fm)-
Sea a € D. Entonces f es diferenciable en a si y sdlo si cada una de las
funciones coordenadas f; son diferenciables en a parai=1,2,...,m. Ademds
las funciones coordenadas de Df(a) son D f;(a), es decir

Df(a) = (Dfi(a), ..., Dfm(a)).
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Tenemos entonces que el calculo de la diferencial de una funcién de varias
variables se reduce al calculo de la diferencial de funciones reales de varias
variables. Con respecto a éstas, tenemos el siguiente resultado que nos liga
el concepto de diferencial con los de derivadas direccional y parcial.

Proposition 7 Sean D un conjunto abierto de R" y f : D C R" — R una
funcion diferenciable en un punto a € D. Sea v € R™. Entonces se verifica
que

Df(a)(v) = Dy f(a).

Debe ser conocido del dlgebra lineal estudiado en este curso que calcular
una aplicacion lineal es equivalente a calcularr su matriz asociada a las bases
canodnicas del espacio de partida y llegada. Aplicando la Proposicién 7 y
considerando las bases canénicas de R" y R es fécil comprobar que la matriz
asociada a D f(a) en estas bases es

(D1f(a), ..., Dnf(a)).

Considerando ahora una funcién f : D C R" — R™ diferenciable en un
punto a € D con funciones coordenadas f = (f1, ..., fin), la matriz asociada
a Df(a) en las bases canénicas de R” y R™ es de la forma

Difi(a) Dofi(a) ... D, fi(a)
Dify(a)  Dafa(a) ... D, f2(a)
Difinl@) Dafu(@) oo Dufula)

la cual se conoce como matriz jacobiana de f en el punto a, y que denotaremos
por Jf(a). La diferencial de la funcién en dicho punto serd la aplicacién lineal
Df(a) : R" — R™ definida por

a1

Df(a)(z1, 22, ...1,) = Jf(a)- | "2
lel(a) Dgfl(a) ..... anl(a) T
leg(a) D2f2<a) ..... an2<a> ] To
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para todo vector (z1,zs,...,x,) € R™.

Podemos ademés reinterpretar las proposiciones 4 y 5 desde el punto de
vista de la matriz jacobiana de las funciones consideradas, apoydndonos en
las propiedades de la matriz de una aplicacién lineal con relacién a la suma
y composicion de aplicaciones lineales. Obtenemos entonces las propiedades
siguientes.

Proposition 8 En las condiciones de la Proposicion 4 se verifican:
(a) Respecto a la funcion suma
J(f+g)(a) = Jf(a) + Jg(a).
(b) Respecto a la funcion producto
J(f-9)(a) = g(a) - Jf(a) + f(a) - Jg(a).
(¢) Respecto a la funcion cociente

g(a) - Jf(a) — f(a) - Jg(a)
g(a)?

J(f/9)(a) =

Proposition 9 En las condiciones de la Proposicion 5 se verifica
J(gof)(a) = Jg(f(a)) - Ji(a).

Hemos visto como las derivadas parciales de una funcién real de varias
variables condicionan a la diferencial en el sentido que la matriz asociada
de la diferencial en las bases canénicas de R™ y R tiene por coeficientes
dichas derivadas parciales. Ademads las derivadas parciales permiten afirmar
la existencia de la diferencial en las condiciones de la siguiente Proposicién.

Proposition 10 Sea f: D C R® — R una funcion real de varias variables
definida sobre el abierto D. Supongamos que existen las derivadas parciales
D;f: D C R" — R de forma que son continuas en un punto a € D. Entonces
la funcion f es diferenciable en dicho punto.

El reciproco a esta Proposicién es falso, como pone de manifiesto el sigu-
iente ejemplo.
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Example 11 Consideramos la funcion

x? %) sin —= st (z, 0,0),
f(a:,y):{( +i)sin—— si (2,9) £ (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)
Es facil ver que

of

D.70.0) = Z0.0=0
Duf0.0) = F 000

por lo que la diferencial Df(0,0), en caso de existir, es la funcidn constante
igual a cero. Esta funcion es diferenciable en (0,0) ya que

hy 2 2\ o} 1
- f(h1,he) — f(0,0) — (0,0) - ( h )‘ ) / ‘(h1+h2)sm\/m

lim
(hlth)*)(Ovo) \/ h% + h% (h17h2)4’(070) \/ h/% + h%
1
\/h? + h3sin ———
L R

= lim
(hl 7h2)4’(070)

Tomando coordenadas polares calculamos

1
7sin —
r

lim =0.

r—0

Ast, la diferencial D f(0,0) es la funcion constante igual a cero. Sin embargo
las derivadas parciales no son continuas en dicho punto ya que

af 1 x 1
D f(x, = —Z(z,y) = 2rsin ——— — (2% + ¢* cos
1f( y) 81/’( y) /$2 ¥ yg ( Yy ) /(I'Q + y2>3 /a2 + y2
1
= 2zsin -

1
VEAP JErg R

Tomando limites iterados tenemos que

0 1 1
}:111(1) ll/lLI(l) 8—£(a7, y) = ilLI[l) (235 sin — —cos E)

que no existe ya que no existe lim, . COS%. Por lo tanto D1f(z,y) no es
continua en (0,0). De forma andloga se razona para Dsf(0,0).
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Figura 1.1: Plano tangente a f(z,y) = 2? + y* en el punto (-1, —1).

1.4. Interpretacién Geométrica de las Derivadas
Parciales

Consideremos una funcién f(z,y) definida sobre un cierto conjunto abier-
to de R?. Sea (g, o) un punto de dicho conjunto de manera que f es difer-
enciable en dicho punto. La ecuacién del plano tangente a la grafica de la
funcién en dicho punto es de la forma

z — f(wo,90) = D1f(z0,y0) (% — x0) + Daf (20, y0) (¥ — Yo)-

Asf dada la funcién f(x,y) = 22 + 3?, la ecuacién de su plano tangente en el
punto (—1, —1) tiene por ecuacién z = —2x — 2y — 2, como nos muestra la
figura 1.1.

1.5. Derivadas Parciales de Orden Superior

Consideremos una funcién real de varias variables f : D C R™ — R con
D un conjunto abierto. Si dicha funcién tiene derivadas parciales continuas
en D, es decir existen las funciones D;f : D C R™ — R y son continuas para
1 = 1,2, ...,n, podemos plantearnos con cada una de ellas el cédlculo de la
derivada parcial de cada una de estas funciones, obteniéndose de esta manera
las derivadas parciales segundas de f en un punto a € D denotadas por
ij f(a), que significard primero una derivacién de f respecto de la variable
x; y posteriormente respecto de la variable x;. Otras maneras de denotar esta
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derivada segunda son
0 f
8@83: j

(a) 6 fuua,(a).

Iterando el proceso podemos construir derivadas parciales sucesivas de
la funcién f. Una funcién que tenga todas las derivadas parciales k—ésimas
continuas se dird de clase C*(D,R).

El problema que se plantea aquif es el de la permutabilidad en el orden
de las derivaciones, es decir, dadas dos variables distintas z; e z; jen qué
condiciones coinciden las derivadas D3 f(a) y D3 f(a) en un punto a? El
mismo problema se puede plantear con derivaciones de orden superior a dos,

pero son reducibles a este caso. Se estudiard en el curso el siguiente Teorema
debido a Schwarz.

Theorem 12 (Schwarz) Sea f : D C R* — R de manera que D;fy D;f

son continuas en D para dos variables distintas x; y x;. Si ij f existe y es

continua en un punto a € D, entonces existe Dfi f(a) y
2 2
Dijf(a) = Djif(a)'

Existen ejemplos de funciones que no satisfacen este resultado como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Example 13 Consideramos la funcion

22— g2 .
fly) =4 Ware & (z,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).
Puede comprobarse que sus derivadas parciales sequndas son D3,f(0,0) = —1

Este Teorema y otros similares permiten ahorrar trabajo a la hora del
célculo de las derivadas de orden superior, al ser gran parte de ellas iguales.
Este hecho sera de importancia en el cdlculo de extremos de funciones reales
de varias variables, y en la aplicacién del Teorema de Taylor para estas fun-
ciones.
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1.6. ACTIVIDADES

Exercise 1.6.1 Decir si es o no diferenciable en el punto (0,0) la funcion

real
_ x22$1;2 8t ('rhy) 7é (070)
f(a”’y){o+ si (z,y) = (0,0).

Exercise 1.6.2 Comprobar que la funcion f : R? — R definida por

1

~ fasini si (z,y) # (0,y)
f(xay)_{o S7 (x,y):(O,y),

es continua en (0,0), pero no es diferenciable en este punto.

Exercise 1.6.3 FEstudiar la continuidad y la diferenciabilidad de la funcion
f:R? — R definida por

_ ] s si () #(0,0)
f(:z:,y)—{ OJr si (z,y) = )

Calcular su derivada direccional respecto de cualquier vector v = (vy,v3) en
el punto (0,0).

Exercise 1.6.4 Sea f : R? — R definida por

] # si (wy) #(0,0)
f(x,y)—{0+ si (x,y) = )

Comprobar que f tiene derivada direccional respecto de cualquier vector de
R? en el punto (0,0), pero f no es deriable en dicho punto.

Exercise 1.6.5 Calcular las derivadas parciales de la funcion
y?

2
— 7% tan —2——

definida para todo punto de R?\ {(0,0)}, y comprobar que

D f (x,y) +yDaof (x,y) = 2f (z,y).
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Exercise 1.6.6 Calcular las derivadas parciales de la funcion

_ YVt

definida en el conjunto {(x,y):x > 0,y > 0}, y comprobar que

vDyf (r,) + D] (x,9) = 3 (2,9).

Exercise 1.6.7 Calcular las derivadas parciales de la funcion

3y

x? + y?

f(x,y) = ylog

definida en el conjunto {(z,y) : x > 0,y > 0}, y calcular su diferencial en el
punto (1,1).

Exercise 1.6.8 Cualcular las derivadas parciales de la funcion

T
f(xay)_ﬂxy_Fg

definida en el conjunto {(z,y) : > 0,y > 0}, y calcular su diferencial en el
punto (2,1).

Exercise 1.6.9 Dada la funcion ? : R? — R? definida por
flay) = (a* +y°,2%y° = 3y%)

formar su matriz jacobiana en el punto (1,1). Comprobar que f es diferen-
ciable en dicho punto y calcular su diferencial.

Exercise 1.6.10 Dada la funcion f : R? — R3 definida por
f(x,y) = (xcosy,zsiny, xcosysiny)

formar su matriz jacobiana en el punto (mw,7/2). Comprobar que f es difer-
enciable en dicho punto y calcular su diferencial.
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Exercise 1.6.11 Comprobar que la funcién f : R® — R? definida por

—

f(z,y,2) = (2% + yz — 2%, 2y — 22 + 22°, 2y2)
es diferenciable en todo punto de R® y calcularla en el punto (3,2,1).

Exercise 1.6.12 Calcular la matriz jacobiana de las siguientes funciones:

(z,
(b) f(z,y,2) ="

(c) f(z,y,z) =sin(zsin(ysinz)).

(d) f(z,y) = (sin(zy),sin (zsiny), z*).
Exercise 1.6.13 Sea f : R? — R? definida por

) = (22 +2?sinl y) si (z,y) # (0,y)
e =1, si (19) = (0,y).

Comprobar que f es diferenciable.

Exercise 1.6.14 Sabiendo que f (z,y) = \/log (zy) + arcsin £, calcular

fL‘f (Ivy) le (l‘,y) +yf (fL‘,y) D2f (ZL‘,y)

Exercise 1.6.15 Sabiendo que f (x,y) = smg +z, calcular

D1 f (z,y) +yDa2f (z,y) .

Exercise 1.6.16 Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z =
2 + 4 en los puntos (0,0) y (1,2).

Exercise 1.6.17 Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z =
log 22 + log y? en los puntos (3,1) y (zo, yo) -

Exercise 1.6.18 Sea A un abierto de R® y f : A C R® — R. Supongamos

que [ es diferenciable en un punto (ay, as,as3) € A y que D f (ay,aq,a3) (1, T2, x3) =

71 + X9 + 23 para todo (v1, T2, 23) € R3. Calcular D, f (ai,as,as3) siendo v el
vector siguiente:
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(a) v=1(1,2,3).
(b) v=(0,11).
(c) v=(-1,1,2).

Exercise 1.6.19 Sea A un abierto de R3 y f : A C R3> — R2. Supong-

amos que f es diferenciable en un punto (ai,asz,a3) € A. Si f = (f1, f2)
y Dy, fi(a1,a2,a3) = i+ j para j = 1,2 ei = 1,2,3 donde v; = (1,1,1),

ve = (0,1,1) y v3 = (0,0,1), determinar la diferencial de f en dicho punto.
Exercise 1.6.20 Sea f : R? — R definida por

_ [ R s (2,y) #(0,0)
f(x,y)—{() " si (x,y) = )

Comprobar que existen las derivadas parciales sequndas ;j—g; (0,0) y 55:5J; (0,0),
pero no son iguales.

Exercise 1.6.21 Se consideran las funciones f : R2 — R? y ¢ : R? — R2
definidas por f (z,y) = (z2y*, 23y® + 421?) y g (z,y) = (zsiny, ysinz) . Sea
F = g o f. Calcular la matriz jacobiana de F en el punto (2,-1).

Exercise 1.6.22 Se consideran las funciones f : R — R3 y ¢ : R? — R2
definidas por f (t) = (12,3t — 1,1 — 2) y g (z,y,2) = (2% — y — 2z, y* + zy + 7).
Sea F = go f. Calcular la matriz jacobiana de F en el punto —1. ;Es posible

calcular la matriz jacobiana de la funcion G = f o g en el punto (1,1,1)?

Exercise 1.6.23 Hallar la expresion de las derivadas parciales de la funcion
F :R? — R definida por

F(z,y)=f(g(x)k(y),g(x)+h(y)),

donde f : R* — R es de clase C* (R) y g,h,k : R — R son de clase C* (R).
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Exercise 1.6.24 Calcular la expresion de las derivadas parciales de la fun-
cion F : R? — R dada por

F(a,y,2) = f (2,97, 2")
donde f: M CR® — R es una funcién de clase C* (M) con
M ={(z,y,z): x>0,y >0,z >0}.

Exercise 1.6.25 Calcular la expresion de las derivadas parciales de la fun-
ciones F' : R® — R dadas por

(a) F(z,y,2) = [y " sintdt.

(b) F(z,y,2)= f "% tsin tdt.
(c) F(z,y,2) = fm2+y2 sin tdt.

Exercise 1.6.26 Sea f : R — R una funcién de clase C* (R,R) y sea F :
R? — R definida por

1 (2-2) o

Comprobar que se satisfacen las igualdades:

(a) 2§ (z,y) + 25 (z,y) = 0.

(b) ay(z +y) EE(2,y) + 2?55 () + 5> 5 (x,y) = 0.

Exercise 1.6.27 Sea f : R — R una funcion de clase C* (R) y sea F : R* —
R definida por
fy/x)
T

F(z,y) = con x # 0.

Comprobar que se satisfacen las igualdades:

(a) 285 (2,y) + y5 (2,y) + F (z,y) = 0.

(b) 2?5 (2,y) + 5L e, y)+2wy5x5 (z,y) = 2F (z,y).
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Exercise 1.6.28 Sea f (z,y) = 2* — y?* y hagamos v = sint ey =t con lo
que se obtiene la funcion compuesta F (t) = f (xz (t),y(t)). Calcular las tres
primeras derivadas de dicha funcion.

Exercise 1.6.29 Dada f (z,y,2) se define el gradiente de f como

) ) o
gra‘df(x7y7 Z) = (5_£ ('T7y’ Z) ’ é (x7y’ 2)75_‘5 (x7y7 Z)) :

Dadas las coordenadas cilindricas de R3

x =rcost
y =rsinf
z =z,

obtener el gradiente de f en estas coordenadas.

Exercise 1.6.30 Si ahora tenemos las coordenadas esféricas

x =rcosfsing
= rsinfsin
Z =17Ccos,

obtener el gradiente de la funcion del ejercicio anterior en estas nuevas co-
ordenadas.

Exercise 1.6.31 Sea f : R*\{(0,0)} — R una funcion de clase C* (R?\ {(0,0)}).

Comprobar que
1 6 f 52 f
(@ (z,y) + 572 (iﬁ,y)) =

2?2 + y?
52 f 82 f
e 4 —_— —_—
(5L o+ S )
donde v = x> — y? y v = 2zy.

Exercise 1.6.32 Sea f : R*> — R una funcion de clase C* (R?). Comprobar
que

5 5 5
- (e + o) -l wy

donde u =log (x +y) yv =1log(x —y).



1.6. ACTIVIDADES 17

Exercise 1.6.33 Sea f : R? — R una funcién de clase C* (R?). Comprobar
que
82 f
2
T Sa2 (‘Ta y) -y

2 2
2% (x,y) = 2uv5iéfv (u,v) — uﬁ (u,v)

donde u=z/y yv = zy.

Exercise 1.6.34 Demostrar que si f : R? — R es una funcion de clase
C? (R?) y se verifica la igualdad

& f &*f

o2 () + 55 (r) =0,
entonces también se verifica

82 f S f

W (U,U) + W (U,U) =0

donde x = u/ (u? +v?) ey = v/ (u? + v?).
Exercise 1.6.35 Dada la funcion

fag) = {5 o)y

estudiar su diferenciabilidad en el punto (0,0). Calcular y 6— sSon con-
tinuas en (0,0)?

Exercise 1.6.36 FEnunciado del teorema de la funcién reciproca o inversa.

Exercise 1.6.37 Consideramos la funcion:

[ w400
”L”‘{0+ (2.) = 0,0)

Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de dicha funcion.

Exercise 1.6.38 Sea f : A C R3 — R definida por f (x,vy, 2) = log (g(x + yz))
siendo

A={(z,y,2) eR*: y #£0}
y g una funcion real positiva de clase C* (R,R). Se pide:
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0*f  O*f 10f
_ 2 _ '
(a) Calcular D = z 07 o + 0

(b) Hallar las funciones [ definidas en A tales que verifican D = x + yz.
Exercise 1.6.39 Dada la funcion f : R*> — R definida por:
ln(1+m2y2)

) = 4 amerg St (@y) #(0,0)
/&) { 0 i (@) = (0.0)

(a) Calcular f, (0,0) y f,(0,0).
(b) ;Es diferenciable la funcion en el punto (0,0)?
Exercise 1.6.40 Sea la funcion

.,L,Oé

fley) =9 22+
0 st (z,y) = (0,0),
con o un numero natural. Estudiar para los valores de o =3 y 4 :
(a) Existencia de derivadas parciales de f.

(b) Diferenciabilidad de f.

Exercise 1.6.41 Dar un ejemplo de una funcion f : R? — R con diferencial
en el punto (0,0), y cuyas derivadas parciales no sean continuas en dicho
punto.

Exercise 1.6.42 Determinar si la funcion

| #5 si (wy) #(0,0)
f(x’y)_{ 0" si (ny) =

es diferenciable.

Exercise 1.6.43 Sea f : R® — R* una aplicacion diferenciable y sea a =
(a1, as,a3) un punto de R3. Explica como se calcula la diferencial de f en
dicho punto, enunciando aquellos resultados que permitan su cdlculo.
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Exercise 1.6.44 Sea la funcion f : R? — R definida por

?@—y)
[ 2 i) £ 0.0
)= { 0" i e = 0.0)

Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de dicha funcién en todo punto
de R?.

Exercise 1.6.45 Sean f,g,h : R — R funciones derivables y a y b dos
numeros reales distintos de cero. Definamos la funcion

F(z,y) = f(ax + by) + g(azx + by) + h(azx + by).

Demostrar que
oF OF

b— =a— .
5 (@y) =a a9 (z,)
. : : o*f  0f
Exercise 1.6.46 Demostrar que las derivadas parciales Y de la
Ox0dy ° Oyox
aplicacion
22—y
fay) =4 Waagy,e o (z,y) #(0,0),
0 si (z,y) = (0,0),

no coinciden en el punto (0,0). ;Coinciden en los puntos (x,y) # (0,0)? sEs
diferenciable dicha funcion en el punto (0,0)?

1.7. EIl Teorema de Taylor para Funciones Reales
de Varias Variables

Sea f : D C R" — R una funcién real de varias variables con D un
conjunto abierto. La idea del Teorema de Taylor para varias variables es
idéntica a la que subyace para funciones reales de variable real: intentar
sustituir una funcién por un polinomio que en general tendra n variables. No
obstante, dado un punto a € D hemos de hacer notar que, como en el caso
de una variable, bajo ciertas condiciones la funcién sélo puede sustituirse por
el polinomio de forma local, es decir, para puntos cercanos a a.
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El conjunto D debe de cumplir la siguiente condicién. Sean a y x dos
vectores de R™. Definimos el intervalo

ax]={1—-t)-a+t-x:0<t<1}.

Dado a € D, el conjunto D debe de verificar que [a, x| estd contenido en D
para todo punto x € D suficientemente cercano al punto a. En general todo
conjunto abierto de R™ satisface esta condicién. Podemos entonces enunciar
el siguiente teorema.

Theorem 14 (Taylor) Sean f : D C R" — R una funcion real de varias
variables con D un conjunto abierto y a = (ay,...,a,) € D. Supongamos que
f es de clase C*(D,R). Entonces para todo x € D suficientemente prézimo
a a existe un nimero 0 € (0,1) tal que

P = Jla)+ D D@ — ) + 5 3 D) — el — )

i,j=1

1 - _
+..+ ho1) > DL f@) (s, —a). (@, —a, )

i1.ip_1=1

Z D} i fla+0(x—a))(z;, — a;)...(z;, — a;,).

'11 =1

Como observamos, la férmula obtenida en este caso es bastante més en-
gorrosa que para el caso de funciones reales de variable real debido al gran
nimero de variables involucradas en la misma. El polinomio de Taylor de
grado k — 1 centrado en a serd de la forma

Pea(®) = fa)+ %Z Duf(@e: = e+ 5; 3 Dhla)es -~ )(as — o)

Z Dzl R 1 )(xll - ail)"'(xik—l - aikfl)’

zlzkll

mientras que

Z Df . fla+0(x—a))(zi, — ay)...(zi, — a;,)

'11 =1
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Figura 1.2: Circunferencia determinada por la ecuacién 22 + y* = 1.

es el resto de Lagrange que nos dard una medida del error cometido en la
aproximacién. Como en el caso unidimensional este error nunca puede ser
conocido con exactitud, y tendremos que conformarnos con obtener cotas
superiores del mismo.

Nos centraremos en aplicaciones practicas de funciones con dominio con-
tenido en R? y R? fundamentalmente por lo que bésicamente habra que tener
claras y manejar el polinomio de Taylor con dos y tres variables. Veremos
también una importante utilidad del polinomio de Taylor obteniendo férmu-
las que permiten conocer cotas de los errores cometidos al hacer mediciones
en las ciencias experimentales.

1.8. El Teorema de la Funcién Implicita

Consideremos la ecuacién 22 + y?> — 1 = 0. Dicha ecuacién es la de una
circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio uno, cuya repre-
sentacion gréfica se ve en la figura 1.2.

Si intentamos despejar alguna las dos variables implicadas en la ecuacion,
por ejemplo la variable y, obtenemos dos posibles soluciones

y==+v1-—2?
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que se corresponden con dos posibles funciones, una correspondiente a la
parte superior de la gréfica y otra correspondiente a la inferior. Asi dado un
punto (zo,yo) de la circunferencia es posible definir en un intervalo (xy —
£,%9 + €), con £ > 0 un nimero real, una unica funcién y(x) de manera que
y(xo) = yo siempre que 7, sea distinto de +1.

El Teorema de la funcion implicita nos dard condiciones para, dada una
ecuacién o un sistema de ecuaciones, saber cuando algunas de las incognitas
implicadas en las mismas tienen una dependencia funcional de las demas.
Podemos ademads saber esto sin necesidad de despejar ninguna de las incég-
nitas como hemos hecho en nuestro ejemplo.

En este curso estudiaremos el Teorema de la funcién implicita para una
ecuacién y un sistema de m ecuaciones. En el caso de una ecuacién vamos a
ver cuando una variable depende funcionalmente de las restantes, mientras
que en el caso de un sistema de ecuaciones, vamos a ver si m variables son
las que tienen una dependencia funcional de las demdas. Empezamos con el
Teorema para una ecuacion.

1.8.1. El Teorema de la Funcién Implicita para una
ecuacion

Consideremos una ecuacién de la forma f(z1,...,2,,y) = 0, donde f :
D C R™! — R es una funcién real de varias variables definida sobre un
conjunto abierto de R™"!. Para agilizar la notacién denotaremos (z1, ..., Z,,)
por x € R" escribiéndose la ecuacién anterior de la forma f(x,y) = 0. El
Teorema de la funcién implicita afirma lo siguiente:

Theorem 15 Supongamos que la funcion f es de clase C*(D,R) y sea
(a,b) € D de manera que f(a,b) =0 y g—g(a, b) # 0. Entonces existen un
abierto U C R" con a € U, un abierto VC R con b €V y una unica funcion
¢ :U —V de clase C*(U,V) de manera que:

(a) U xV C D.
(b) f(x,¢(x)) = 0para todo x € U.
(c) p(a) =b.

Es decir, el Teorema nos dice en que condiciones podemos despejar la
variable y en funcién de las restantes variables para tener la funcién y = ¢(x).
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Ademis del apartado (b) del Teorema podemos extraer sucesivas derivadas de
la funcién ¢ derivando implicitamente la ecuacion, esto es, derivando respecto
de las variables x; la expresién f(x, p(x)) = 0, obteniéndose la ecuacién

of of

S0 00) + 5 () 2 00 =0

de donde sustituyendo x por a podemos obtener %(a).

1.8.2. El Teorema de la Funcién Implicita para un sis-
tema de ecuaciones

Consideremos ahora un sistema de m ecuaciones con n + m incégnitas de

la forma
fl(xh T2y ey Ty Y1,Y2, -1y ym) =0
fo(z1, 29, ooy Ty Y1, Y2y ooy Ym) = 0,

fm('wla L2, .oy Ty Y1, Y2, -, ym) = 07
donde f; : D € R™™ — R son funciones reales de varias variables para
i =1,2,...,m. Denotando por x = (x1, 22, ..., 2,,) € R" ey = (y1, Y2, -, Ym) €
R™, el sistema puede escribirse de la forma

fl(xa y) = 07
f2(X7 Y) - 07
fulxy) =0

En estas condiciones podemos enunciar el siguiente teorema.

Theorem 16 Supongamos que las funciones f; son de clase C*(D,R) para
todo i = 1,2,...,my sea (a,b) € D de manera que fi(a,b) = 0 para todo
1=1,2,...,m. Si el determinante

Bi(a,b) Mi(ab) ... Si(ab)
%(a,b) %(a,b) ..... Wfi(a’b) 40
Yo(a,b) H2(ab) ... U (a, b)

entonces existen un abierto U C R™ cona € U, un abiertoV C R™ conb € V
y una tnica funcion @ : U — V de clase C*(U, V') con funciones coordenadas
(@1, e, ) de manera que se satisfacen las siguientes condiciones.
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(a) UxV CD.
(b) fi(x,01(X), ... 0,,(x)) =0 para i =1,2,....m y para todo x € U.
(c) p(a) =b.

Caben aquif las mismas consideraciones que hicimos para el Teorema 15.

1.9. El Teorema de la Funcién Inversa

En esta seccién veremos en que condiciones es posible hacer un cambio de
coordenadas en R". Hemos visto en capitulos anteriores como en R? el cam-
bio de coordenadas cartesianas a coordenadas polares simplificaba el cdlculo
del limite de funciones. Ademds hemos visto como hacer un cambio de co-
ordenadas en funciones de varias variables y su comportamiento en relaciéon
a la derivacién con la regla de la cadena. Para que el cambio de coordenas
esté bien realizado no podemos asignar nada mas que una coordenada cada
punto de R”. El siguiente Teorema, conocido con el nombre de Teorema de
la funcion inversa nos dice cuando eso es posible.

Theorem 17 Sean D un abierto de R™ y f : D C R” — R" una funcidn
de clase C*(D,R"). Sea a € D de manera que |Jf(a)| # 0. Entonces existen
dos abiertos U yV de R™ cona € U yf(a) € V de manera que f : U — V
es biyectiva y tiene una funcion inversa £=1 : V. — U de clase C*(V,U) de
manera que

JE 1 (x) = JE(f1(x)) para todo x € V.

Por ejemplo, aplicando este Teorema a la funcién de R?

f(r,¢) = (rcos¢,rsing),

vemos que esta funciéon admite inversa siempre que r sea distinto de cero,
con lo que el cambio a coordenadas polares siempre puede hacerse en todo
punto salvo en el origen de coordenadas.

1.10. ACTIVIDADES

Exercise 1.10.1 Calcular el polinomio de Taylor en (0,0) y en (1,0) hasta
orden 3 de las siguientes funciones:
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(a) f(x,y) =log(l+z+vy).
(b) f(x,y) = e*siny.
(C) f(ﬁ, y) — Sin(:L‘2 —+ y2).

Exercise 1.10.2 Comprobar que la ecuacion x* + zy +y> — 11 = 0 define a
y como funcion implicita de x en un abierto del punto x = 1 en el cual toma
el valor y = 2. Calcular la primera y sequnda derivada de dicha funcidn en
el punto x = 1.

Exercise 1.10.3 Idem para la ecuacion sinx + cosy — 1 = 0 en el punto
x=7/2 ey = 7/2. Obtener su polinomio de Taylor de grado 3 en el punto
r=m7/2.

Exercise 1.10.4 Idem para la ecuacion e®+tany—1 =0 en el punto x =0
e y = 0. Obtener su polinomio de Taylor de grado 3 en el punto x = 0.

Exercise 1.10.5 Comprobar que la ecuacion x* + y* + 22 = 49 define a
z como funcion implicita de x e y en un abierto del punto (6,—3) en el
cual toma el valor z = —2. Obtener su desarrollo de Taylor en el punto

(z,y) = (6,=3).

Exercise 1.10.6 Idem con la ecuacion xye® + z cos(z? +y*) = 0 en el punto
(z,y) = (0,0) con el valor de z = 0.

Exercise 1.10.7 Comprobar que el sistema de ecuaciones

r+y+z2=0
r—y—2xz2=0

define a (x,y) como funciones implicitas de z en un abierto del punto z = 0
con los valores (z,y) = (0,0) . Calcular las derivadas primeras y sequndas de
dicha funcion en el punto considerado.

Exercise 1.10.8 Comprobar que el sistema de ecuaciones

PAy—22—12=0
P —y—22—t=0
define a (z,t) como funciones implicitas de (x,y) en un abierto del punto

(z,y) = (2,1) con los valores (z,t) = (1,2) . Calcular las derivadas parciales
primeras y sequndas de dicha funcion en el punto considerado.
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Exercise 1.10.9 Idem para el sistema

vel +yz—22=0
ycost+ a2 —22=1

en el punto (x,y) = (2,1) y (2,t) = (2,0).

Exercise 1.10.10 Estudiar si el sistema de ecuaciones

224+ + 22 =20
r—axy+z=4

define a dos cualesquiera variables como funcion implicita de la tercera con
los valores de la terna (0,2,4) . Calcular las derivadas parciales primeras y
sequndas de dichas funciones en el punto considerado.

Exercise 1.10.11 Estudiar la existencia de funcion inversa de la aplicacion
f : R? — R? definida por

f(z.y) = (e"cosy,e”siny).
Exercise 1.10.12 Idem para la aplicacion f : R? — R? definida por
f (‘Tay) = (‘/EQ - y272xy) .

Exercise 1.10.13 Idem para la aplicacion f : A C R? — R? definida por

O )

1—a22—9y2" 1 —22—92

donde A = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}.

Exercise 1.10.14 Calcular el desarrollo de Taylor de grado dos en el punto
(0,0) de la funcion

z+y 5
f(z,y) :/ te' dt.
0

Exercise 1.10.15 Dada la ecuacion F (z,y,z) = 22 —2yz+x —1 =0 se
pide
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(a) Estudiar cuando se puede aplicar el teorema de la funcion implicita a
dicha ecuacion F (x,y,z) = 0 en los puntos P = (1,1,0) y Q@ = (2,1,1)

para definir z como funcion implicita de x e y.
2 0?2z

0%z
1,1 2,1 ble.
(b) Calcular 83:8y( 1)y 81;83/( , 1) cuando sea posible

Exercise 1.10.16 Demostrar que la ecuacion

Va2 4+1y2+22 =2 +sinz

define implicitamente a z como funcion de x ey en el punto (1,1,0). Calcula
el desarrollo de Taylor de grado 1 de dicha funcion en el punto (1,1).



