Capitulo 1

LIMITES Y CONTINUIDAD
DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

1.1. Funcién de Varias Variables

Por una funcion de varias variables entenderemos una funcién cuyo do-
minio de definicién D es un subconjunto de R™ y su rango estd contenido en
R™. La denotaremos como f : D C R" — R™. Si el rango de dicha funcién
es un conjunto de R, diremos que es una funcion real de varias variables y
la denotaremos por f: D C R" — R.

Ejemplos de funciones reales de varias variables son f : R? — R? definida
por

f(x,y,2) = (sin(zy),x + y + cos z)

o f : R? — R dada por

fz,y) = cos(z® + ).

Una funcién siempre tiene que venir dada por su dominio y su descripcién en
un punto arbitrario de su dominio, como en los ejemplos que hemos consid-
erado. Dada por ejemplo una expresion de la forma f(z,y) = /22 + y? — 1,
entenderemos que ésta es una funcién de varias variables cuyo dominio de
definicién es el mayor posible, es decir, todos los puntos de R? donde la ex-
presién tiene sentido. En este caso serd la funcién f : D € R? — R cuyo
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dominio de definicién sera
D={(z,y) eR*:2a* +y*> > 1}.

Dada una funcién f : D C R™ — R™ se definen las funciones coordenadas
de ésta como las m funciones reales de varias variables f; : D C R" — R de
manera que para todo elemento x € R" se verifica

f(x) = (f1(x), fo(x)..., fm(x))-
Por ejemplo la funcién f : R — R* definida por
f(a,y,2) = (sin(e +y), 2 — 2,9 + 2,2° + y* + 2%)

tiene por funciones coordenadas las funciones fi, fa, f3, f4 : R® — R definidas
por

iz y,z) = sin(z+y),
folz,y,2) = = — 2z,
falz,y,2) = v*+2,
falz,y,2) = 2>+ 9>+ 2%

Asimismo, se pueden hacer representaciones gréficas de funciones reales
definidas sobre dominios de R%. Esto requiere el buen conocimiento de la
grafica de algunas funciones reales de variable real, asf como la forma de las
cénicas. En general el estudio de la representacion grafica se abordard durante
las précticas con ordenador, pero es interesante que el alumno aprenda a
visualizar gréficas como la de la funcién f(z,y) = 2 + 4, que se muestra en
la figura 1.1, o la funcién f(z,y) = e~ (1" cuya representacion gréfica se
puede ver en la figura 1.2.

1.2. Limite de una Funcién de Varias Vari-
ables

Consideremos una funcién f : D C R” — R™ y denotemos por ||-||,, una
norma en R™ y por [|-||,, una norma en R™. Consideremos x, un punto de
acumulacion de D y sea 1 € R™.



1.2. LIMITE DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES 3

Figura 1.1: Gréfica de la funcién f(z,y) = 2% + y* en el dominio [—2,2] x
[_27 2]'

Figura 1.2: Grafica de la funcién f(z,y) = e~ @**%*) en el dominio [—2,2] x
[—2,2].
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Definition 1 Decimos que el limite cuando x tiende a xqy de la funcion f es
1, y lo denotaremos por limy_, £f(x) = 1,cuando para todo niimero real € > 0
existe otro nimero real 6 > 0 (que depende de xo y £) de manera que para
todo x € D wverificando que ||xo — x||,, < 6 se cumple que ||[f(x) —1|,, <e.

La definicién coincide por completo con la definicién de limite de funciones
reales de variable real cuando la funcién es f : D C R — R. Es indispensable
que Xg sea un punto de acumulaciéon de D para poder acercarnos a dicho
punto por puntos de D todo lo que queramos.

En relacién al limite de funciones de varias variables se estudiardn las
siguientes propiedades.

Proposition 2 Fl limite en caso de existir es inico.

La siguiente propiedad es importante porque permite reducir el célculo
de limites de funciones de varias variables al cédlculo de limites de funciones
reales de varias variables, hecho que serd de gran utilidad en multitud de
ejemplos préacticos.

Proposition 3 Sea f : D Cc R" — R™ con funciones coordenadas f =
(f1s--s fm)- Entonces

lim f(x) =1=(l4,...,0,,) & lim fi(x) =; para todo i = 1,2, ..., m.

X—X0 X—X0

Ademis se verifican las siguientes propiedades.

Proposition 4 Sean f,g : D C R* — R™ dos funciones de varias vari-
ables y xo un punto de acumulacion de D. Sean 1} = limy 5, f(x) y 1o =
limy ., g(x). Entonces se verifican las siqguientes igualdades:

(a) limy_«, (af(x) + Bg(x)) = aly + Bly para todo par de nimeros reales
aypB.

(b) Sim =1 entonces limy .5, f(x) - g(x) =1 - ls.
(c) Sim=1yly#0, entonces limy_.x, f(X)/9(x) = 11/15.

Todos estos resultados ayudan en gran medida al cdlculo del limite, pero a
la hora de abordar el cdlculo practico de éste necesitamos introducir nuevos
conceptos. Vamos a continuaciéon a centrarnos en el cdlculo de limites de
funciones reales definidas sobre un dominio de R2.



1.2. LIMITE DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES 5

1.2.1. Caélculo préactico del limite

Sea f: D C R? — R una funcién y (zg,1o) un punto de acumulacién
de D. Haciendo un cambio de coordenadas en las variables x e y podemos
suponer que (zg,yo) = (0,0). Para proceder al calculo del limite

lim  f(z,y)

(z,y)—(0,0)

podemos proceder de dos maneras. Usando la definicién o intentando reducir
el problema al cdlculo de limites de funciones reales de variable real. La
primera manera suele ser dificil de aplicar ademads de necesitar un niimero
real [ que sea candidato a limite. Vamos a empezar a dar técnicas para reducir
el problema al célculo de limites de funciones de variable real. Empezaremos
por los limites iterados.

Limites Iterados. Son dos limites obtenidos de la siguiente forma. Hace-
mos primero el limite de la funcién cuando x tiende a cero, y obtenemos
as{ una funcién que depende de y. A continuacién calculamos el limite de
dicha funcién cuando y tiende a cero obteniendo el primer limite iterado.
Intercambiando el orden de los limites se obtiene el segundo limite iterado.
Esquemadticamente el proceso se puede escribir como

lim (hm f(x, y)> = I,

y—0

lim (hm f(z, y)) = ly.

x—0

Si existe el limite lim, ) 0,0) f(2,y) = [, entonces los limites iterados son
iguales y coinciden con éste. Asf en caso de no ser iguales los limites iterados
se tendrfa la no existencia del limite lim, ,)—.(0,0) f (2, y)-

De la igualdad de los limites iterados no podré extraerse nunca la existen-
cia del limite de la funcién en dicho punto. Tendrfamos entonces un candidato
a lfmite de la funcién en dicho punto con el que aplicar la definicion.

Limites Direccionales. Consideremos una funcién y = g(x) de manera
que lim,_q g(x) = 0. Se define el limite direccional a lo largo de g como

lim f(x, g(2)) = 1.
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ST (z,y)

Figura 1.3: Coordenadas polares.

En caso de que exista el limite lim, ) (0,0) f(z,y) = [ se verifica que | =
l, para toda funcién g satisfaciendo las condiciones anteriores. En caso de
encontrar dos funciones de manera que los limites direccionales no coincidan,
tendriamos que el limite de la funcién en (0, 0) no existirfa. En general suelen
considerarse familias de funciones de la forma y = mz o y = ma?, con m un
nimero real, para calcular limites direccionales.

Paso a Coordenadas Polares. En general, la iinica manera que tenemos
de calcular un limite de la forma lim, ) (0,0 f(z,y) sin tener de acudir
a la definicién del mismo es mediante el paso a coordenadas polares. Las
coordenadas polares consiste en asignar a cada punto (x,y) salvo el (0,0)
unas nuevas coordenadas que son el radio de dicho vector, y el dngulo que
forma con el eje x, como se aprecia en la figura 1.3.

La relacion entre las coordenadas cartesianas y las polares vienen dadas
por la relacién

T =T CoSsQ,
Yy = rsin ¢.
Asi la funcién considerada f(x,y) puede tener una expresién en coorde-
nadas polares de la forma

f(r,é) = f(rcos¢,rsing).

La siguiente proposicién nos muestra como obtener un limite mediante el uso
de coordenadas polares.
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Proposition 5 Sean f : D C R? — R y (0,0) un punto de acumulacion
de D. Supongamos que |f(r,¢) — | < F(r) donde F(r) es una funcion real
de variable real satisfaciendo que lim, .o F(r) = 0 y que lim, o f(r,¢) no
depende del dngulo ¢. Entonces

lim )f(x,y) =& hlr(l)f(r,qb) =1.

(z,y)—(0,0

Asi para calcular el limite

, vy
lim ———
(2.y)—(0,0) 2% + y?
procederfamos de la siguiente manera. Primero calcularfamos los limites it-
erados, que en este caso dan ambos cero. En caso de no ser iguales obten-
driamos la no existencia del limite. Posteriormente podemos estudiar algunos
limites direccionales, y en caso de ser alguno distinto de cero tendriamos la no
existencia del limite. En este ejemplo no ocurre esto y todo los limites direc-
cionales dan cero. Finalmente aplicarfamos la Proposicién 5 y calcularfamos

r3 cos? ¢ sin ¢ B

lim =0
r—0 72 ’
y como
3 cos? ¢ sin ¢
— | <r
2 f— )
r
tendriamos que
2
Ty
= 0.

lim —2—
(z,9)—(0,0) 2 + 32

1.3. Continuidad de Funciones de Varias Vari-

ables

Definition 6 Sean ahora una funcion £ : D C R* — R™ yx9 € D. f es
continua en el punto Xq si existe el limite

lim f(x) = f(xo).

X—X0

Si f es continua en xo para todo punto xg € D la funcion f se dice continua
en D.
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La definicién coincide con la continuidad de funciones reales de variable
real. Se deduce de la Proposicién 3 el siguiente resultado.

Proposition 7 Sea f : D C R* — R™ con funciones coordenadas f =
(fi, .-y frm). Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(a) £ es continua en un punto xg € D si y sdélo si cada funcion f; es
continua en Xg para v = 1,2,...,m.

(b) £ es continua en D si y sdlo si cada funcion f; es continua en D para
i=1,2,..,m.

De la Proposicién 4 se deducen las siguientes propiedades de las funciones
continuas.

Proposition 8 Sean f,g : D C R* — R™ funciones de varias variables
continuas en Xq (respectivamente en D). Entonces se verifican las siguientes
propiedades:

(a) La funcion of + g es continua en xq (respectivamente en D) para todo
par de nimeros reales o y 3.

(b) Si m =1, entonces la funcion producto f-g es continua en xq (respec-
tivamente en D ).

(c) Sim =1y g(x)# 0 para todo punto de D, entonces la funcion cociente
f/g es continua en xq (respectivamente en D).

Consideremos dos funciones f : D C R® — R™ y g: D' C R™ — R! de
manera que la imagen de f estd contenida en D’. Podemos definir la funcién
compuesta g of : D C R* — R! dada por (g o f)(x) = g(f(x)) para todo
x € D. Con respecto a su continuidad tenemos la siguiente proposicion.

Proposition 9 En las condiciones anteriores, si f es continua en xg € D y
g es continua en f(xg), entonces se verifica que gof es continua en xqy. Si f
es continua en D y g es continua en D', entonces g of es continua en D.

El célculo practico de la continuidad de agiliza bastante con éstas proposi-
ciones. No obstante nosotros nos plantearemos el estudio de funciones de R?
y R? fundamentalmente. Para la verificacién de la continuidad de una fun-
cién hemos de remitirnos al célculo de limites de funciones estudiado en la
seccién anterior.
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1.4. ACTIVIDADES

Exercise 1.4.1 Calcular el mdzimo dominio de definicion de las funciones
stquientes:

(a) f(z,y) = cos (7).
(b) flz,y) = =2

(¢) Ta,y) = (seithor s
(d) flz,y) =22 +y>— L

(6) f(xaywz) = (m,log <x2 +y2 +Z2 — 1)) .

Exercise 1.4.2 Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f:R?*\ {(0,0)} — R dada por

x4+y4
f(z,y) = o

Exercise 1.4.3 Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f:R?\ {(0,0)} — R? definida por

F (a,y) = (wﬂ)

$2+y2

Exercise 1.4.4 FEstudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f:R*\ {(0,0)} — R dada por

a:2—|—y
/$2_|_y2'

Exercise 1.4.5 FEstudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f: R?\ {(0,0)} — R dada por

flx,y) =

ot + 32%y% + 293
(a2 +y2)°

f(zy) =
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Exercise 1.4.6 FEstudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f:R*\ {(0,0)} — R dada por
205 + 23 (222 — 42
f (x,y) - 2 ( 2 2 )
(=% +y?)
Exercise 1.4.7 Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f:R*\ {(0,0)} — R?® dada por

- B 22 — 2
fxy) = (vy—— 2y, V|zyz| | .

2+ y?’

Exercise 1.4.8 FEstudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f:R*\ {(0,0)} — R dada por
z? + Ty

f(ry) = PN

Exercise 1.4.9 FEstudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la fun-
cion f: R?\ {(0,0)} — R dada por

2
_ Y
f(x,y) - $2_‘_y4'
Exercise 1.4.10 Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la
funcion f:R*\ {(0,0)} — R dada por
z? 4y

f(z,y) = LA
Exercise 1.4.11 Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) de la
funcion f :R?*\ {(0,0)} — R? dada por

o) = (B o (28
z,y)=|—=,sin| —— ] | .
Y 2 + yQ’ xr2 + y2
Exercise 1.4.12 Dadas las funciones

ZES

= si |z] # [yl
f(a:,y>:{ S
0 si |z =y,

3 3 .
g(z,y) = Tt st (2,y) #(0,0),
’ 0 si (z,y) = (0,0),

se pide:
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(a) Hallar lim, oo f (Tn,yn) en los siguientes casos: (Tn,Yn) = (%,E) Yy

n
(Tn, Yn) = (%, #) , donde k es un niumero real.

(b) ¢Emiste lim, )00 f (z,y) ?
(¢) Comprobar si lim, 0,0 9 (z,y) = 0.

Exercise 1.4.13 FEstudiar la continuidad de la funcion

(z° +y?) sin ——— si (x,y) # (0,0),
ry) = N
@) {0 si () = (0,0).

Exercise 1.4.14 ;FEs posible definir las funciones de los ejercicios 1.4.2,
1.4.8, 1.4.4, 1.4.5, 1.4.6, 1.4.7, 1.4.8, 1.4.9, 1.4.10 y 1.4.11 de manera que
éstas sean continuas?

Exercise 1.4.15 Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

_zxlyl S (x,y)#(O,O%
7} x, = Vet
(a) f(z,y) {0 ’ si (z,y) = (0,0).

b) f(r,y) = (xzif’yzasin(xy)) si (z,y) # (0,0),
(b) f(z,y) { .0 o)

B SLEY g £ 0,
(c) [(z,y) = {y si (z,y) = (0,y).

Exercise 1.4.16 ;Qué tiene que valer el nimero real k para que la funcion

f(l’,y) = { xgiZQ SZ: (Jf,y) 7é (0,())’

sea continua?

Exercise 1.4.17 ;Qué tiene que valer el nimero real k para que la funcion

_ ) A si (my) £0,0),
f(x,y)—{ k si (z,y) = (0,0).

sea continua?



12CAPITULO 1. LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Exercise 1.4.18 FEstudiar la continuidad en el punto (0,0) de la funcion

w+aPysin (Y) si(x,y) #(0,y),
flzy) = viein () si(a:,z)z(O,z)-

Exercise 1.4.19 Sea la funcién f : R? — R definida por

C@y) g (x
[z, y) = { z?+y? (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).
Estudiar la continuidad de dicha funcion en todo punto de R2.

Exercise 1.4.20 Determinar si la funcion

Floy) =4 den 5 @)
) . y

0 si (z,
es continua.

Exercise 1.4.21 Consideramos la funcion:

f(x,y):{ L (zy) #(0,0)

0 (z,y)
Estudiar la continuidad de dicha funcion.

Exercise 1.4.22 Dada la funcion f : R*> — R definida por:

S G ) £ 0,0)
f (l‘,y) = { T +2a:0y +y s ($’y) _ (0’0)

analizar la continuidad de la funcion.

Exercise 1.4.23 Sea la funcion

xOL

=1 mrg S @9 #00)
0 si (z,y) = (0,0),

con o un numero natural. Estudiar para los valores de o« = 3 y 4 la con-
tinutdad de dicha funcion.



