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1. (1.5 puntos) Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) Sea
D={(z,y) eR*:2® +y* <16, y > -2}

y consideramos D* = D \ {(0,0)}. Indicar si D* es abierto, cerrado, o ninguna de
las dos cosas, y encontrar su frontera.

(b) Calcular el area de D mediante integracion.

Solucién:

D*
(a) En la figura tenemos la descripcién grafica del con-

{4,0) junto D*; el conjunto no es abierto (porque, por ejemplo,
el punto (4,0) € D* no cumple la propiedad de tener
una bola abierta centrada en él que permanezca en D*),
ni tampoco es cerrado (porque su complementario no es
abierto, pues en dicho complementario encontramos el
punto (0,0), que no cumple la condicién de ser un punto
interior).
Por otra parte, la frontera de D* viene dada por

Fr(D*) = {(q,-, —2)eR*:x € [—V12, \/ﬁ]} U{(z.y) eR*:2? +y* =16,y € [-2,4]} _J{(0.0)}.

(b) Mediante integracién, el area Ap de D se puede calcular, por ejemplo, como

4 V/16—y? 4
Ap = / (/ dx) dy = / 24/16 — y2dy = (cambioy = 4sen(t))
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2. (1.75 puntos) Sea

f(l',y) = { 3:424-23/;2 S% (Jf,y) 7é (0,0)7

(a) Calcular %(O, 0) y 2(0,0).

Y 3y
(b) Calcular la derivada direccional Dy f(0,0), donde v = (a,b) es un vector arbitrario
no nulo.

(c) Determinar si f es diferenciable en R?. En caso negativo, determinar el mayor sub-
conjunto de R? tal que f es diferenciable en dicho conjunto.

Solucién:

(a) Por definicién,

Of 0 oy — 1o 400 = £(0,0) . 0—-0_
o OO =M T Sy im0 =0
of .. fO,p)-f00 . 0-0
oV T Tl

(b) En cuanto a las derivadas direccionales respecto al vector no nulo v = (a, b), aplicamos
la definicién y discutimos casos:

(i) Si a # 0,b # 0, encontramos
J(0+ha,0+hb) = f0.0) ekl — 0 a?b a?

Dy f(0,0) = lim h hs0 h e b

(ii) Si a = 0, entonces

h2.02hb

0+h-0,0+ hb) — £(0,0 e — 0
Dy £(0,0) = Jim LOFR00400) = F0.0) o wrormer =0 g0
h—0 h h—0 h h—0
(iii) Si b = 0, entonces
0+ ha,0+ h-0) — £(0,0 e — 0
Dy f(0,0) = lim L0F 10010 = J0.0) o matiee =8 e
h—0 h h—0 h h—0

(c) Veamos si f es diferenciable en (0,0); por el apartado (a), sabemos que la candidata
a diferencial es la aplicacién lineal cuya matriz asociada es

J£(0,0) = (%(0,0) %(0,0)) — (0 0).

Entonces, para que f sea diferenciable en (0,0) ha de cumplirse que

(h,k)—(0,0) Vh? + k?

Veamos si se cumple esa condicion:

0.
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h2k h2k
oo (k) = £(0,0) —0-h—0-k| _ ME 0) R

lim @——= lim ——,
(h,k)—(0,0) Vh? + k? (h.k)=(0,0) \/h? + k? (h,k)—(0,0) \/h? + k2

y este limite no existe porque si tomamos, por ejemplo, las direcciones k£ = Ch, siendo
C > 0 un numero real positivo tomado arbitrariamente, se llega a

R2Ch B2 1
AT C2R? Chlprer _ . Cme 1

m-———=1lim———— = lim = ,
h—0\/h2 + C2h2  h=0 |h|\/1+C2  h=0/1+C2  CV1+C?

y del hecho de que los limites direccionales son distintos se deduce que no existe el limite
lim | (h,k)—£(0,0)—0-h—0-k|
(h7k‘)*>(070) \/h2+k2 :

’

[Nota: De hecho, hubiera bastado con tomar la direccién k = h y haber demostrado que el
limite direccional es LQ, distinto de cero, para deducir que f no es diferenciable en (0, 0).]

[Nota: Otra posibilidad para ver que f es no diferenciable en (0,0) consiste en demostrar
que f(z,y) no es continua en (0,0), lo que prueba la no diferenciabilidad, pues sabemos
que si f es diferenciable en un punto, necesariamente ha de ser continua f en dicho punto.

En este caso, si tomamos las direcciones y = Ca?, en im; y)—(0,0) f (x,y) obtenemos
limites direccionales distintos:

x2Cx? C C

; N s _ 1 _
i%f(m’cx)_i%x4+02x4 T~ 1rce

por tanto, tal limite no existe y f no es diferenciable en (0,0).]

En cuanto a los puntos (z,y) € R? (z,y) # (0,0), la funcién f si serd diferenciable en
ellos, puesto que existen las derivadas parciales en tales puntos (compruébese el resultado)

OF gy BV O g
ax 7y - y (1‘4_'_:1/2)27 8y 7y - (I4+y2)27

y son funciones continuas en un entorno de dicho punto que no contenga al origen, por
ser composicion de funciones continuas.

En tal caso, si existen las derivadas parciales de f en (z,y) # (0,0) y son continuas,
la teoria comentada en clase nos permite concluir que f es diferenciable en tal punto.
En resumen, el mayor subconjunto A de R? tal que f es diferenciable viene dado por

A =R\ {(0,0)}.



3. (1.5 puntos) Consideramos el campo vectorial F(z,y, z) = (3y?z +ye®, 6zyz + €*, 3xy?),
(z,y,2) € R3. Calcular la integral de linea f7 F - dr, donde v es el camino que esta com-

puesto por una hélice, que va desde (1,0,0) a (1,0,27), y a continuacién por una recta
descendente que va de (1,0, 27) hasta (In 1000, 1,0).

Solucién:

La estrategia consiste en demostrar que F es un campo conservativo; en tal caso, si
F =V /[, se cumplird que

/F-dr = £(In1000,1,0) — £(1,0,0).

Y

Para ver que el campo es conservativo, comprobamos que rot(F) = 0:

rot(F) = a% 8% %

3y%z + ye® bayz +e* 3zy?
= (6zy — 6wy)i + (3y* — 3y%)j + (6yz + ¢ — b6yz — ")k = 0.

Para calcular su funcion potencial f, tal que Vf = F, imponemos las condiciones

o =1 (1) 5t =3y’ +ye’
%:FQ — (2):‘3—5:6myz—|—6‘”
AV (Y e

Integrando (3) con respecto a la variable z,

(4) : f(z,y,2) = 3ay’z + p(z,y),

donde ¢(z,y) es una funcién arbitraria de clase C'! respecto a las variables z,y; si, a su
vez, derivamos (4) con respecto a y y comparamos con (2), obtenemos

9] 0
6ryz + a—j(m,y) = 6ayz +€* — a—?j(m,y) =e”.

Integrando esta ultima igualdad con respecto a y, se tiene ¢(x,y) = ey + 1(z), donde
1) es una funcién arbitraria de clase C'! en la variable x; por tanto, sustituyendo en (4)
llegamos a

(5) : flz,y,2) = 3ay’z + ey + ¥(2).
Finalmente, derivando (5) con respecto a x y comparando con (1) obtendremos el valor
de psi(x):

3y*z + ey + ¢/ (x) = 3y*2 + ye© — Y/ (x) =0 — Y(z) = C, con C constante.

Tomando, por ejemplo, C = 0, una funcién potencial es f(z,y, 2) = 3xy?z +ye”. A partir
de ella, resolvemos el ejercicio:

/F -dr = f(In1000,1,0) — £(1,0,0) = (0 + 1000) — (0 + 0) = 1000.

~



4. (1.75 puntos) Se define F(z,y) = z%f(x,y?) + y*f(2?,y), para (z,y) € R? donde

f:R? = R es una funcién de clase C3.

(a) Encontrar los valores de 25 (z, y), %F (x,y)y &an I (1,y).

(b) Sabiendo que f(0,1) = 3y 8f(0 1) = —1, determinar si la ecuacién F(z,y) =
3 define implicitamente a y como funcién de x en un entorno de (0,1); en caso
afirmativo, calcular el polinomio de Taylor de grado 1 de tal funcién y = y(x) en
dicho entorno.

Solucién:

(a) Aplicando la regla de la cadena para la derivacién parcial de funciones compuestas:

) = (200Gat) + 25 ) 15l - 20
= %[ (a) + 4 (0) + 2 0 (4%,
OF of

9
a—y(x,y) = fc2a—y(x,y2)'(2y)+(ny(xQ,y)erQa—g(ch,y))
9 9
— yfy) + yQa—iw,y) 4 2yx2a—§<x, ),

’F 2F
0 z,y) = (teorema de derivadas cruzadas, Schwarz) = 66 5 (x,y)
yox

axay(’
_— <%(m2,y)-(2x)>+y2 (8281'( Y) (2:v)>

ﬁ 2 2 *f 2
%4%/<2xay(w,y )+ ayax(l’,y)

2 2
/ 2 2 O° |

+ 2 .

0xdy (@,57) Y 0xdy (@%y)

0 0
= 4xy5§(x,y2)+—4xy5£(r2,y)+-2yx2

(b) Consideramos la ecuacién F'(x,y) = 3 6, equivalentemente, H(z,y) = 0, con H(x,y) =
F(z,y) — 3. Se cumple:

» [,y por tanto H, es una funcién de clase C' en R?, por serlo f y la composicién de
funciones de clase C.

« F(0,1)=0+1-£(0,1) =3, luego H(0,1) = 0.
= Por el apartado (a),

OF B of B B OH
aﬁQD_QﬂQU+5?QD+O—6 1=5£0— 5

(0,1) =—=5#0.
Con estos ingredientes, el teorema de la funciéon implicita establece la existencia de una
tunica funcién y = ¢(z), definida en un entorno U = U(zy) de 9 = 0, U C R — R, tal
que



= () = Yo, esto es, p(0) = 1.
» () verifica F'(z, p(z)) = 3, o equivalentemente H (z,¢(x)) = 0, para todo = € U.
= ¢ es de clase C'(U) y se cumple que

)~ pla)
P =20 o)

En

, para x € U.
El polinomio de Taylor de grado 1 de la funcién y = ¢(z), alrededor de zy = 0, viene
dado por

Pi(z) = p(0) + ¢ (0) - (x —0) — Pi(x) =1+ (0) - (x = 0) — Pi(x) =1,z €U,

~O () _ 2501 _ g _
Wlre@)  Zho1 5

en donde hemos empleado que ¢'(0) = 0, junto con el hecho

de que 2£(0,1) = 0.

. (1.5 puntos) Calcular mediante integracién el volumen de la regién €2 comprendida entre
los paraboloides elipticos z = 22 + y? y 2z = 422 + 49%, y el plano z = 1.

Solucién:

Si llamamos V; al volumen del paraboloide z = 2% 4 32 con tapa z = 1, y V; al volumen
del paraboloide z = 422 + 4y? con la misma tapa z = 1, entonces el volumen total Vi
pedido es igual a

Vr =V — W,

pues es sencillo comprobar graficamente que el paraboloide z = 4~x2 +49y% con 0 < 2z < 1,
estd contenido en el interior del paraboloide z = 2% + y2. Una grAjfica rudimentaria es la
siguiente.

&

En ella, cuando z = 1, el paraboloide z = 2% + 3% se
proyecta en el plano XY mediante 24y = 1, la ecuacién

del circulo D; de radio r = 1 y centro el origen, mientras
que el paraboloide z = 422 + 4y? se proyecta en el circulo
Dy de radio 1/2 y centro el origen.

— Volumen V; del parabolide z = 22 + y*:
‘/1 = VCI - / f($7y>dxdy7
Dy

donde C es el cilindro de altura h = 1 y con base el circulo de radio = 1 y centro (0,0).

Por un lado, Vg, =772 - h = .



Por otra parte, [, f(x,y)drdy = [[}, (2* +y?)dxdy se calcula con un cambio a coorde-
nadas polares (no olvide multiplicar por el jacobiano del cambio, |J| = p):

1 27 1
/ [z, y)dedy = / (/ P pd@) dp = 27?/ pdp=".
Dy 0 0 0

En definitiva, Vi =7 — 5 = 7.

— Volumen V; del parabolide z = 422 + 4y*:

\)

VE) = VCO - / f(xa y)dl'dy,
Do

donde Cj es el cilindro de altura h = 1 y con base el circulo de radio r = 1/2 y centro
(0,0). Procediendo como en el célculo del volumen anterior,

T
Ve :7T-7“2-h:z,
2 2m 2 1 T
/ fz,y)dzdy = / (/ 4p* - pd@) dp = 27r/ 4p3dp = 2m— = —.
Do 0 0 0 16 8
Finalmente, Vp = 5 — £ = %’r.

[Nota: Otro procedimiento consiste en emplear el principio de Cavalieri; por ejemplo, para
el caso del paraboloide z = 2 + 32, el volumen pedido es Vi = [, A(z)dz, donde A(z)
es el drea de la seccién transversal que se origina, a una altura z € [0, 1], al cortar la
figura por un plano paralelo al plano z = 0; como la seccién origina con el paraboloide
un circulo de radio r = /z, se tiene que A(z) = 7 -r* = 7(\/2)?> = mz. Por tanto,
Vi = fol A(z)dz = fol(ﬂz)dz = Z. Anélogamgnte, el volumen Vj del paraboloide de
ecuacion z = 4x?+4y? se obtiene como Vy = fol A(z)dz = fol 7 (%z) dz = %. En definitiva,
el volumen total es Vp = V) —Vy =5 — £ = %’T]



