Célculo 2 (GCID). 16-12-2024

e Nombre y apellidos:
e DNI:

1. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:
(a) (1 punto) Sea
D={(z,y) eR*: 1 <2*+y* <4, y>-1}

y consideramos D* = D \ {(0,—1)}. Ademds de representar gréficamente dicha
region, indicar razonadamente si D* es abierto, cerrado, o ninguna de las dos cosas,
y encontrar su frontera.

Solucién. D* no es abierto porque la bola de centro (0,2) y cualquier radio nunca
estd contenida en D*. El complementario R? \ D* es

{(z,y) € R? : 2 +¢* < 13U{(z,9) € R* : 2*+y® > 4}U{(z,y) € R* : y < —1}U{(0,—-1)}.

No es abierto porque la bola de centro (0, —1) y cualquier radio nunca esta contenida
en R?\ D*. Asi, D* no es ni abierto, ni cerrado. Por otro lado, la frontera sers

AU AU As
donde

A = {(z,y) eR*: 1 =2+ ¢},
Ay = {(m,y)€R2:4:x2—|—y2, y > —1},
A3 = {(zy) eR?:y=—-1yz”+y* <4}

(b) (1 punto) Encontrar el drea del recinto D haciendo uso de la integracién.

A://dxdy.
D

y:_17

Solucién. Calculamos

La interseccién

tiene lugar cuando = = ++/3. Si parametrizamos la circunferencia como

{ x(t) = 2 cost, e, 2],

y(t) = 2sint,
entonces
V3 = 2cos t1,
—1 =2sin tl,
ocurre cunado t; = %r y

{ —\/§ = 2cost,,

—1 = 2sint,,



cuando ty = HTW' Utilizando el Teorema de Green, el drea de la porcién de semicirculo

inferior es
/ xdy
Y

donde vy = 7, U~,, donde v, es la porcién de circunferencia comprendida entre ambos

angulos y 7, es el segmento de la recta y = —1 comprendido entre ambos puntos,
orientada positivamente. Como 3’ = 0 en la recta y = —1, tenemos que f% xdy = 0.
Entonces

o 4
/a:dy—/ xdy—/6 46082tdt:§—\/§.
ga! 6

Entonces el drea de D serd el area del circulo de radio 2 menos el drea del circulo de
radio 1 menos el drea de la seccién circular, es decir,

A= 47T—7T——+\/_— +/3.

2. (1 punto) Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la funcién

L S1 (I,y) ?é (070)7
e (x2 y4) 2 y2
f(x,y) { * 0 " si (x,y) = (0,0).

Solucién. Tomando limites direccionales en la direccién y = maz tenemos que

5 2m2ax? i 2m? 2m?
1m = l1m et ,
e~ (22 + mixt) vz + m2a? i~ (14+m*22)v1+m? 1+ m?

por lo tanto no existe

219>

lim
(2.9)—00) (22 4+ y*)\/ 22 + y?

y por tanto f no puede ser continua en dicho punto. Como consecuencia, tampoco serd
diferenciable en él. Si (z,y) # (0, 0) nuestra funcién es un cociente de funciones continuas
y diferenciables, por lo que serd continua y diferenciable.

3. (2 puntos) Probar que la ecuacién
P42+ Loty —cos(z—y+2) =0

define, en un entorno de (0,0,0), una funcién implicita z = f(x,y) diferenciable en un
cierto entorno de (0,0). Calcular el polinomio de Taylor de orden dos de tal funcién f
alrededor del punto (0,0).

Solucién. Dada la funcién
Fz,y,2) =2 +22+ ¢ 4o +9> —cos(z —y + 2),
se tiene que F'(0,0,0) =0y

oF 2
g(x, y,2) =322 +2+ eV tsin(r —y+ 2)

por lo que

OF

5,(0,0,0)=30.



Asi, existe un entorno de (0,0) de forma que la funcién z(z,y) estd definida, se puede
derivar infinitas veces y z(0,0) = 0. Tomamos

2(x,y)? + 22(z,y) + VY L4 y? — cos(x — y + 2(z,y)) =0
y derivamos implicitimente

0z 0z

0z Cou?
0 = 3z(ﬂfay)2%($,y) + 2%(33,34) + <%(x,y) — 1) e (@y)—z—y

0
+1+ <1 + a—;(x,y)) sin(x —y + z(x,y)),
de donde

0 = 32(0, 0)2gz 02 02

—x(o,o) + 2a_x<0’0) - (ax(o 0) — 1) e*(00)
+1+ <1 + %(0, 0)> sin(z(0,0))
0z

= 35-(0,0)

y por lo tanto %(O, 0) = 0. Similarmente
0 = 32(z,y) a_( y) +2a—;(:c,y) + (a—;(:ﬂ,y) _ Qy) -

+2y + (g—;(x, y) — 1> sin(x —y + z(z,y)),

de donde

0z
0=3—(0,0
5, 0.0)
Procedemos con la derivada segunda
Dz ) 5072 2z 622 "
2 2
+ (%(%y) . 1) e (@y)—z— y? + %(J;,y) sin(a: — Y+ z(x,y))

. (1 . %x,y))Qcos(x oyt (o)

de donde
82
0:3a 2(0 0) + 2,

y asi 55 (0 0) = —2. Similarmente

0z 0z 0%z 0%z 0%z

- il ed 2 el e 2(z,y)—z—y?
0 6z(7,y) 3y (z,y) o (7,y) + 32(x,y) 910y (z,y) + Z@xay (z,y) + 910y (z,y)e
0z 0z 2 0%z
el _ _ z(z,y)—z—y : _
+ (ax(fv,y) 1) <ay(w y) 23/) + awy(w,y) sin(z —y + z(z,y))

+ (1 - %(:@, y)) <g—2(a:,y) - 1> cos(z —y + 2(x,y)),




de donde
922

0xdy

0=3—(0,0)—1

y entonces ~—(0,0) = 3. Finalmente

8m6y

0z 0z 0z 0z R
0 = 62<x,y>8_y<x,y>2+32<x,y>2a_y2<x,y>+za_y2<$,y>+(a_yz@,y)_z)uw v
2

0z 2 0%z
—9 z(z,y)—w—y? 2 _
+ <ay(x,y) y) e +24+ — 5 s (@, y)sin(r —y + z(z,9))

+ (g_;(x,y) - 1>2 cos(z —y + z(z,y))

de donde
82
0=35> ~(0,0) + 1,
y asi g—(O7 0) = —3%. El polinomio de Taylor serd
0z 0%z 0%z
P(z,y) = (8 —(0,0)2? +288 (0, 0)xy—|—a2(0 0)y >
1, 21,
= 33: + 3xy 6y .

. (2 puntos) Consideramos el campo vectorial F(z,y) = (3zy? + y + 1,32%y + ye¥’),
(z,y) € R?. Calcular la integral de linea f7 F - dr, donde 7 es el arco de la circunfererencia
de radio 4 centrada en (0,0) que lleva el punto (4,0) hasta (—4,0) con y > 0.

Solucién. Tomamos o el segmento que une (—4,0) con (4,0) y tomamos la curva yU o,
que serd C! a trozos y de Jordan orientada positivamente. Por el Teorema de Green

4 s
/ F-dr:// dxdy://rdedr:&r.
yUo I(yUo) 0 Jo
/ F-dr:/F-dH—/F-dr.
YUo ¥ o

/ Fodr = / (F(a(t), y(t)), (1), o (1)) dt
_ /18dt:8.

87r:/F - dr+8,
¥

Por otro lado

Calculamos aparte

de donde
/F-dr:8(7r—1).

v



5. (1 punto) Calcular el volumen de R? delimitado por las superficies y*> = 1 —z, 2 = 0,z =
4,2 =0.

Solucién. La pardbola z = 1 — 2 corta con la recta z = 0 en los puntos 1. Entonces

4 1 pl—y? 4 rl 16
V= / / / dzdydx = / / (1 —yHdydr = —.
o J-1Jo 0o J-1 3

6. (Ejercicio para recuperar las practicas) Calcular la integral haciendo uso del Teorema

de Green
/ xdy
v

donde 7 es la frontera del recinto acotado dada por las curvas y = 0, y = 2x, 22 +y? = 8x
y 22 4+ y? = 16z, orientado de manera positiva. ;Qué representa dicha integral?

Solucién. La integral representa el drea del recinto. Calculamos los puntos de corte de
la recta y = 22 con ambas circunferencias resolviendo

y =2,

%+ y2 = 8,
con solucién positiva x = g, y

Yy = 2x,

2?2 + 9% = 161,

con solucién positiva x = %. Entonces

/ rdy = / / dxdy
¥ I(v)

2v2  p2x L 2 4 pV16z—a?
= / / dydm—i—/ / dyda:—i—/ / dydx
g V8z—a? 2v2 J0 8 Jo

= 8.651.



