Célculo 2 (GCID). 15-5-2026

e Nombre y apellidos:
e DNI:

1. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) (0.75 puntos) Demostrar que si f : [0,00) — R tiene transformada de Laplace y h,
es la funcién de Heaviside para a > 0, entonces L[h,(t)f(t — a)](z) = e"*L[f](z).

(b) (0.75 puntos) Aplicar la férmula anterior para encontrar la transformada de Laplace

inversa de la funcién
L (z+1)

F(z) = .
(5) =" 5

Solucién. (a) Teorfa. (b). Escribimos

c[ o = e fose [0

1
= cos(2t) + 5 sin(2t).
Entonces

et e 2y = et |2
{ [0 = mwe|

2244

-1

= hi(t) (cos(Q(t —-1))+ %sin(Z(t - 1)))

Osit <1,
cos(2(t — 1)) + 2 sin(2(t — 1)) sit > 1.

2. (1 punto) Dada la funcién

_ | EE s (2,y) #£(0,0),
f($’y){ 6 si (z,y) = )

Estudiar la diferenciabilidad de f. ;Es la funcién f de clase C' en R2?

Solucién. Si (x,y) # (0,0) se trata de un cociente de polinomios cuyo denominador no
se anula. Se trata de una funcién de clase C!, y por tanto diferenciable. Si (z,y) = (0,0),

calculamos of F(h.0) — (0.0) 00
0.0 = i FESERE - T o
y
of .. f(0,h)—f(0,0) .. 0-0
500 =l PR i 2 o

Por lo tanto, si la diferencial existe debe cumplir que

df (0,0)(hy, ha) = (0,0) ( ) ) ~0.



Para comprobar que f es diferenciable en (0,0) tenemos que comprobar que el siguiente
limite da cero:

| f(h1,ha) — £(0,0) — df(0,0)(hy, ha)| : hih3 |hy|

lim = lim :
(h1,h2)—(0,0) VI + h3 (h1,h2)=(0,0) (ht + h3)\/h + h3

Tomando hy = mhy, tenemos que

: hi(mha)? [mha| : him? [m|h |
lim = lim
=0 (b + (mhy)*)\/hi + (mhy)? =0 hi(1 4+ m*)|ha] /(1 + m?
m?m|

(1+m4)y/(1+m2

y como depende de m, no existe el limite por lo que f no es diferenciable en (0,0).
Consecuentemente, no puede ser C' en R?, pero sf en R? \ {(0,0)}.

. (2 puntos) La funcién de transferencia de un sistema es

1
2244245

T(z) =

Probar que es asintoticamente estable y encontrar las respuestas en el régimen estacionario
en los siguientes casos:

0.

(a) La entrada viene dada por la funcién f(t) =1
2sin(2t + 1).

(b) La entrada viene dada por la funcién f(t)

et.

(c¢) La entrada viene dada por la funcién f(¢)

Solucién. Las soluciones de 22 + 42 +5 = 0 son —2 £ 7, por lo que el sistema es
asintGticamente estable. Para el apartado (a) tenemos la solucién

y(t) = 10T(0) = 2.

Para (b), sera
y(t) = 2|T(24)| sin(2t + 1 4 arg(T'(21)).

Calculamos ) ) 8
T(2i) = -
=115~ % &

cuyo moédulo es

y argumento
arg(7'(2i)) = — arctan 8

al estar en el cuarto cuadrante. Por tanto
1/65
y(t) = ZE sin(2t 4+ 1 — arctan 8).

Para (c), obtenemos




y por tanto, la transformada de la solucién es

1

FO = o —1

que descomponemos en fracciones simples

1 A Bz+C

(22+42+5)(z—1) z—1+z2+42+57
de donde sacamos A = 1/10, y asi

1/10 1,

y(t) = L0 = e

. (2 puntos) Calcular a € R para que la ecuacién
e tsin(y+2)+ 22 —r=a

defina, en un entorno de (0,0,0), una funcién implicita z = f(x,y) diferenciable en un
cierto entorno de (0,0). Calcular el polinomio de Taylor de orden dos de tal funcién f
alrededor del punto (0,0).

Solucién. La funcién F(z,y,2) = €™ +sin(y + 2) + 22 — x — a estd definida y es de
clase C™ en R3. Para que

F(0,0,0) =0,
debe cumplirse que
a=1.
Ademsds
oF ot
a—(x,y,z) =" + cos(y + z) + 2z,
z
' oF
—(0,0,0) =2 #0.
az( ) Y ) #

Por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién de clase C*° definida en una
bola de centro (0,0) de manera que z(0,0) = 0 y ademds

e @) gin(y 4 2(x,y)) + 2(x,y)* — z = a.
Derivando respecto de x obtenemos

0z

9z eis@y) | 0% 9z -
(1 o)) v 4 o costy + 2(a.) + 257 0 )2(,0) ~ 1 =0

y sustituyendo por (0, 0)
0z
—(0,0) =0.
% 0.0)

Andlogamente para y tenemos

0z 0z

0z
g atz(zy) 14+ == 222 =
o (z,y)e + ( + o (x,y)> cos(y + z(z,y)) + o (z,y)z(x,y) =0,



y sustituyendo por (0, 0)

0z 1
a_y(()a 0) _5'
Volvemos a derivar y obtenemos que
022 N 0z 2 022
- Z~ a+z(z,y) atz(zy) 4 22
0 a2 (T v)e + (1 +o-(@ ,y)> e + o3, y) cos(y + 2(z, y))
2
O (g sinly + 2(r ) + 25 (2, 9)2(0 ) + 25 (2,0)"
de donde P2, .
(0,0 = .
0%z N 0z 0z 0%z
_ z+2z(z,y) hdad z+2z(z,y)
0 = et (14 2 o) ) et 4 o) costy +5(0.0)

0z 0z . 0%z 0z 0z

de donde

82
0,0)=1/4
900y 25-(0,0) =1/4,
y finalmente
5 2
0 = et 4 S P 4 ) cosy + 2(2.)
2 2
_ <1 + g—Z(aﬁ, y)> sin(y + 2(z,y)) + 22—;(%1/)2(% y)+ 22—2(557 y)* =0
de donde 525 3
500 ==
Por lo tanto, el polinomio de Taylor sera
1 1 1 3
Pr,y) = =5y — 72" + 720 — 16"

2 4 4 16

. (1.5 puntos) Calcular mediante integracién las dos cuestiones siguientes. Obtener el drea
de la regién acotada limitada por la funciones y = 22 —1 e y —3x+1 = 0. A continuacion,
obtener el volumen del cuerpo cilindrico con base la regién anterior y altura v/2.

Solucién. Para obtener el drea calculamos los puntos de corte de las dos funciones
mediante el sistema

Y= .T2 - 17

y =3z —1,

22 —1=3z—1,

con soluciones x = 0 y x = 3. Describimos entonces el drea como

3 3x—1 3 27
://dxdy:/ (/ dy) d:v:/(33:—:172)d33:—.
Q 0 z2—1 0 6

Para obtener el volumen

///dedydz:/ (//dmdy)dz—/f%?dz_%? 2.

de donde



