Apuntes de ecuaciones diferenciales

Jose S. Cdnovas Pena

7 de mayo de 2004



indice General

1 Introduccién a las ecuaciones diferenciales 1
1.1 Ecuaciones diferenciales . . . . . . . . . e e 1
1.2 Soluciones de ecuaciones diferenciales . . . . . . . . . . . ..o 3
1.3 Problemas de condiciones iniciales . . . . . . . . . ... 3

2 Ecuaciones diferenciales de orden uno 5
2.1 Ecuaciones diferenciales de variables separadas . . . . . . . . .. ... ... ... ... 5
2.2 Ecuaciones diferenciales lineales . . . . . . . . . . .. ... 7
2.3 Ecuaciones diferenciales exactas . . . . . . . . . ... 9
2.4 Factores integrantes . . . . . . . . . .. L e 11
2.5 Existencia y unicidad de soluciones . . . . . . ... ... L L oo 12
2.6 Ejercicios . . . . . .. e 13

3 Aplicaciones de las ecuaciones de orden uno 17
3.1 Problemas geométricos . . . . . . . ... 17

3.1.1 Familias ortogonales . . . . . . . . . . ... ... 18
3.2 Descomposicion radioactiva . . . . . . ..o 19
3.3 Ley de enfriamiento de Newton. . . . . . . ... .. .. ... ... ... ........ 19

3.3.1 Aplicacién a la climatizacién de edificios . . . . . .. ... ... ... ... .. 20
3.4 Problemas de mezclas quimicas. . . . . . . .. ... Lo 22
3.5 Lacatenaria. . . . . . . . . . e e e 24
3.6 Ejercicios . . . . . . e e 25

4 Teoria general de sistemas y ecuaciones lineales 29
4.1 Introduccién a los sistemas de ecuaciones diferenciales . . . . . . . . . ... ... ... 29
4.2 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales . . . . . . . ... ... ... ... .... 31
4.3 Teorfa general para ecuaciones lineales deordenn . . . . . . ... ... ... ... .. 36

5 Resolucién de ecuaciones lineales de orden n 39
5.1 Ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes . . . . . . . ... .. ... ... 40

5.1.1 Ecuacibn deorden dos . . . . . . . .. e 40

5.1.2 Ecuacibn deordenn . . . . . . . . .. e e 44
5.2 Aproximacién a las ecuaciones con coeficientes variables: Ecuaciones de Cauchy—Euler

ydeLegendre . . . . . . .. . 45
5.3 Ecuacién lineal homogénea de coeficientes variables . . . . . . . ... ... ... ... 46



INDICE GENERAL

5.4 Ecuacién lineal no homogénea . . . . . . . . .. .. oL oo
5.4.1 Variacién de constantes. . . . . . . . . e
5.4.2 Método de los Coeficientes Indeterminados. . . . . . . . . .. ... ... ...

5.5 Ejercicios . . . ... e

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de orden dos
6.1 Oscilaciones mecanicas . . . . . . . . . . .. e e e e e

6.2 Circuito eléctrico LRC . . . . . . . . e
6.3 Ejercicios . . . . ...

Resolucién de sistemas lineales de coeficientes constantes

7.1 Resolucién del sistema homogéneo . . . . . . . . ... ... oL
7.1.1 Teorema de Cayley—Hamilton . . . . . ... ... ... .. ... ........

7.2 Resolucion de sistemas. La exponencial de una matriz . . . . . . . ... .. ... ...
7.2.1 Laexponencial de una matriz . . . . . ... ... L oo
7.2.2 (Célculo préactico de la exponencial . . . . . ... .. ...

7.3 El método de variacion de constantes . . . . . . .. ..o

7.4 Ejercicios . . . . . . e e e e e

Aplicaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

8.1 Vibraciones mecanicas . . . . . . . . . ..ol e e e e e
8.2 Circuitos eléctricos con varias ramas . . . . . . . . .. ..o
8.3 Problemas de mezclas con varios recipientes . . . . . ... ..o L Lo
8.4 Climatizacién de edificios con varias estancias . . . . . . . . . . ... ... ... ...
8.5 Ejercicios . . . . . . . e

Teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales
9.1 Ecuaciones y sistemas auténomos . . . . . . . ... oL oo
9.2 Soluciones y 6rbitas . . . . . . ...
9.3 Teorfa cualitativa ecuaciones auténomas . . . . . . . . .. ... ...
9.4 Teorfa cualitativa de sistemas planos . . . . . . . . ... L oo
9.4.1 Cadlculo de los puntos criticos . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
9.4.2 Isoclinas . . . . . . . . e
9.4.3 Integrales primeras y diagramas de fases . . . . . . ... .. .. ... ... ..
9.5 Clasificacién de sistemas planos lineales. Estabilidad de sistemas lineales . . . . . . .
9.5.1 Diagramas de fases de sistemas planos . . . . . .. ... ... ... ...
9.5.2 Estabilidad de sistemas lineales . . . . . . ... ... ... L.
9.5.3 (Por qué un sistema estable es 1til en ingenieria? . . . . .. ... ...
9.6 Estabilidad local de sistemas auténomos . . . . . . . . .. ... ... L.
9.6.1 Meétodo de linealizacién de Lyapunov. Teorema de Hartman—Grobman . . . .
9.6.2 El método directo de Lyapunov . . . . . . . ... ..o
9.7 Aplicaciones de la teoria cualitativa . . . . . . . .. ... ... L.
9.7.1 El péndulo con y sin rozamiento . . . . . . .. ... L L Lo
9.72 Laecuacion de Vander Pol . . . .. . .. ... ... L oL
9.7.3 Elcircuitode Chua . . . . . . . . .. . .

i

53
53
56
57

61
61
61
62
63
64
68
70

73
73
76
78
80
81



Capitulo 1

Introduccion a las ecuaciones diferenciales

Sumario. Definicién de ecuacién diferencial. Orden de una ecuacién diferencial.
Solucién de una ecuacion diferencial. Ecuaciones resueltas respecto a la derivada
mayor. Familias paramétricas de soluciones. Problemas de condiciones iniciales.

1.1 Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial una expresién de la forma

F(z,y,9,...y") =0, (1.1)

donde F es una funcién real definida en un cierto abierto A C R"*2 e y(x) es una funcién real de
variable real. Como vemos, una ecuacién diferencial es una expresion en la que aparecen ligadas una
variable x, que llamaremos variable independiente y las n primeras derivadas respecto de z de una
variable y, que se llama variable dependiente por ser una funcién dependiente de la variable x. Se
llama orden de la ecuacién (1.1) al valor de la derivada més alta en dicha expresién. Ejemplos de
ecuaciones diferenciales son los siguientes:

y" +log(zy) —x =y,
3) ! T _
y” +zy + e"sinhy = 0,

y-y -y =,

que tienen érdenes 2, 3 y 2, respectivamente.

Diremos que una funcién y : (a,b) C R — R es solucidn de la ecuacién (1.1) si existe la derivada
n—ésima de y en todo punto del intervalo (a,b), (z,y(x), ' (), ...,y™(z)) € A para todo x € (a,b) y

F(z,y(x),y (), .y () = 0
para todo x € (a,b). Por ejemplo tomemos la ecuacién diferencial de orden uno
y —ytanx = 0. (1.2)
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INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Esta ecuacién viene definida por la funcién F : A C R®> — R dada por F(z,y,y’) =4 — ytanx. El
dominio de definicién de F es en este caso A = {(—m/2 + 2km,7/2 + 2k7) : k € Z} x R?. Entonces

la funcién y : (—m/2,7/2) — R dada por y(r) = =%, donde c es una constante arbitraria es una

solucién de dicha ecuacién diferencial. En efecto, esta funcién es una vez derivable con derivada
csinx

y'(z) = se verifica que (x,y(x),y'(z)) € A para todo z € (—m/2,7/2), y ademds satisface que

cos?

csinx c

'(z) — y(z) tanz = - tanz = 0
y'(z) —y(x)tanz s oona anx ,

para todo punto z € (—7/2,7/2).

Con frecuencia las soluciones de la ecuacién (1.1) no podrén obtenerse de forma explicita y vendran
dadas de forma fmplicita por una ecuacién de la forma g(z,y) = 0. Asf las curvas 22 + y?> = ¢ > 0
definen implicitamente las soluciones de la ecuacién yy' + = = 0 definidas en (—+/c,+/c), como
puede verse facilmente derivando de forma implicita la expresién 2% + y? = ¢ respecto a la variable
independiente x.

A lo largo del curso estudiaremos fundamentalmente ecuaciones resueltas respecto de la derivada
de mayor orden de la ecuacion, es decir, ecuaciones de la forma

n)

v = f(z, 9,0,y ),

donde f : A C R™*!' — R. Estas ecuaciones son obtenidas cuando sea posible despejar ™ en (1.1).
Serdn también de especial interés para nosotros las ecuaciones auténomas, de la forma

Fy,y, . y™) =0,
donde F' no depende de la variable independiente y las ecuaciones lineales
ao(x)y™ + ay (2)y" Y 4 .+ ap 1 (2)y + an(2)y = b(z)
con a,,dn_1,...,a1, a9 y b funciones reales de variable real.

Las anteriores definiciones se extienden de manera natural al contexto de los sistemas de ecua-
ciones diferenciales, es decir, sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma

F1<37,y1,yi, "'7y?)7y2ayé7 -~'7yg)7 "'7ymvy;nv "‘7y:z”)) = 0;
F2($7y1ayia "'7y711)7y27yéa 7yg)a "'7ym7y;n7 XD y?n)) = 07

Fk(mayby/la “'7y711)7y27yé> ayg)a "'7ym7y7/nﬂ >yg"b)) = O;

donde y1,ys, ..., Ym son funciones reales a determinar que dependen de x. Se suele suponer que
hay igual nimero de ecuaciones que de incégnitas (k = m) de manera que todas las ecuaciones son
independientes, es decir, ninguna puede deducirse de las deméds. En el Tema 4 se encuentran definidas
con precisién los conceptos relativos a sistemas de ecuaciones diferenciales.



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

1.2 Soluciones de ecuaciones diferenciales

Como vimos en el ejemplo (1.2) las soluciones de una ecuacién diferencial en caso de existir no son
unicas, sino que dependen de ciertas constantes arbitrarias provenientes de la integracion. En general,
dada una ecuacién diferencial de la forma

F(‘TJ y? y/7"'7yn)) - 07 (1.3)

las soluciones de la misma pueden escribirse como

g<xvy>cla~-'7cn) =0 (14)

con¢; € R, i=1,2,...,n. Asi las soluciones de una ecuacién diferencial de orden uno generan una
familia n—paramétrica de curvas en el plano. En el ejemplo anterior, la solucién y(z) = ¢/ cos z define
una familia de curvas en el plano dependiente del valor o pardmetro de c¢. Reciprocamente, a partir
de una familia n—parameétrica de curvas definida por (1.4) puede construirse una ecuacioén diferencial
de la manera siguiente. Derivando n veces (1.4) respecto de = obtenemos n + 1 ecuaciones de las que,
eliminando los pardmetros ¢y, ca, ..., ¢,, obtendremos una ecuacién diferencial de orden n dada por
(1.3). Las soluciones obtenidas como familia n—paramétrica de curvas se llaman soluciones generales
de la ecuacién diferencial. Por ejemplo, si consideramos la familia de las curvas del plano dependiente
de dos pardmetros dada por la ecuacion y = cie”+coe™7, ¢1, c2 € R, derivando implicitamente respecto
de x tenemos que

Yy = ce” — cpe ",

y' = cie” + cpe .
Despejando ¢; y ¢z y sustituyendo en la primera ecuacién tenemos que 3" = y es la ecuacién diferencial
que define a la familia de curva anteriores. Notese que es una ecuacién de orden dos dado que la
familia depende de dos pardmetros.

Sin embargo, no siempre es posible la situacién anterior. Por ejemplo, la ecuacién y? + (y')? = —1
no posee ninguna solucién, mientras que y* + (3/)> = 0 tiene como tinica solucién y(z) = 0, que
no depende de pardmetro alguno. Ademds la ecuacién de orden uno (y' — y)(y' — 2y) = 0 tiene
por soluciones a las funciones dadas por la expresion (y — ciet)(y — coe?) = 0. Mencién aparte
merecen aquellas que no aparecen comprendidas en la familia n—paramétrica, las llamadas soluciones
singulares. Por ejemplo 3 = —2y*? tiene como solucién general y(z) = 1/(t + ¢)? y como solucién
singular y(z) = 0. Notese que esta definicién es ambigua y depende de la familia de curvas al ser
y(x) = C?/(Cz+1)? una familia uniparamétrica de soluciones de i’ = —2y*? conteniendo la solucién
nula.

1.3 Problemas de condiciones iniciales

De acuerdo con lo visto anteriormente, las soluciones de las ecuaciones diferenciales vienen dadas por
una familia n—paramétrica de curvas y por lo tanto la solucién no es en general tnica. Para evitar
este hecho, suele acompanarse a una ecuacién diferencial

F(:E’ y? y/7 °t yn)) - O
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INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

de n condiciones iniciales de la forma y(zo) = vo, ¥'(0) = Yoy y" Y (70) = Y Y donde las cons-
tantes o, Yo, Yo, - Yo Y son nimeros reales, de manera que encontremos la solucién de la ecuacién
diferencial satisfaga adicionalmente estas condiciones. Se define un problema de condiciones iniciales
o de Cauchy al problema de la forma

( F(‘r’C? y7y,7 .“’yn)) = 07
y(ﬂco) = Yo;
Y (7o) = Yo;

Ly V(o) =y V.

Lo que se espera anadiendo estas condiciones es eliminar los pardmetros de la familia n—paramétrica
de soluciones, obteniendo entonces una solucién que sea tinica. Noétese que se anaden tantas condicio-
nes iniciales como orden tiene la ecuacién. Por ejemplo, tomemos la ecuacién de orden uno (1.2), que
recordemos, tenfa por solucién y : (—m/2,7/2) — R dada por y(z) = ==, donde ¢ es una constante

cosx’
arbitraria. Si consideramos el problema de condiciones iniciales

{ y —ytanx =0
y(0) =1,

tendriamos que necesariamente 1 = y(0) = ¢/ cos(0) = ¢, por lo que ¢ = 1 y la unica solucién del
problema de condiciones iniciales es y(x) = 1/ cos .

Sin embargo esta estrategia no siempre produce los frutos deseados. Sin ir mas lejos, el problema
{ Y+ (y)?=0
y(0) =
no tiene solucioén y

{ yl — 3y2/3

tiene al menos dos soluciones dadas por y(z) = 0 e y(z) = x3. Se verd el la siguiente leccién bajo
qué condiciones los problemas de existencia y unicidad tienen asociados una tinica solucién.



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales de orden uno

Sumario. Ecuacion de variables separables. Ecuacién lineal homogénea y no
homogénea. Ecuaciones exactas. Factores integrantes. Problema de condiciones
iniciales. Teorema de existencia y unicidad de soluciones.

En este tema vamos a aprender a resolver algunos tipos especiales de ecuaciones diferenciales de
orden uno. Todas las ecuaciones que vamos a considerar dependen para su resolucién de técnicas de
integracion estudiadas en la asignatura de cdlculo, por lo que el cédlculo de primitivas serd crucial en
este tema.

Por otra parte hay que destacar el siguiente hecho: dada una ecuacién diferencial de orden uno al
azar, es practicamente seguro que no vamos a saber resolverla. Vamos a ver en este tema que por lo
menos se puede garantizar que la solucién existe. Garantizar la existencia de solucién es importante
ya que, una vez conocida que una ecuacién tiene solucién, pueden usarse métodos numéricos y
cuantitativos para aproximar la solucién, como se vera en la asignatura de cuarto curso métodos
numeéricos.

2.1 Ecuaciones diferenciales de variables separadas

Una ecuacion de primer orden se dice que es de variables separadas si tiene la forma

y = f(y)g(z)

donde f y g son dos funciones reales definidas sobre intervalos abiertos. Suponiendo que f(y) # 0
en el dominio de definicién de f podemos transformar nuestra ecuacién en la forma

/

Y _ T

que nos proporciona una expresion de la ecuacién con cada variable a un lado de la igualdad. En-
tonces, si somos capaces de calcular las primitivas

/ f?ly(é)))dx - [ sty
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

tendremos resuelta la ecuacién inicial. Por ejemplo, si consideramos la ecuacién

y =y,

y seguimos el proceso anterior obtendremos que
/
/y(x)dx: /:z:da:,
y(x)
logy(z) = k + 2%/2
y despejando y(x) en la ecuacién anterior se tiene que

y(z) = ce® %, ¢ = e RY

es su solucién general. Si lo que tenemos es el problema de condiciones iniciales

Vol )

podemos calcular de forma tnica la constante ¢ imponiendo la condicién y(0) = 1 en la solucién
general, teniéndose que y(0) = 1 = ce® = ¢, con lo que y(z) = */2 es la tnica solucién de dicho
problema.

siempre que y # 0. Integrando

Si f(yo) = 0 para algin y, € R, entonces y(z) = yo es una solucién de la ecuacién diferencial que
se llama singular. Por ejemplo, si hubiésemos querido resolver el problema de condiciones iniciales

vl }

tendriamos que y(x) = 0 es la unica solucién (singular) de dicha ecuacion.

A veces las soluciones singulares se engloban dentro de la solucién general, como en el ejemplo
anterior donde si cogemos la solucién general y(z) = ce*’/2 e imponemos la condicién inicial y(0) = 0,
obtenemos que ¢ = 0 y por tanto y(z) = 0. Sin embargo, a veces las soluciones singulares no pueden
englobarse dentro de la solucién general como pone de manifiesto el siguiente ejemplo. Tomamos la
ecuaciéon

v =y(l—y),
que tiene por soluciones singulares (constantes) y(z) = 0 e y(x) = 1 y por solucién general
ce”
= , ceR. 2.1
yla) = —— ¢ (2.1)

Haciendo ¢ = 0obtenemos la solucién singular y(z) = 0, sin embargo, si imponemos la condicién
y(0) = 1 tenemos que

o lo que es lo mismo
c—1l=c¢

con lo que

—1=0,
que es un absurdo, por lo que la solucién singular y(z) = 1 no estd englobada dentro de la solucién
general (2.1).
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2.2 Ecuaciones diferenciales lineales

La ecuacion lineal de primer orden es de la forma

fi@)y + fa(z)y = g(x),

donde fi, fo y g son funciones reales continuas en el definidas sobre un intervalo abierto (a,b). Si
fi(x) # 0 para todo elemento z € (a,b), podemos escribir la ecuacién anterior de la forma

y' +p(x)y = q(z),

donde p(z) = fo(x)/fi(z) y q(z) = g(x)/fi(x). Si q(xz) = 0 para todo = € (a,b) la ecuacién se dice
homogénea, y en caso contrario no homogénea.

Las soluciones de la ecuacién lineal homogénea pueden calcularse facilmente al ser ésta de variables
separadas. En efecto, si consideramos la ecuacién

y' +p(x)y =0,
podemos reducirla a la forma
yl
— = —p<l'),
Y

y entonces

/%dm - /p(x)dac.

Si G(z) es una primitiva de —p(x) tendremos

yl(x)dx =Iny(z) =G(z)+ C,

y asi
y(z) = Ke®® donde K € R.

Para calcular las soluciones de la ecuacién lineal no homogénea procederemos por el método de
vartacion de constantes. Dicho método permite calcular las soluciones de la ecuacién no homogénea
a partir de las soluciones de la homogénea. Supongamos la ecuacién

y' + p(x)y = q(x),

y sea yp(z) = Ke®® la solucién de la ecuacién homogénea calculada anteriormente. El método de
variacién de constantes se basa en suponer que las soluciones de la ecuaciéon no homogénea son de
la forma y(z) = K(2)e“®, donde K(x) es ahora una funcién arbitraria que suponemos derivable.
Derivando esta expresién teniendo en cuenta que G'(x) = —p(z) obtenemos

y'(2) = K'(2)e” — K (x)p(x)e”®.

Suponiendo que y(z) es solucién de la ecuacion lineal no homogénea y sustituyendo en dicha ecuacién
se tiene
K'()e®) — p(x) K (2)e“®) + p(2) K (2)e“®) = g(x),

7



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

o lo que es lo mismo
K'(z) = g(z)e .

Asi
K(z) = /q(:c)e_G(x)dx = H(z) + C,

—G(z

donde H(x) es una primitiva de q(x)e~¢@). Por lo tanto, la solucién de la ecuacién no homogénea es

de la forma
y(z) = Ce®@ + H(2)e™,

Por ejemplo consideremos la ecuacién lineal xy’ 4+ 2y = sinz. Dicha ecuacién puede escribirse

como )
, 2 sin

y+-y=

x T

La ecuacién homogénea es de la forma y' + 2y = 0, cuyas soluciones son de la forma yj,(z) = K /22,
Procediendo por el método de variacién de constantes obtenemos que

K(z) = /msinxdw =sinz — zcosz + C,

de donde obtenemos que las soluciones de nuestra ecuacién son

1
y(r) = —(sinz —zcosz + C).
x
Si consideramos el problema .
y/ + %y _ su;w }
y(r/2) =0

tendriamos utilizando el dato y(7/2) = 0 que
4
0=y(r/2)=—5(1+0C)

con lo que C' = —1 y la funcién

L.
y(x) = ﬁ(smx —xzcosz —1)

es la tnica solucién de dicho problema de condiciones iniciales.

Es importante en este punto hacer una reflexién. El alumno puede obtar por aprender las férmulas
anteriores de memoria y aplicarlas. Sin embargo, nosotros proponemos que se aprenda a resolver la
ecuacion a partir de las ideas que permiten obtener las férmulas anteriores. Por ejemplo, vamos a
resolver de nuevo la ecuacién

x x
Resolvemos en primer lugar la ecuaciéon homogénea, que serd de variables separables. Consideramos
asf ¥ + 2y/x = 0, de donde
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Jig- [

logy(r) = 2logx +c = —logx* +c,

e integrando

obtenemos

de donde despejando
k

y(l’) = ;7 k= e".
Ahora obtenemos por el método de variacién de constantes la solucién de la ecuacién no homogénea,
para lo cual, segiin dicho método, hemos de proponer una solucién de la forma y(z) = k(x)/x?.
Derivamos esta expresion, y'(x) = k'(z)/2* —2k(x) /23, y sustituimos en la ecuacién original teniendo

K (z) 2]{:(3@) N 2 k(z) _ sinz

5 —2—3"

x x3 r 22 x
simplificando obtenemos

K(x) = zsinz
e integrando
k(x) = /msinxdm =sinx —xcosz + C,

de donde obtenemos que las soluciones de nuestra ecuacién son

1 .
y(r) = —(sinz —zcosx + C).
x
Como se ve, s6lo hemos usado las ideas y no las férmulas. Aconsejamos al alumno proceder de esta
manera a la hora de resolver estas ecuaciones.

2.3 Ecuaciones diferenciales exactas

Consideremos una ecuacion diferencial de primer orden de la forma ' = —% donde M(z,y) y
N(x,y) son funciones reales definidas sobre un dominio (a,b) x (¢,d) C R? con a,b, c,d € R. Dicha

ecuacién puede llevarse a la forma M (x,y) + N(z,y)y’ = 0. Supongamos que existe una funcién
derivable f : (a,b) X (¢,d) C R* — R de manera que %(w,y} = M(z,y) y g—i(:ﬁ,y) = N(z,y).
Entonces la ecuacién f(z,y) = C, donde C' es un nimero real, define a y como funcién implicita de
forma que dicha funcién y(z) es solucién de la ecuacién diferencial anterior. En efecto, si calculamos
_dC d af of

0 = @ yle) = 57 (@y(@) + a—y(%y(fv))y’(fﬁ) = M(z,y(z)) + N(z,y(2))y (z).

T At do

Reciprocamente, una ecuacién f(z,y) = C donde f(x,y) es una funcién que supondremos de
clase C'((a,b) x (c,d)), y que define de forma implicita una funcién y(z) proporciona las soluciones
de la ecuacién diferencial M (z,y) + N(z,y)y’ = 0 donde %(m, y) = M(z,y) y g—i(x, y) = N(z,y).

Definiremos las ecuaciones diferenciales exactas como aquellas de forma

M(z,y) + N(z,y)y' =0

9



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

donde M, N : (a,b) X (¢,d) — R son funciones de clase C°((a,b) X (c,d)) con a, b, c,d € R, de manera
que existe una funcién f : (a,b) x (¢,d) — R cumpliendo
of

—(.I',y) = M(.’L‘,y)

- L 2,) = Niz.y).

"oy
Si dicha ecuacién es exacta y las funciones M y N son de clase C*((a,b) x (c¢,d)), se verifica
aplicando el Teorema de Schwarz que
oM 0% f 02 f ON

Es mas, el siguiente resultado caracteriza las ecuaciones exactas.

Teorema 2.1 Sea la ecuacion diferencial M(x,y) + N(z,y)y’ = 0 donde M, N : (a,b) x (¢,d) — R

son funciones de clase C'((a,b) x (c,d)) con a,b,c,d € R. Dicha ecuacion es ezacta si y sélo si
oM __ 0N

a—y(x,y) = 52 (T, y).

Este resultado garantiza en qué circunstancias puede decirse que una ecuacion es exacta y la
demostracién es constructiva, ya que permite obtener las soluciones de la ecuacién diferencial en
cuestion. En el siguiente ejemplo, reproducimos las ideas de dicha demostracién.

Consideremos la ecuacién 3z2 + 4zy + (222 + 2y)y’ = 0. En dicha ecuacién M (z,y) = 3x2 + 4y
y N(z,y) = 222 4+ 2y son ambas funciones de clase C*(R?) y se verifica que

oM ON
dr = 8—y($7y) = %(%?J) = 4.

Entonces, si la ecuacién es exacta, existird una funcién f : R? — R de clase C*(R?) de forma que

of B a2
ax(x,y) = M(z,y) = 3z° + 4y
of

oy Y = N(z,y) = 22° + 2y.

Tomando la primera expresién e integrando respecto de x obtenemos que
flag) = [ Ma.g)do = [ (327 4 dog)do =5+ 207 + g(y),

donde ¢g(y) es una funcién que proviene de la integracién constante respecto de la variable x, pero
que puede depender de la variable y. Utilizando la segunda igualdad se tiene que

of

M3+d@)=5§@w%=N@wnz2f+2%
es decir
9'(y) =2y
Entonces
9(y) =y +C,
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y la ecuacién
flzy) =2 +22% +* +C =0

define de forma implicita las soluciones de nuestra ecuacién diferencial.

Si ahora consideramos el problema de condiciones iniciales

3z% + 4y + (22% + 2y)y' =0 }
y(1) =1
tenemos al ser y(1) = 1 que
f,1)=1424+14+C =0,
con lo que C' = —4 y la ecuacién
3+ 22%y+ 9y —4=0,

define implicitamente la tinica solucién de dicho problema.

2.4 Factores integrantes

Tomemos como en el apartado anterior una ecuacion diferencial de la forma M (z,y)+ N(z,y)y = 0.
., Qué ocurre cudndo la ecuacién no es exacta? Consideremos por ejemplo el caso de la ecuacién

2,1 _ , _ _ .2 - oM _
xy—ax*y = 0. Asi M(z,y) = zy y N(z,y) = —z*, y como podemos comprobar fécilmente a—y(m, y) =
xy %—J: (x,y) = —2x, con lo que dicha ecuacién no es exacta. Sin embargo, si despejamos en la ecuacién
y', para valores de z distintos de cero obtenemos una nueva ecuacién

Yy =y/x

que es de variables separadas y que por tanto es posible calcular sus soluciones. Sin embargo para
ecuaciones como y + (2z — ye¥)y’ = 0, esto no es factible.

Para abordar el célculo de las soluciones de estas ecuaciones que no son exactas se introduce el
concepto de factor integrante. Un factor integrante es una funcién u : R? — R de clase C*(R?) con
w(z,y) # 0 para todo (z,y) € R? y tal que la ecuacién diferencial

pu(z, y)M(z,y) + p(z, y)N(z,y)y' =0

es exacta. Como p(z,y) # 0 para todo punto de R?, esta funcién no introduce soluciones adicionales
en la ecuacién diferencial original. Ademads, las soluciones de ésta tltima ecuacion diferencial también

son solucién de la ecuacién
p_ oy M(z,y)  M(z,y)

ez y)N(@,y)  N(z,y)’
siempre que N(z,y) # 0. Para que la ecuacién sea exacta ha de cumplirse que

0 0

a—y(p(m,y)M(m,y)) = %(M%Q)N(%y))’

es decir,

e )M (a,0) + o) (0,0) = (o) Nlaw) + e ) G (5,0).

11
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Dicha ecuacién es en general muy dificil de resolver. Para hacer el célculo del factor integrante més
facil, suelen anadirse hipétesis adicionales sobre el factor integrante, como que sélo dependa de la
variable £ o0 y o combinaciones de ambas.

Por ejemplo, considerando la ecuacién anterior y + (2z — ye?)y’ = 0, tenemos que M(x,y) =y y
N(z,y) = 2x — ye¥, y claramente no es una ecuacién exacta. Si planteamos las ecuaciones del factor
integrante tendremos que

ol _ Ou y

Si suponemos que el factor integrante sélo depende de la variable y, se verifica %’i(m, y) = 0, simpli-
ficdndose asi notablemente la ecuacién, reduciéndose a

1Y)y = u(y),

que resulta ser una ecuacion diferencial de variables separadas. Resolviendo dicha ecuacién tenemos
que p(y) = y es un factor integrante. Entonces la ecuacién

Y2+ (2zy — y’e¥)y =0

es exacta y por tanto existird una funcién f(z,y) tal que

_ 2
5,5 Y) y

0

—ag(x,y) = 2zy —y’e'.

Entonces

fz,y) = /zﬁd:r =y’z +g(y),
y utilizando la otra igualdad
of
2yz +¢'(y) = a—y(af, y) = 2zy — y’e.

Por lo tanto
9(y) = — /y2eydy = —y2e¥ + 2ye¥ — 2¢¥ + C

con lo que la solucién de la ecuacién diferencial viene definida de forma implicita por la ecuacién

yPx — y2e¥ + 2ye¥ —2e¥ +C = 0.

2.5 Existencia y unicidad de soluciones

Llegado este punto y dado que planteamos siempre problemas de condiciones iniciales con solucién
unica, el alumno podria pensar que este tipo de problemas tienen siempre solucién unica. Es por

12
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ello que abordamos el estudio de los problemas de condiciones iniciales desde un punto de vista mas
tedrico para poner de manifiesto cudndo existe solucién inica, aun cuando ésta no pueda calcularse.

En primer lugar, ejemplos como
{ y' = xlogy
y(0) = -1

ponen de manifiesto que la solucién a este tipo de problemas no tiene porque existir. Es més,

{ y/ — 3y2/3
y(0) =0

tiene mds de una solucién a saber y(z) = 0 e y(x) = x3. El siguiente resultado podra orden a todas
estas ideas.

Teorema 2.2 Sea f : D = [to—a, to+a] X [yo—b, yo+b] — R una funcion continua tal que la derivada
parcial de [ respecto a la sequnda variable g—i es también continua en D. Sea M = max{|f(z,y)| :
(xz,y) € D}. Entonces el problema de condiciones iniciales

{ y = f(z,y)
y(to) = Yo
tiene solucion tnica definida en [ty — o, to + ] donde o = min{a,b/M}.
Para demostrar el resultados se puede seguir la referencia [Bra, pag. 67-80], la cual utiliza

muchas herramientas del célculo ya estudiadas como el Teorema del valor medio, convergencia de
series funcionales, etc. Estd basada en la sucesién de Picard

{ Yo(t) = Yo
yn+1(t> =Y + j;z f(S, yn(s))ds

generada a partir del problema integral asociado de la forma

y(t) = yo + /ttf(s,y(s))ds.

Dicha sucesién de Picard también proporciona una primera idea sobre métodos numéricos de ecua-
ciones diferenciales que los alumnos estudiardn en la asignatura de cuarto curso de cdlculo numérico.

2.6 Ejercicios

1. Verificar en cada caso que las siguientes funciones son solucién de la ecuacién diferencial co-
rrespondiente:
c

(a) y(x) ooy ey —ytanz

z=y(z)logy (z) de y'(y +z) = y.
(¢) y(z) = Va? —cx de 5(2* + y?) — zyy' = 0.

13
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(d) z =y(z) [, sin(t?)dt de y = zy’ + y* sin(a?).
(e) arctan — log (c\/aﬂ—i—y ) =0dez+y—(z—y)y =0.

2. Demostrar que los siguientes problemas de condiciones iniciales tienen solucién tnica.

(a) { b G { y =atet { y' = xlog(zy)

y(0) =3 y(0) =0 y(1) =2

3. Resolver las siguientes ecuaciones de variables separables:

(a) 3etany + /(2 —e®)sec’y =0 (b) (1 +e”)yy = e y(0) =1
(c)e¥(1+y)=1 (d) y'sinz = ylogy; y(r/2) = e
() y' = cos(z +y) () y' = emt

4. Resolver las siguientes ecuaciones lineales:
a + 2xy = 2xe” — 1y = 2ze
(2) y + 2wy = 2ze™™ (b) y —y = 2we™t
() Yy +ycosz =sinzcosz; y(0) =1 (d) vy +2y =2?+2z;y(3) =0
(e) (a® — 2y + 2zy = a? ) z(z -1y +y=222x—1)

(g) ¥ — 2xy = cosx — 2xsinx y tal que y es una funcién acotada cuando z — +oo.
—sinx

(h) ¢/sinx — ycosz = e y — 0 cuando x — +o00.

5. Resolver las siguientes ecuaciones exactas o buscando un apropiado factor integrante:

(a) sin(zy) + zy cos(zy) + x? cos(zy)y’ =0 (b) z +y* — 2yzy’ =0

(c) 2® +y — xy;:O , ) (d) 2zylogy + (22 + v*\/y2 + 1)y =0
55 +y° 2t +y 2 2 _

(e) 2z 2y =y oy ) 1-2*y+2*(y—z)y =0

(g) 3z + 2y + 32 +(2m+2my+5y) =0 (h) 2} +a2+ (2Py+9v3)y =0

(i) 2zy + v3 + (2?2 + 3zy?)y =0 () 2% + 22y + (yz +22%)y’ =0

e

6. Una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado « si se cumple que f(tx,ty) = t*f(x,y).
Probar que las siguientes funciones son homogéneas.

(a) flz,y) =2 +y* —ay (b) f(z,y)=2+y (c) f(z,y) = 2"+ 2> + 2

7. Ecuaciones homogéneas. Una ecuacién diferencial se dice homogénea si es de la forma
vy = f(z,y)/g9(z,y) donde f(z,y) vy g(z,y) son funciones homogéneas del mismo grado. Toda
ecuacién homogénea puede reducirse a una ecuacién de variables separables introduciendo la
nueva variable dependiente v = y/x. Utilizando este hecho resolver las siguientes ecuaciones
homogéneas:

@)y =557 = Va2 —yr+y (o) 2zy'(a? + ) = y(y* + 227)

(d) 4z — 3y +v'(2y — 3x) =0 (e) 42% — zy + v = ¢/ (vy — 2% — 43?)

14
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8. Ecuacién de Bernuilli. Una ecuacién diferencial se dice de Bernuilli si puede escribirse en la
forma ¢ + f(z)y = q(z)y®, a # 0 o 1. Toda ecuacién de Bernuilli puede escribirse como una
ecuacién lineal haciendo un cambio de variable en la variable dependiente v = y'~%. Utilizando
este hecho, resolver las siguientes ecuaciones:

1
f oy =21 b) 321/ — 2y — 23 /42 Syt — =

(a) 2y +y =y’logz (b) 3zy' — 2y =2"/y (c) 8zy' —y ygl\/x—ﬂ

(d) 2%y +22% = y* (1 +22%)  (e) (1 +a%)y =2y + (wy)* () Y+~ i T = 5D

9. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

a)y =(x—y)?+1 (b) ¥ +ycosz = y"sin2x; n# 1

c)y—xy?logr +xy =0 (d) o —1=e"t

e) 3y —x+ (29 —6zy)y =0  (f) 2+ a2y =3z +79

) (0) VIF 27+ ny -+ (VT+57 +na)y = 0; y(0) =n
i)z —y*+2zyy =0 (

(
(
(
(g) 2 +y* —ayy =0
(
(k) 2% — 3zy® + (v* — 32%y)y’ =0 (1) 2zy” — ¢/ = 322

Ayuda: Probar en (c) un factor integrante de la forma u(z - y). Probar en (e) un factor
integrante de la forma u(z + y?).

10. Resolver los problemas de condiciones iniciales siguientes:

3

! o y — /
r+ycosr = —y sinx y’:—2 . r+ye *y =0
() { y(m/2) =2. (b) o1 (c) { y(0) = 1.
2z
— = y/ . y/ — 2.1‘:(/2

2 CcCoST
Iy = 2xe?® I 2y = xy + 2y =sinz

15



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

16



Capitulo 3

Aplicaciones de las ecuaciones de orden
uno

Sumario. Problemas geométricos. Familias ortogonales. Descomposicén radioac-
tiva. Ley de enfriamiento de Newton: aplicaciéon a la climatizacién de edificios.
Problemas de mezclas quimicas. La catenaria.

3.1 Problemas geométricos

En un principio, las ecuaciones diferenciales permiten resolver problemas geométricos que son dificil-
mente abordables desde otro punto de partida. Por ejemplo, consideremos el siguiente: determinar
la familia de curvas del plano que verifican que en cada punto P su recta normal corta al eje Y en
un punto M tal que la distancia de M a P es uno.

Para resolver este problema, supongamos que y(x) es una curva de la familia y vamos a determinar
la ecuacion diferencial de dicha familia. Resolviendo la ecuacién diferencial obtendremos la familia
uniparamétrica de curvas que cumplen con la condicién pedida. Fijemos un punto arbitrario (x,y)
de la gréfica de y(z) y sea Y —y = ¢/(X — ) su recta tangente y por tanto Y —y = —i(X — )
(nétese las variables de las rectas las escribimos en mayusculas). El punto de corte con el eje Y lo

obtenemos resolviendo el sistema

Y =0.

Despejando X se tiene que el punto de corte es
M = (z+yy,0).
Calculamos ahora la distancia de M a P,

d(P,M)=\/(z—yy —2)>+ (0 -y =V ()2 +y*> =1,

de donde
(yy')? +y* =1.

17
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Despejamos 3/, teniendo las ecuaciones de variables separables

1

yy/1—y?

y ==+

que tienen por solucién en el caso positivo

1
—5\/(1 +y?)=x+c

1
g\/(1+y2)3 =x+c

en el caso negativo.

3.1.1 Familias ortogonales

Otro problema geométrico que se aborda mediante ecuaciones diferenciales es el célculo de las familas
ortogonales. Dos familias de curvas se dicen ortogonales si en cada punto de interseccién de una curva
de cada familia, las rectas tangentes a cada curva de cada familia son perpendiculares. Por ejemplo
vamos a hallar la familia de curvas ortogonales a la familia de curvas y = cz?. Para ello, en primer
lugar obtenemos la ecuacién diferencial de la familia de curvas eliminando ¢ en el sistema

y' = 4ex®,
y = cx?,
de donde
ry' =4y

y la ecuacién diferencial de la familia ortogonal es

A
_? = 4y7

teniendo en cuenta que si ¥’ es la pendiente de la recta tangente a una curva de la primera familia,
—1/y es la pendiente de la recta tangente de la familia ortogonal, al ser ambas rectas perpendiculares.
Resolviendo la ecuacion

dyy' = —x
tenemos que
2y = — +c,¢>0
o equivalentemente ) )
x
2" (cy/z) -

es la familia uniparamétrica de elipses ortogonal a la familia y = cz*.

18
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3.2 Descomposicion radioactiva

Consideremos un isétopo radioactivo del cual tenemos una cantidad y(t) que varia con el tiempo
t. Una sustancia radioactiva tiende a descomponerse con el tiempo formando nuevas sustancias
y liberando a su vez una gran cantidad de energia. Se ha comprobado experimentalmente que la
velocidad con que una sustancia radioactiva se descompone es directamente proporcional a la cantidad
de sustancia existente en dicho instante, es decir, satisface la ecuacién diferencial

y =Ky

donde K es una constante que depende de la sustancia considerada. Esta ecuacién es de variables
separadas, y proporciona las soluciones

y(t) = Ce™,

con C' la constante proveniente de la integracién.

Se define la vida media de una sustancia radioactiva t,,, como el tiempo necesario para que una
cantidad de dicha sustancia se reduzca a la mitad. Si tenemos una cantidad inicial de una sustancia
Ny, su vida media puede calcularse resolviendo primero el problema de condiciones iniciales

Yy =Ky }

y(0) = Ny
que proporciona la solucién
y(t) = NoeX?,
y posteriormente la ecuacion
No
— = Nyefim
5 0
con lo que la vida media es
log 2
tyy = ——.
K

Como podemos observar, la vida media de la sustancia depende de la constante K, que es intrin-
seca de cada sustancia.

3.3 Ley de enfriamiento de Newton.

Los contenidos de esta seccién pueden verse en [NaSa|. Supongamos que tenemos un cuerpo inerte
que no produce calor de manera autosuficiente, como por ejemplo el agua, una piedra o un reloj.
De observaciones experimentales se sabe que la temperatura superficial de dicho cuerpo varia con
una rapidez proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto y su entorno. Es decir, si
denotamos por y(t) la temperatura del cuerpo con el tiempo, ésta verifica la ecuacién diferencial

y = K(T —y),

donde K es una constante de proporcionalidad y T es la temperatura ambiente en ese momento.
Dicho comportamiento es conocido cémo la ley de enfriamiento de Newton. Por ejemplo, si servimos
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una taza de café a una temperatura de 95°C' y al minuto esté a 85°C, y suponiendo que la habitacién
estd a 20°C, ;cudndo podremos tomar el café si la temperatura idénea para tomarlo es de 65°C' ?
Para responder a esta pregunta, basta con resolver el problema de condiciones iniciales

y =K(20—y) }
y(0) = 95.

Obtenemos la solucién de la ecuacién diferencial, que es de variables separadas calculando
/ YOy / Kdt
20 —y(t) ’

y(t) = Ce 5t 420,

que nos proporciona la solucién
donde K es una constante proveniente de la integracién. Imponiendo ahora que y(0) = 95, calculamos
dicha constante resolviendo la ecuacion

95 =y(0) = C + 20,

con lo que C = 75. Por otra parte, como al minuto de haber servido el café la temperatura de éste
habfa descendido hasta los 85°C tenemos que

85 = y(1) = 75e K + 20,
que permite obtener el valor de la constante K = log(13/15). La funcién
y(t) — 75€t10g(13/15) + 20

define entonces la evolucién de la temperatura de la taza de café con el tiempo. Para averiguar el
momento en el cual la temperatura de dicha taza es de 65°C' basta resolver la ecuacién

65 = 7Het1813/15) 4 90,

que da la solucion

_ log(9/15)
~ log(13/15)

Es decir, aproximadamente unos tres minutos y medio después de haber servido el café.

= 3.57 minutos.

3.3.1 Aplicacion a la climatizacion de edificios

Supongamos que tenemos un edificio que en un principio vamos a considerar como una unidad, es
decir, no vamos a tener en cuenta el nimero de habitaciones que tiene (ya veremos posteriormente
este caso). Si T'(t) es la temperatura del edificio vacio en un instante de tiempo ¢ y E(t) es la
temperatura en el exterior (que puede ser variable), la ley de Newton afirma que
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Si suponemos constante E(t) = Ejy, entonces la ecuacién puede escribirse como

drl d

que nos proporciona la solucién

T'(t)

T(t) — Ey = ce X c € R.

Si T'(0) es la temperatura inicial del edificio ¢ = T'(0) — Ej y la solucién es
T(t) — Ey = (T(0) — Eg)e %t

El tiempo que transcurre desde el valor T'(0) — Ey hasta el valor (T'(0) — Ey)/e e to = 1/ K, que recibe
el nombre de constante de tiempo del edificio, y que suele medirse en horas. Un valor normal para
un edificio cerrado oscila entre la 2 y las 4 horas para la constante 1/K.

Si el edificio no esta vacio se produce un calentamiento adicional debido al calor corporal, luces,
maquinas en funcionamiento, etcétera, cuya razén denotaremos por H (t). Si adicionalmente el edificio
dispone de un sistema de calefaccién o de aire acondicionado, se produce un aumento o disminucién
de la temperatura que denotaremos por U(t). Entonces, la ecuacién anterior queda como

T'(t) = K(E({t)—-T(t))+ H(t)+ U(t),

que escribiéndola como
T'(t)=—-KT(t)+ (KE(t)+ H(t) + U(t))

vemos claramente que es lineal.

Ejemplo 3.1 Supongamos una manana de sébado caluroso que en una tienda, mientras las personas
estdn trabajando el aire acondicionado mantiene la temperatura de la tienda a 20°C. A mediodia
se apaga el aparato de aire acondicionado y la gente se va a sus casas. La temperatura exterior
permanece constante a 35°C. Si la constante de tiempo del edificio es de 4 horas, ;cudl serd la
temperatura del edificio a las 2 de la tarde? ;En que momento la temperatura en el interior serd de
27°C7

Para responder a esta pregunta planteamos la ecuacién diferencial

T'(1) = 7035 T(1)

dado que H(t) = U(t) = 0, junto con la condicién inicial 7'(0) = 20, que se corresponde con la
temperatura al mediodia. La solucién de la ecuacién diferencial serd

T(t) = ce™/* 4 35,
y con la condicién inicial obtenemos ¢ que nos proporciona la solucién
T(t) = —15e~/* + 35.
Asi a las dos de la tarde la temperatura serd de

T(2) = —15/v/e + 35 ~ 25.9°C.
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El momento ty en que la temperatura serda de 27 °C' se obtendra al resolver la ecuacién
27 = —15e /4 4 35,

que nos da

8
tg = —4log R ~ 2.51 horas

es decir, aproximadamente a la 2 horas y media.

Ejemplo 3.2 Un calentador solar de agua consta de un tanque de agua y un panel solar. El tanque
se encuentra bien aislado y tiene una constante de tiempo de 64 horas. El panel solar genera 2000
kilocalorfas por hora durante el dia y el tanque tiene una capacidad calorifica de 2 °C' por cada 1000
kilocalorias. Si el agua se encuentra inicialmente a 30°C y la temperatura ambiente es de 20°C,
jcudl serd la temperatura del tanque al cabo de 12 horas de luz solar?

En este caso
U(t) =2°C/1000 Kcal x 2000 Kcal/h = 4°C/h,

con lo que la ecuacién diferencial que modeliza el fenémeno es

() = 6_14(20 —T()) + 4,

junto con la condicién inicial T'(0) = 30°C'. La solucién de dicha ecuacién diferencial es
T(t) = ce /% 4 276,
de donde la solucién del problema de condiciones iniciales es
T(t) = —246e /% 4 276.
Al cabo de 12 horas la temperatura del agua del tanque es

T(12) = 72.06°C.

3.4 Problemas de mezclas quimicas.

Las ecuaciones diferenciales también tienen aplicacién dentro de los problemas de mezclas. En estos
problemas aparecen involucradas sustancias, las cuales se mezclan dentro de un recipiente de volumen
dado V. Supongamos que inicialmente tenfamos una cantidad de X, kilogramos de una sustancia
diluida en una concentracién de X,/Vy Kg/m?3, y que introducimos otra solucién que contiene una
concentracién b Kg/m? de dicha sustancia la cual es introducida en el recipiente a una velocidad de
e m?/sg. Ademds sacamos parte de la solucién que se produce dentro del recipiente a una velocidad
de f m3/sg. Si denotamos por y(t) la cantidad de sustancia en cuestién dentro del recipiente por
unidad de tiempo, tenemos que la variacién de dicha cantidad viene dada por
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donde v, y wsson las velocidades de entrada y salida de dicha sustancia respectivamente. Como
ve =be Kg/sgyvs=1y(t)/V(t) Kg/sg donde V(t) = Vy + et — ft es el volumen de disolucién en el
recipiente por unidad de tiempo, el problema de condiciones iniciales

y' = be + Vb++t*ftf }
y(0) = Xo

modeliza la cantidad de sustancia que hay en el recipiente por unidad de tiempo.

Por ejemplo, supongamos una tanque que contiene originalmente 400 litros de agua limpia. Ver-
temos en el tanque agua que contiene 0.05 kilogramos de sal por litro a una velocidad de 8 litros
por minuto, y se deja que la mezcla salga del recipiente a la misma rapidez. Vamos a determinar la
cantidad de sal que habré en el recipiente al cabo de 20 minutos. Para ello, teniendo en cuenta que
el volumen se mantiene constante, planteamos el problema de condiciones iniciales

Y A4+ Wyoo }
y(0) = 0.

I
I <

La ecuacién diferencial implicada es lineal. La ecuacién homogénea y' = 1555 tiene por solucién
y(t) = Ket/1%% donde K es la constante procedente de la integracion. Por el método de variacién de
constantes calculamos la solucién de la ecuacién no homogénea imponiendo que y(t) = K (t)et/10%0

sea solucién de la misma. Entonces

s 1000 ot/1000 o1/1000
K'(t K(t =04+ K(t)—
con lo que
4
K(t) = 0.4 —t/1000,; _ _ ~t/1000 4
®) / ¢ 10000° +
Asfi 1a solucién de la ecuacion diferencial seréd
y(t) _ 4 + Cet/lOOO
10000 ’
Ademsds, como y(0) = 0, tenemos que
4
0= —To000 T ¢

con lo que C' = 1/1000, y la solucién del problema de condiciones iniciales es

4 (et/loo() . 1>‘

¥(t) = To000

A los 20 minutos, la cantidad de sal que hay dentro del tanque es

y(20) = (€0 — 1) = 0.808 x 10~ kilogramos.

10000
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3.5 La catenaria.

Al estudiar las ecuaciones de orden uno, también explicaremos aquellas ecuaciones de orden superior
que son reducibles a ecuaciones de orden uno. Tomemos por ejemplo el caso de la catenaria (ver
[Sim, pag. 69] o [Pui, pag. 62]). Supongamos un cable colgado entre dos puntos tal como muestra
la figura y sea P, el punto de tangencia horizontal, donde situamos el eje vertical.

Si denotamos por s la longitud del arco, la relacién entre las fuerzas en un punto cualquiera de la
curva viene dada por

/ p(s)ds =T'sin@
0

Ty =T cos ¥,

donde Tj es la tension del cable en el punto Py, T es la tensién en dicho punto y p(s) es la densidad
de masa en cada punto del cable. Teniendo en cuenta que

d
Tsinf =Tytanf = To—y,
dx

obtenemos que

Tu() = [ pls)ds.

Derivando respecto de x la ecuacién anterior

y d [° ds
Toy'(2) = 3 [ olods- 5 = plo)/TF Y P
s Jo dz
de donde obtenemos la ecuacién diferencial
Toy"(x) = p(s)v/1 + ¥ (z)%
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Para continuar necesitamos alguna informacién adicional sobre p(s). Si suponemos por ejemplo que
ésta es constante, la ecuacién anterior queda de la forma

y'=av1+(y)% a=py/To,

de donde resolviendo la ecuacién en y' con las condiciones iniciales y'(0) = 0,

Situando el eje horizontal de manera que y(0) = 1/a concluimos que la solucién es de la forma

y(z) = écosh(ax).

Informacién adicional sobre la catenaria puede verse en la referencia [Pui, pag. 62-64], donde se
ofrecen algunas aplicaciones a la técnica de esta curva.

3.6 Ejercicios

1.

Demostrar que la curva que posee la propiedad de que todas sus rectas normales pasan por un
punto constante es una circunferencia.

. Una bala se introduce en una table con una velocidad vy = 200m/s y al atravesarla sale con

una velocidad v; = 80m/s. Suponiendo que la resistencia de la tabla al movimiento de la bala
es proporcional al cuadrado de la velocidad, hallar en cudnto tiempo atraviesa la tabla la bala.

. El is6topo radioactivo del Torio 234 se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad

existente en ese instante de tiempo. Si 100 miligramos de este material se reducen a 82.04
miligramos en un semana, ;cudnto Torio tendremos al cabo de tres semanas? ;Cudnto tiempo
tiene que transcurrir para que la cantidad de Torio se reduzca a la mitad?

. De observaciones experimentales se sabe que la temperatura superficial de un objeto cambia

con una rapidez proporcional a la diferencia de temperatura del objeto y su entorno. Este
hecho es conocido como la ley de enfriamiento de Newton. Si la temperatura de una taza de
café es de 95°C recién servida, y al minuto se enfrié a 88°C' en un cuarto que estd a 20°C,
;cudnto tiempo debe de transcurrir para que se enfrie hasta los 65°C?

Supongamos que decidis matar al profesor de ecuaciones diferenciales. Una vez perpetrado el
hecho, se encuentra el cuerpo en el despacho del mismo que estd a una temperatura de 20°C
a las 6 de la tarde. La temperatura corporal de caddver era de 35°C' en dicho momento. Una
hora més tarde la temperatura era de 33°C. ;A que hora se produjo el horripilante y brutal
suceso?

. Un tanque contiene originalmente 400 litros de agua limpia. Entonces se vierte en el tanque

agua que contiene 0.05 kilogramos de sal por litro a una velocidad de 8 litros por minuto, y se
deja que la mezcla salga del tanque con la misma rapidez. Determinar la sal que habrd en el
tanque después de 20 minutos.
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7. Hallar las curvas que verifican cada una de las siguientes propiedades geométricas:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

a) La distancia de un punto de la curva al origen es igual a la longitud del segmento de la
normal en el punto delimitado por el propio punto y el eje OX.

b) La proyeccién sobre el eje OX de la parte de la normal en (z,y) delimitada por (z,y) y el
eje OX es 1.

c) La proyeccién sobre el eje OX de la parte tangente entre (x,y) y el eje OX tiene longitud
1.

d) La distancia del origen a cada tangente es igual a la abcisa del punto de tangencia corres-
pondiente.

. Hallar las trayectorias ortogonales a las familias de curvas siguientes:

(a) 22 +y*=c% (b)y?*=4dc(z+c). (c)y=ca

Hallar la ecuacién diferencial que proporcionan las curvas planas (respecto de un sistema de
coordenadas cartesianas regular) tales que la tangente a la curva en los puntos M de ella que
corta al eje OY en un punto B de forma que M B = AB siendo A=(0,0) en un punto fijo del
eje OX.

Hallar la ecuacién de las curvas planas tales que la tangente en un punto M cualquiera de ellas
corta al eje OY en un punto P de modo que el punto medio del segmento M P esté en la elipse
de ecuacién 422 + 12 = 1.

Comenz6 a nevar una manana y continué nevando con regularidad durante todo el dia. Al me-
diodfa una maquina quitanieve comenzé a limpiar una carretera a ritmo constante en términos
de volumen de nieve retirado por hora. A las dos de la tarde la méquina habia avanzado dos
kilémetros y a las cuatro de la tarde tan sélo un kilémetro més. ;A que hora comenzé a nevar?

Entre los alumnos de esta asignatura se extiende el rumor de que el examen de problemas va
a ser muy dificil. Si hay 1000 alumnos de dicha asignatura y el rumor se extiende de manera
proporcional al mimero de alumnos que todavia no lo han ofdo, ;cudntos dias tardardn en
saberlo 950 alumnos sabiendo que a los dos dias lo sabian 850 alumnos?

Un tanque contiene inicialmente 1000 litros de solucién salina que contiene 10 Kg. de sal. Otra
solucién salina que contiene 25 Kg. de sal por litro se vierte en el tanque a la razén de 107/ min
mientras que simultaneamente, la solucién bien mezclada sale del tanque a razén de 15/ min.
Encontrar la cantidad de sal que hay en el tanque en un momento t.

En una galerfa subterranea de 15 x 15 x 1.2m hay un 0.2% de C'O,, mientras que el aire del
exterior tiene un 0.055% de C'O,. Se instalan ventiladores que introducen en la galerfa 9 metros
cibicos de aire del exterior por minuto, de forma que por el otro extremo de la galerfa sale la
misma cantidad de aire. ;Qué concentracién de CO, habra al cabo de 20 minutos en la galeria?

En una manana de sdbado, mientras las personas trabajan, un calefactor mantiene la tempe-
ratura interior de un edificio a 21°C. A mediodia se apaga el calentador y la gente regresa a
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16.

17.

casa. La temperatura exterior permanece constante a 12°C durante el resto de la tarde. Si la
constante de tiempo del edificio es de 3 horas, jen qué momento la temperatura interior del
edificio serd de 16°C?

Un taller mecédnico sin calefaccién ni aire acondicionado tiene una constante de tiempo de 2
horas. Si la temperatura exterior varfa segin la funcién E(t) = 30 — 15 cos(27t/24), determinar
la temperatura del taller a lo largo del dfa.

En un dia caluroso con una temperatura exterior de 40°C, se enciende dentro de un edificio
un aparato aire acondicionado que disipa 24000 kilocalorfas por hora. El aprovechamiento es
de medio grado por cada 1000 kilocalorfas y la constante de tiempo del edificio es de 3 horas.
Si inicialmente la temperatura del edificio era de 35°C, determinar la temperatura al cabo
de 3 horas. ;Cudl es el valor maximo de temperatura que puede tener el edificio en estas
condiciones?
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Capitulo 4

Teoria general de sistemas y ecuaciones
lineales

Sumario. Sistemas de ecuaciones diferenciales. Teorema de existencia y unicidad
de soluciones. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Teorema de existencia y
unicidad de soluciones. Sistemas homogéneos: Teorema de caracterizacién de solucio-
nes. Sistemas no homogéneos: Teorema de caracterizacién de soluciones. Ecuaciones
diferenciales lineales de orden n. Teoremas de caracterizaciéon de soluciones.

4.1 Introduccion a los sistemas de ecuaciones diferenciales

Para nosotros, un sistema de ecuaciones diferenciales es una expresion de la forma

Fi(@, g1, Y1, Y2, Yoy s Yo Yon) =

0;
F2(xaylvyiay27yév"’7ym7y;n) O;

Fm(xa Y1, yiv Y2, yé? ooy Ymy y;n) = 07

donde w1, s, ..., Ym son funciones reales a determinar que dependen de z y F; : A C R¥*?™ — R,
1 < 4 < m, son funciones reales de varias variables. Se suele suponer que hay igual niimero de
ecuaciones que de incégnitas de manera que todas las ecuaciones son independientes, es decir, ninguna
puede deducirse de las deméds. Estamos interesados en aquellos sistemas de ecuaciones diferenciales
en los que podemos despejar la primera derivada de cada una de las funciones incégnita, es decir,
sistemas de la forma

yi = fl(l', Y1, Y2, -, ym)7

yé = f2($7 Y1, Y2, -, ym)7

Yo = (T, Y1, Y2, s Ym);

donde f; : A C RY™ — R, 1 <1i < m, son funciones reales. Ejemplos de estos sistemas son

YL = xy1 + y3;
Yp = T+ Y1 + Yo;
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Y =Ty + Y5 — ys

Yy =T + Y1 + Yays;

Y3 = Y1Y2ys;
En general la resolucién de estos sistemas no es posible, salvo en casos excepcionales. Sélo para el
caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, que veremos un
poco més tarde existen algoritmos que permiten el cdlculo explicito de las soluciones. Sin embargo,
es relativamente sencillo saber cudndo un sistema tiene solucién, o mds precisamente cuidndo un
problema de condiciones iniciales asociado tiene solucén. Primero claro estd, debemos definir qué
entendemos por un problema de condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales. Dicho
problema es un sistema de ecuaciones diferenciales

( yi = fl(xayhy% 7ym)7
yé - f2(x1y17y27'”7ym);

/

Ym = fm(xaylvy% 7ym)7
L yl(l'o) = y17y2<x0) = Y2, 7ym(x0) = Ym

junto con las condiciones y;(zo) = v;, donde ¢, y1, Y2, ..., Yy Son nimeros reales. Por ejemplo

Yo =Ty + Y5 — Ys

Ys = T+ Y1 + Yays;

Y3 = Y1Y2ys;

y1(0) = 2,92(0) = 0,y3(0) = 1,
es un problema de condiciones iniciales. Nétese que todas las condiciones iniciales implican el cono-
cimiento de la funcién en 0, es decir, lo siguiente

Y = Ty + Y5 — Ys;

Yy = T + Y1 + YoUs;

Ys = Y1Y2Y3;

yl(o) = 27y2<1) = O7y3(0) = 17

no seria un problema de condiciones iniciales, ya que conocemos s en 1 e y; e y3 en 0.
Para el caso de los problemas de condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales
tenemos el siguiente resultado andlogo al de ecuaciones diferenciales de orden uno.

Teorema 4.1 Sea el problema de condiciones iniciales

( ?Ji = fl(xayhy?a ---,ym);
vh = fo(z, y1, Y2, s Ym);

Ym = fm(T, Y1, Y2, -, Ym);
L Y1(@0) = y1, ¥2(%0) = Y2, -, Ym(Z0) = Ym

donde (xo,y1,..,Ym) € A, fi : A CRY™ — R 1 < i < m, son funciones reales continuas en el

abierto A. Supongamos ademds que las funciones 25{ existen y son continuas en A. Entonces existe
J

una solucion del problema de condiciones iniciales anterior y; : [ — R, 1 <14 < m, definido en un

intervalo abierto I de la recta real.
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Este resultado es fdcil de aplicar. Por ejemplo el problema que consideramos anteriormente

Yo = xy + Y5 — Ys;

Yo = T + Y1 + Yoys;

Y3 = Y112Y3;

yl(o) = 2792<0) = 0793(0) =1,

es tal que fi(z,y1,Y2,Y3) = 21 +y3 — s, fo(2, Y1, Y2, Y3) = T+ Y1+ 423 ¥ f3(2, Y1, Y2, Y3) = y192y3 son
funciones definidas en R*, continuas y las derivadas parciales de cada funcién respecto de 41, ¥ € y3 son

continuas. Entonces este problema de condiciones iniciales tiene solucién tinica, aunque no tengamos
ni idea de cémo calcularla. Se verd en la asignatura de cuarto curso métodos numéricos cémo obtener
soluciones aproximadas, y en esta misma asignatura estudiaremos cémo obtener informacién parcial
sobre el sistema incluso sin conocer las soluciones.

4.2 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Como hemos comentado anteriormente en general no va a ser posible resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales salvo en ciertos casos particulares. Uno de ellos va a ser el de los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de coeficientes constantes, cuya teorfa general pasamos a estudiar. Vamos a ver
a continuacién cémo son las soluciones de un sistema de este tipo, pero antes necesitamos conocer un
poco més sobre éstos. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es una expresion de la forma

Y1 = a1 ()1 + a2(x)y2 + ... + a1n(2)yn + b1 (x)
Yo = a21(2)y1 + a2 (x)y2 + ... + a2n(2)yn + ba(2)

donde para cada 1 < 7,5 < n, a;; y b; son funciones reales definidas sobre un intervalo /. Si
denotamos por

ajn(z) a(z) ... ap(z)
Aw) = (ay(igly = | ) o) )
1 (T)  Apo(z) ... A (T)
y por
bi(z)
t ba(z)
b(z) = (bi(z), b2(x), ..., bp(x))" =
bn ()
e
Y1
y=@umm) = P,
Yn
el sistema anterior puede escribirse de forma matricial como
y =A(z) -y +b(z), (4.1)
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donde por y’ se entenderd la derivada coordenada a coordenada, es decir,

Y
/
y/: <y17y/277y;1)t - y2
Yr,
Por ejemplo, los sistemas
Yy =Ty + €yp + 1 — 2,
Yo=y1— Yo +e”
=1+ 2%y +ys+1—a?,
yh =y — 22ys + €77,
ys =y + (1 —2)y2 +y3

son lineales. Un sistema se dird homogéneo si b(z) = (0,0, ...,0)", es decir, el sistema

Yy =Y+ T2ys + ys,
yh = xy1 — TYa,
ys =y1 + (1 —2)yo +y3

es homogéneo. Se dird no homogéneo en caso contrario. Nosotros le prestaremos una gran atencién
a los sistemas lineales con coeficioentes constantes. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
se dird de coeficientes constantes si la matriz A(x) = A es constante. Ejemplos de tales sistemas,
tanto homogéneos como no homogéneos son

Y =2y1 +y2 + 1 —a?,
Yh=1—Yot+e”

Yy =241 — Y2 + U3,

Yo = Y1 — Y2 + Tys,

ys = —dy + 2 + s
Veremos en los sucesivos temas cémo resolver estos tltimos sistemas, dando un algoritmo que per-
mitird el cdlculo de la solucién general del mismo.

Previamente, estudiaremos la teorfa general de los sistemas de ecuaciones lineales y para poste-
riormente particularizarla al caso de las ecuaciones lineales de orden mayor o igual que dos (ver la
ultima seccién de este tema). Esta teoria general de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales se
sustenta en la nocién de espacio vectorial de dimension finita estudiadas en la parte de &lgebra lineal
impartida durante el curso y utiliza el siguiente resultado sobre existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones y sistemas que se deducen directamente del Teorema 4.1.

Teorema 4.2 Sea y' = A(x) -y + b(z) un sistema de ecuaciones diferenciales lineales donde A y
b estin definidas en un intervalo I, = [vo — a,x¢ + a|. Si estas funciones son continuas en dicho
intervalo, entonces el problema de condiciones iniciales

{ y' = A(r) -y +b(z)
y(z0) = ¥o

tiene solucion unica definido en todo I,,.
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Recordemos por un instante dos nociones que serd importante tener claras para entender la teoria
que a continuacién vamos a desarrollar. Por un lado hemos de tener presente que bajo la notacién
que estamos utilizando, una solucién de un sistema lineal es una funcién y : (a,b) C R — R", o dicho
de otro modo, un vector cuyas componentes son funciones reales. Por ejemplo, dado el sistema

{ yll = Y2,
y,2 = —Y1,
una solucién del mismo es y(z) = (sinz, cos x), es decir, y;(z) = sinz e yz(x) = cos .

Por otra parte, recordemos una nocién de bésica del dlgebra lineal. Si tenemos n vectores cuyas
componentes son funciones yi,ys, ..., ¥, se dicen linealmente independientes si para toda combina-
cion lineal

ap-y1t+az-y2+ ... +any, =0,
donde a; € R, 1 <7 < n, y 0 es el vector que tiene a la funcién nula en cada componente, entonces
necesariamente a; =0, 1 <17 < n.

Vamos a empezar el estudio de los sistemas homogéneos, empezando por el siguiente resultado.
Las demostraciones de los siguientes resultados estdn basados en el Teorema 4.2.

Teorema 4.3 El conjunto de soluciones del sistema homogéneo

y' =A(z)-y (4.2)

tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, esto es, cualquier solucion'y del mismo
es de la forma

y=¢C-'y1+C -Yo+t..+Ch ¥Yn

donde ¢y, ¢, ...,c, € R eyy,¥o,..., ¥, Son soluciones linealmente independientes del mismo.

Demostraciéon. En primer lugar, veamos que cualquier combinacion lineal de soluciones del sistema
(4.2) es una solucién del mismo. Para ello, sean y1,ys, ..., yx soluciones de (4.2) y ay, ag, ..., ax € R.
Consideramos el vector de funciones z = ;1 - y1 + as - y2 + ... + g - yx ¥ derivamos respecto de la
variable independiente (notar que z = z(z)), obteniéndose, por ser yi,ys, ..., ¥x soluciones de (4.2)
que

Z = o yltayyh+..tary

= o -Ax) - y1+as-Ax) - y2+ ... +ar - Ax) - yx
= A@) [y -y1+az-y2+ ...+ yi

= A(x) -z,

que prueba que z es solucion.

Sea ahora C = {uy, ug, ..., u, } la base canénica de R™, es decir, para cada i € {1,2,...,n}, u; es el
vector de R™ que tiene 0 en todas las componentes salvo en la i—ésima, donde tiene un 1. Sea xy un
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niumero real y supongamos que A(z) estd definida en I, (ver Teorema 4.2). Para cada 1 < i < n,
consideramos el problema de condiciones iniciales

(e

En virtud del Teorema 4.2, para cada i € {1,2,...,n} existe una unica solucién de dicho problema,
que denotaremos por y;, definida en I,,. Vamos a ver que B = {y1,¥2, ..., ¥»} forman una base del
conjunto de soluciones del sistema 4.2.

Veamos primero que son linealmente independientes. Para ello sea
a1 y1+ o yo+...+a, y,=0.
Particularizamos en zy y obtenemos que
a1 - y1(@o) + a2 - ya(@o) + .. + an - ya(@o) = 0(z0) = 0,
y por ser cada y; solucién del problema de condiciones iniciales, y;(zo) = u;, 1 < i < n, de donde
ap-u+ag-ug+ ...+ a,-u, =0.

Como los vectores u; son los elementos de la base candnica de R", son linealmente independientes y
por tanto a; = 0, 1 <7 <n, de donde y4,y>, ..., ¥, son linealmente independientes.

Acto seguido, vamos a ver que B es un sistema generador del conjunto de soluciones del sistema
(4.2). Para ello sea z una solucién arbitraria del sistema (4.2). Sea x, el nimero real del apartado
anterior. Como C es una base de R", se verifica que existen aq, as, ..., a, € R tales que

z(To) = @y - U+ Q- Ug + .+ Q- Uy,

Sea el vector de funciones
Zi=01'y1t QYo+ ...+ Q- Yn

y consideremos el problema de condiciones iniciales

{ y' = A(z) - y;
y (o) = z(x0).

Claramente tanto z como z; son soluciones de dicho problema. Como la solucién es tnica en virtud
del Teorema 4.2, se tiene que

Z=2 =01y TQ2 Y2+ ...+ Q- Yn,
por lo que B también es un sistema generador y la demostracién concluye. B

Aunque el resultado anterior caracteriza las soluciones del sistema homogéneo, el célculo explici-
to de las soluciones dista mucho de estar al alcance. Un primer avance en el objetivo del cédlcu-
lo de las soluciones lo proporciona el determinante wronskiano, definido de la manera siguiente.
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Dadas y1,y2,....,¥n : I C R — R” se define su determinante wronskiano como la funcién real
W(y1,¥2, - ¥n] : I C R — R definida todo x € I como

Wiy, y2, - ¥al(2) == [y1(2); y2(2); .. ; yn(2)].

El determinante wronskiano resulta ser 1til a la hora de determinar si n soluciones del sistema
homogéneo son o no linealmente independientes, como pone de manifiesto el siguiente resultado.

Proposicién 4.4 Sean y1,ys,...,yn : I CR — R"™ soluciones del sistema homogéneo 'y’ = A(x) -y.
Son equivalentes:

(a) ¥1,¥2, ..., Yn Son linealmente independientes.

(b) W[y1,¥2, ..., ¥n)(z) # 0 para todo = € I.

(c¢) Existe xg € I tal que W[y1,¥y2, ..., ¥n|(zo) # 0.

Demostracién. Veamos en primer lugar que (a) implica (b). Procedemos por reduccién al absurdo
suponiendo que (b) es falso, esto es, existe xy € I tal que Wy1,y2,...,¥n|(zo) = 0. Entonces los
vectores de R™ son linealmente dependientes, es decir, existen o, as, ..., a, € R, no todos nulos, tal
que

ay - y1(xo) + @ - ya(zo) + ... + @y - Yn(xo) = 0.

Consideremos el problema de condiciones iniciales

{y( )=<0)

Obviamente el vector de funciones 0 (cuyas componentes son la funcién nula) es solucién de dicho
problema. Por otra parte, procediendo como en el final de la demostracién del Teorema 4.3, vemos
que la funcién

Z=01 "Y1+t Y2+ ..+0, ¥Vn

también es solucién de dicho problema. Como la solucién debe ser tinica por el Teorema 4.2, tenemos
que
z=0=oa; - y1+tay Yo+ ...+ Qp Yn.

Como los escalares a; no eran todos nulos, tenemos que las funciones yi,ys,...,¥, no pueden ser
linealmente independientes, lo que nos lleva a una contradiccion.

(b) implica (c) es trivial. La demostracién de (c) implica (a) es andloga a la demostracién del
Teorema 4.3, cuando se comprueba que las funciones son linealmente independientes. B

Ahora bien, seguimos todavia muy lejos de resolver un sistema homogéneo. De hecho, los métodos
que permitirdn dar soluciones explicitas a los sistemas planteados tendrdn que esperar a los préximos
temas. La teorfa general, en lo que a la estructura de las soluciones, queda cerrada al establecer la
siguiente caracterizacién de los sistemas no homogéneos.
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Teorema 4.5 FEl conjunto de soluciones del sistema
Yy =A(z) y+b(z) (4.3)
es de la forma
y=c-yi1+cyot..+¢ YntYp
donde cy,co,...,c, € R, y1,¥2, ..., ¥n son soluciones linealmente independientes del problema homo-

géneo ey, es una solucion particular del problema no homogéneo.

Demostracién. Seay, una solucion particular del sistema (4.3) y sea y otra solucién. Consideremos
el vector de funciones z =y — y, y veamos que es solucién del sistema homogéneo asociado a (4.3).
Para ello calculamos

Z =Yy -y,
= A(z) -y +b(z) - [A(z) - ypt+b(z)]
= Az)- [y -y,
= A(x) -z

Por el Teorema 4.2, existen soluciones del sistema homogéneo asociado linealmente independientes

Yi,¥2, -, Yn tales que
Z=C-y1+C Yy2+..+CnYn,

donde ¢y, ¢, ..., ¢, € R. Teniendo en cuenta la definicién de z concluimos que

y=c-yi1+c -yt ..+¢ YntYp

con lo que se concluye la demostracion. l

4.3 Teoria general para ecuaciones lineales de orden n

Una ecuacién diferencial de orden n > 1 es una expresién de la forma

yn) - f(x7 y? y/7 A yn_1)>7 (4'4>

donde f: A C R*" — R. Esta ecuacién puede transformarse en un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de orden uno de la manera siguiente. Introducimos las variables dependientes y; = vy, y2 = ¢/,
Y3 =1",....yn = y" 1 y entonces la ecuacién (4.4) puede escribirse como el sistema

y/1 = Y2,
y/2 = Y3,
y;,l - y’n7

y;z = f(xa Y1, Y2, -"7yn)-
Por ejemplo, la ecuacién de orden tres

3)

v=z+yy -y,
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puede escribirse como el sistema

Y1 = Y,

y/2 = Ys,

Ys =T + 1Yz — Ys-
De aqui se ve que para tener un problema de condiciones para la ecuacién, necesitamos n condiciones
iniciales y1(xo) = y(20) = Yo, Y2(z0) = ¥ (x0) = Yh,-eyn(x0) = ¥y Y (z0) = yo ", es decir, necesitamos
conocer el valor de la funcién y de las sucesivas derivadas hasta la n — 1 en un punto xy. Entonces,
en virtud del Teorema 4.1 vemos que si f es continua y las derivadas g—i, 1 <4 < n, son continuas,
el problema de condiciones iniciales tiene solucién tnica. Por ejemplo, el problema de condiciones
iniciales

{ v =z+yy —y,
y(0) =0,9'(0) =1, y"(0) = 2,

tiene solucidn unica.

Nos ocuparemos expecialmente de ecuaciones diferenciales de orden n que llamaremos lineales y
que a continuacién describimos. Por una ecuacion diferencial lineal de orden n entenderemos una
expresion de la forma

an(2)Y" + an_(2)y" Y + ...+ ay(2)y + ao(z)y = b(z), (4.5)

donde para 0 < i < n, a; y b son funciones reales de variable real definidas en un intervalo de la recta
real I. Siempre que a,(z) sea diferente de cero, podemos escribir la ecuacién como

v+ poa @)y + o pu(@)y + po(x)y = q(x) (4.6)
donde p;(z) = a;(z)/an(z), 0 < i <n,y q(z) =b(x)/a,(x). Por ejemplo, las ecuaciones
y/// + $2y, =z,
y' 2 +y=¢,
y® — 7%y + 22" + (logz)y = 0
son ecuaciones lineales de 6rdenes tres, dos y seis, respectivamente. Como hemos visto anteriormente,
una ecuacién de orden n puede escribirse como el sistema

yi = Y2,
yé = Y3,
Yn—1= Yn

Y = q(x) = [Pr-1(x)yn + ... + p1(2)y2 + po()1],

que en forma matricial se escribe como

donde
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A(z) = 0 0 0 1 0
—po(r) —pi(x) —p2(z) —p3(z) —pn-1(x)
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y b(z) = (0,0,...,0,¢(z))". Diremos entonces que la ecuacién (4.5) es homogénea o no homogénea
segin se sea b(z) nulo o no, es decir, si g(x) = 0 para todo z. Ademsds, la ecuacién se dird de
coeficientes constantes cuando A(z) sea constante, es decir, cuando p;(z) = p; € R para todo
0<1<n.

Tanto los Teoremas 4.3 y 4.5 como la Proposicién 4.4 admiten la siguiente lectura en térmi-
nos de ecuaciones lineales. A la vista de que cualquier ecuacién lineal puede escribirse como un
sistema anadiendo las derivadas como funciones, cualquier solucién del sistema y es de la forma
(y,v,...,y" 1), donde y : I C R — R es una funcién suficientemente derivable. En esta linea,
destacamos entonces que el wronskiano puede escribirse como

Wyt g, s ynl(2) = Wy, y2, . ya) (@) = [y1(2); y2(2); s ya(2)]
vi(z) o p(z) ya(2)
n(x) o (@) (z)
e v e
v V@) @) e Va)
donde y1,y2, ..., yn son las primeras componentes de yi,ys,...,¥,. Podremos enunciar entonces los
siguientes resultados.

Teorema 4.6 El conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea

Y + pp1(2)y" Y + 4 ()Y + po(x)y = 0

tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, esto es, cualquier solucion y de la
misma es de la forma
y=c1-yr+c Y2+ ..+ Yn

donde cy,ca,...,cn € R € y1, 4y, ..., Yn Son soluciones linealmente independientes del mismo.
Proposicion 4.7 Sean y1, Y2, ..., yn : I C R — R"™ soluciones de la ecuacion homogénea
v+ paa @)y + A pa(@)y 4 po(z)y = 0.

Son equivalentes:

(a) y1,Y2, ..., Yn son linealmente independientes.

(b) Wy1,y2, ..., Y] () # 0 para todo x € 1.

(¢) Existe xo € I tal que Wy, ya, ..., yn)(x0) # 0.
Teorema 4.8 El conjunto de soluciones de la ecuacion

v 4 poa @)y + 4 pr(@)y + po(x)y = q(x)

es de la forma
y=c-yitc Yyt .+ CnYn Tt Yp,

donde c1,¢Cay...,cn € R, y1,9a, ..., yn son soluciones linealmente independientes del problema homo-
géneo e y, es una solucion particular del problema no homogéneo.
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Capitulo 5

Resolucion de ecuaciones lineales de
orden n

Sumario. Ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes. Ecuacion
de Cauchy-Euler y Legendre. Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes:
método de reduccion del orden. Ecuaciones no homogéneas: métodos de variacion
de constantes y coeficientes indeterminados.

Recordemos que una ecuacion diferencial lineal de orden n es una expresién de la forma
an ()Y + a1 ()Y 4 o+ ar(2)y + ao(2)y = b(z), (5.1)

donde a,(x), ..., ap(z) y b(x) son funciones reales de variable real definidas sobre un intervalo abierto
(a,b). En el caso de que n = 1 tenemos la ecuacion lineal de orden uno estudiada anteriormente. Por
otro lado, siempre que a,(x) sea distinto de cero, la ecuacién anterior suele escribirse de la forma

v+ o (@)y" TV + A (@)Y + pol@)y = g(), (5.2)
donde p;(z) = a;(z)/an(x) para i = 0,1,....,n — 1y q(x) = b(z)/a,(x). La ecuacién (5.2) se dice

homogénea si q(x) = 0 para todo = € (a, b). En caso contrario ésta se dice no homogénea. Un ejemplo
de ecuacién homogénea es

" " 2

Yy oy + a7y =0,
mientras que serfa no homogénea la ecuacién

" " 2

Yy +xy + 2%y =logx.
Como sabemos, toda solucién de la ecuacién (5.2) es de la forma
Yy =c1y1 + Y2 + ... + CulYn + Yp,

donde son vy, s, ..., Y, soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea asociada,
C1, C2, ..., Cp, SON NUimeros reales e y, es una solucién particular de la ecuacién no homogénea. En esta

tema vamos a ver como calcular dichas funciones para algunos tipos de ecuaciones lineales.
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5.1 Ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes

Consideremos ecuaciones lineales de la forma de (5.2) donde p,,_1, ..., p1, po son constantes reales. Un
ejemplo de este tipo de ecuaciones puede ser

y4) . y/// +y// +y= 0.
Vamos a ver cémo, de una manera bastante sencilla, es posible obtener todas las soluciones de esta

ecuacién diferencial. Para ello empezaremos estudiando la ecuaciéon de orden dos.

5.1.1 Ecuaciéon de orden dos

Consideramos una ecuacién de orden dos de la forma
ary” + azy’ + azy =0,
que dado que a; # 0 (jpor qué alumno curioso?), puede escribirse como
y'+ay +by=0 (5.3)
donde a = as/a; y b= as/a;.

Para resolver esta ecuacién proponemos una solucién de la forma y(z) = €™, r € R. Una
justificacién para proponer esta solucién viene de cémo son las soluciones de las ecuaciones lineales
homogéneas de orden uno con coeficientes constantes. Si

y +ay=0
es tal ecuacion, su solucién es de la forma
y(x) =ce ™, ceR.

El buscar soluciones de la forma y(x) = €"* juega con la idea de que el aumento del orden no debe
de cambiar sustancialmente la forma de la solucién.

Para que y(z) = €™ sea solucién de la ecuacién (5.3) derivamos dos veces y(z) y sustituimos es
la ecuacién, teniendo que
re™ + are™ + be™ = 0

o equivalentemente
e (r* +ar +b) = 0.

Como €™ # 0 para todo x € R, necesariamente r2 + ar + b = 0, es decir, r debe ser una raiz del
polinomio p(z) = 2%+ ax +b, que llamaremos polinomio caracteristico de la ecuacién (5.3). Entonces,
para obtener las soluciones de la ecuacién diferencial hemos de ser capaces de encontrar las raices de
p(x), que es una cosa que somos capaces de hacer. Analizando las soluciones de p(x) = z*>+azx+b =0
tenemos que distinguir los siguientes casos.
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Dos raices reales de multiplicidad uno

Consideremos la ecuacién y” + ay’ + by = 0 y supongamos que las raices del polinomio 2% + ax + b
son dos nimeros reales que se obtienen calculando

—a++va? —4b
2

y sean r; y ro tales raices. Entonces las funciones y;(x) = €% e yo(x) = €™* son soluciones de
la ecuacion diferencial 3" + p1y' + po = 0. Si comprobamos que ambas soluciones son linealmente
independientes, entonces toda solucién de la ecuacién homogénea serd combinacion lineal de ambas
soluciones. Para ver que estas dos soluciones son realmente linealmente independientes es suficiente
calcular el Wronskiano de ambas y ver que es distinto de cero. Dicho determinante es

r1T rox

(& (&

,rlerlz T2€T2m = (TZ - Tl)enmerzm 7£ 0

Winmie) < | 1) B0 |

ya que r; # ro y las funciones €* y €™ no se anulan nunca.

Por lo tanto toda solucién de la ecuacién y” + p1y’ + po = 0 es de la forma
y(x) = c1e™" + cpe™”,

donde ¢; y ¢o son dos nimeros reales.

Por ejemplo, para calcular las soluciones de la ecuacién
y" =3y +2y =0,

basta con calcular las raices del polinomio p(z) = 2% — 3z + 2, que son 1 y 2. Asf las soluciones de
la ecuacién lineal anterior son
y(x) = c1e” + cpe*”,

Si lo que tenemos es un problema de condiciones iniciales como por ejemplo

{ y' =3y +2y=0
y(O) = 17 y’(O) = 07

las soluciones de dicha ecuacién se calculan, teniendo en cuenta que y'(x) = c;e® + 2c.€*®, e impo-
niendo las condiciones iniciales en la solucién anterior

y(0) = 1l=c¢+c
y/<0) = 0= C1 + 2C2,

con lo que ¢; =2 y ¢ = —1, y la tnica solucién del problema de condiciones iniciales anterior es de
la forma
y(r) = 2* — ™.

No repetiremos este cédlculo de las soluciones del problema de condiciones iniciales en los demas
tipos de ecuaciones por ser totalmente andlogos.
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Una raiz real de multiplicidad dos

Consideremos la ecuacién y” + ay’ + by = 0 y supongamos que las raices del polinomio 22 + ax + b,

calculando
—a++a? —4b —a

2 2

es una tnica raiz real de multiplicidad dos. Entonces sabemos que la funcién y; (z) = €™ es solucién de
la ecuacion lineal homogénea, pero necesitamos otra solucién linealmente independiente para obtener
todas las soluciones del mismo. Esta otra funcién va a ser ys(x) = ze™. Dicha funcién verifica que

Yo (x) + ays(w) + bya(x)
(2r +r*2)e™ + a(l + rz)e’™ + bre™
= "(2r+a)+ze(r*+ar+b) =0

usando que 7 = —a/2, y que r* +ar + b = 0 por ser r raiz del polinomio. Asf la funcién y(z) = ze™
es solucion de la ecuacion lineal considerada.

Vamos a ver ahora que las soluciones y;(x) = €™ e ya(x) = xe’ son linealmente independientes.
Para ello calculamos el Wronskiano

rT T

€ xre

_ 2rx
ae™ (1+rzx)e™ = #£0,

W) (o) = | 40 0| =

con lo que ambas soluciones son linealmente independientes. Por tanto toda solucién de la ecuacién
diferencial lineal es de la forma

y(x) = c1e™ + core™, ¢1,c0 € R.
Por ejemplo, para calcular las soluciones de la ecuacién
y'+2y +y=0,

basta calcular las raices del polinomio x? + 2x + 1, que es la rafz doble —1. Por tanto las soluciones

de dicha ecuacién lineal son

y(x) = cre™ + core™,

con c; y ¢o dos nimeros reales.

Dos raices complejas conjugadas
Consideremos la ecuacién y” + ay’ + by = 0 y supongamos que las raices del polinomio 2% + ax + b

calculando
—a++va?—4b
2

son dos raices complejas conjugadas a + i3 y o — i3, donde

o = —5 (54)
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Vb — a2
f=——
Vamos a ver que las funciones y;(z) = e** cos(fx) e y2(z) = e sin(fz) son dos soluciones de la
ecuacion lineal. Vedmoslo con y;(z), ya que con ys(x) el proceso es andlogo. Calculamos las dos
primeras derivadas

(5.5)

yi(x) = e*[acos(Bz) — Bsin(Bz)],
! (z) = e*®[(a* — 3?) cos(Bx) — 2aBsin(Bz)],
y sustituimos en la ecuacién diferencial
yi (@) + ayy (x) + by (x)

teniéndose
e**[(a? — %) cos(Bx) — 2aBsin(Bz)] + ae**[a cos(Bx) — Bsin(Bx)] + be™™ cos(Bx).
Agrupando convenientemente
e®®[(a® — B + aa + b) cos(Bz) — (208 + a3) sin(Bz)].
Sustituyendo « y ( por los valores obtenidos en (5.4) y (5.5) tenemos que
a2—52+aa+b:a—2—u—a—2+b=0

2a3 4+ af =206 — 2a8 = 0,

con lo que
e®[(a? — B% + aa + b) cos(Bz) — (203 + af3) sin(Bz)] = 0

y por tanto y;(z) es solucién de la ecuacién diferencial.

Una vez comprobado que ambas funciones son soluciones, vamos a ver que son linealmente inde-
pendientes calculando su Wronskiano

W(yi, y2)(x) = ‘28 zzgg‘

e cos(fx) e* sin(fx)
e (acos(fz) — sin(fz)) e (asin(fz) + cos(fx))
= e*(cos®(Bz) + sin?(Bx)) = ** #£ 0.

Entonces toda solucién de la ecuacién lineal homogénea es de la forma
y(x) = 1™ cos(fx) + c2e®” sin(fzx), c1,c0 € R.
Por ejemplo, para calcular las soluciones de la ecuacién

y'+4y +5y =0,
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calculamos las raices del polinomio 22 + 4z + 5 que se calculan como

—4+y/—4 —4+iV4
2 2

=—-2x2.

Entonces todas las soluciones de la ecuacién lineal homogénea de orden dos anterior son de la forma
y(x) = cre”** cos(2z) + coe " sin(21),

donde ¢; y ¢o son dos nimeros reales.

5.1.2 Ecuacion de orden n

Partimos de la ecuacién homogénea
v+ a1y Y+ p1y + poy =0,

y suponemos que la funcién y(z) = €™, r € R, es solucién de la misma. Derivando n veces dicha
funcién y sustituyendo en la ecuacién diferencial original tenemos que

0=(r"+ D1 Ly + po)e™,

y dado que €™ es siempre distinto de cero, tiene que verificarse que 7" +p,_ 17" 1+ ...+ pir+py = 0,
o0 sea que 7 sea una raiz del polinomio P(z) = 2™ + p, 12" ' + ... + p1x + po. Como los coeficientes
del polinomio p,,_1, ..., p1, po son reales, tenemos que las tinicas posibles raices de dicho polinomio son
nimeros reales y nmimeros complejos conjugados. Entonces P(x) puede descomponerse como

P(x) = (=1)"(z — a1)™...(x — a;)" (2 + Ayx + By)*...(a* + Ajx + B;)*,

donde ay, ..., a; son las raices reales del polinomio con sus multiplicidades 7, ...,7;, y cada polinomio
de la forma (22 + Ajx + B1)™, ..., (2* + Ajz + B;)* tienen dos soluciones complejas conjugadas
de multiplicidades sy, ...,s;. Entonces un conjunto de soluciones linealmente independientes de la
ecuacion considerada es el siguiente:

{em® xpe™® .. " te™T . %% pe®®, .. " e,
e™” cos(B,x), 1" cos(B,x), ..., 2% Le™” cos (B, x),

e sin(B3, 1), re** sin(B,2), ..., v e sin(3,x),

e cos( B, £ cos(Byx), ..., o™ cos (BT ),

e sin(B,.x), ze™* sin(B,x), ..., 2% e sin(Bx)},

por lo que las soluciones de dicha ecuacién diferencial seran combinaciones lineales de las funciones
anteriores.
z'e™ cos(Bx) 6 x'e™ sin(Bx) (5.6)

donde 0 <t < s.
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En el caso de ecuaciones lineales de mayor orden, el problema radica en la dificultad de resolver la
ecuacién algebraica asociada a la ecuacion diferencial. Asi, para calcular las soluciones de la ecuacién

y® — 3y%) — 5yt 4+ 17y + 18y — 68y’ + 40y =0
debemos calcular las raices del polinomio
2% — 32° — 5t + 172° + 182* — 68z + 40

que son 1 con multiplicidad uno, 2 con multiplicidad tres y —2 4 2¢ con multiplicidad uno. Entonces
las soluciones de dicha ecuacién diferencial son de la forma

2 4 cxe”* cos(2x) + cge ** sin(22), ¢; € R.

y(z) = c1e” + c2e®® + c3ze® + ey
5.2 Aproximaciéon a las ecuaciones con coeficientes varia-
bles: Ecuaciones de Cauchy—Euler y de Legendre

Estas ecuaciones lineales pueden resolverse reduciéndolas a ecuaciones lineales de coeficientes cons-
tantes estudiadas con anterioridad. La ecuacién de Cauchy—FEuler es de la forma

2"y 4 ap_1 2"y + L agxy’ + agy = b(x) (5.7)
donde a,,_1,...,a1,a9 € R. La ecuacién de Legendre es de la forma
(o + ﬁ)”y") + ay_1(az + B)”’ly”’” + ... + ar(az + B)y + apy = b(x) (5.8)

donde «, 3, a1, ..., a1, a9 € R. La ecuacién (5.7) se obtiene como caso particular de (5.8) cuando o =
1y 8= 0. En cualquier caso, el cambio de variable independiente de la forma oz + (3 = €' transforma
ambas ecuaciones en ecuaciones con coeficientes constantes, pudiéndose obtener las soluciones de la
ecuacién homogénea de la forma estudiada anteriormente. Por ejemplo, consideremos la ecuacién

11
x4 Exy' —y=0,2>0. (5.9)

El cambio de variable que debemos realizar es x = e!. Entonces por la regla de la cadena

,dy dy dt 1

y_dx_dt de =z

siendo ¥ la derivada de y respecto de la nueva variable t y teniendo en cuenta que t = logz.
Calculamos la segunda derivada

, d (. 1\ dyl 1
v %(%)—%z—yﬁ
dydtl .1 L1 1
= Gmr Ve iV
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Sustituimos en la ecuacién (5.9) y obtenemos
sl 1), 1 1 .
N\ —Y 5 |+ 5rY——y=
Vo z? 3 z T

de donde dimplificando obtenemos la ecuacion

8 .
jy+3¥-y=0 (5.10)

dependiendo ahora y de la nueva variable t. Las soluciones de (5.10) son de la forma
+ e = ¢y ()3 4 cy(et) 3

de donde deshaciendo el cambio, obtenemos para x > 0 la solucién de (5.9)

y(t) = cre'l?

y(z) = 12?4 con 3.

5.3 Ecuacion lineal homogénea de coeficientes variables

En esta seccién vamos a considerar las ecuaciones lineales homogéneas de orden dos con coeficientes
variables. Vamos a ver como, una vez calculada una solucién particular de dicha ecuacién, es posible
hallar otra solucién linealmente independiente para construir todas las soluciones posibles.

Consideremos la ecuacién
'+ pi(@)y +po(z)y =0,
y supongamos que conocemos una solucién particular no nula de la misma y; (x). A partir de esta so-
lucién particular intentaremos construir una nueva solucién particular de la forma y,(z) = z(z)y; (),
donde z(z) es una funcién a determinar. Imponiendo que ys sea solucién de dicha ecuacién tenemos
que

0 = Z()n(x) +22'(2)yr(2) + 2(2)y; (z) + pr(2) (2 (2)y1 (2) + 2(2)
= 2(2) (Wl () + pr(@)y1(2) + po(@)yr(2)) + 2" (2)yn(2) + 2'(2) (24

= Z(@)n(x) + 2 (2) 20 () + pr(@)y (7)),

puesto que ¥} (z) + p1(z)yi(x) + po(z)y1(x) = 0 por ser solucién de la ecuacién lineal homogénea.
Como vemos, la ecuacién que nos queda es de la forma

2y (2) + 221 (2) + pr(2)pn(2)) =0,

donde la variable dependiente es la funcién z’. Esta ecuacion es lineal de orden uno y la manera
de calcular las soluciones ya se vio en el capitulo anterior. Una vez obtenido z'(x), calculamos por
integracion la funcién z(z) y calculando

Y1 (7)) + pol()z(x)y1 (z)
(z) + p1(x)y1(2))

Winm)(o) = |
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Como ¥ (z) es una funcién no nula y 2/(z) es de la forma e?® (ver el tema donde se resuelve la
ecuacién lineal de primer orden), se tiene que el Wronskiano no se anula y por tanto y; e y2 son
soluciones linealmente independientes. Asi todas las soluciones de la ecuacién lineal homogénea de
orden dos serdn de la forma

y(r) = iy () + caya(),

con c; y ¢ constantes reales.

Por ejemplo, vamos a calcular las soluciones de la ecuacion
(1 —a2%)y" — 2xy + 2y = 0.

Como se puede comprobar la funcién y;(z) = z es una solucién particular de dicha ecuacién. Para
obtener otra ecuacién linealmente independiente con la anterior construimos la funcién ys(z) =
y1(x)z(z) = xz(x), e imponemos la condicién de que sea solucién de la ecuacién diferencial que
estamos considerando. Obtenemos entonces

0 = (1—2%)(z2"(x) + 27 () — 22(x2 (z) + 2(z)) + 222(x)
Z'(z)z(1 — 2?) + 2'(2)(2 — 42?),
teniendo entonces la ecuacién
0 =2"(z)z(1 — 2°) + 2/(z)(2 — 42?).
Para calcular las soluciones de la misma separamos las variables y obtenemos

2" (x) 4z — 2

Z(x)  x(l—gz2)’

Z'x) 42% — 2 = lople?(a?
[ Fte = [ eyt = -l -l

con lo que una solucién particular de dicha ecuacién sera de la forma

y entonces

1

/ —
z (I) - 1132(1'2 . 1)7
y asi

1 1

1 1 1 z—1
z(x)—;—Filog(x—l)—ilog(x+1)—;+§log(x+1),

con lo que otra solucién linealmente independiente de dicha ecuacion es

1 r—1
— 14 ozlog (1
Yo () +2x og <x+1>

y las soluciones de dicha ecuacién son de la forma

1 r—1
= 1+ =zl —
y(x) 01:1;+02( —|—2x 0g(x—|—1>)’

47



RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES DE ORDEN N

con c¢; y ¢o dos mimeros reales.

La principal dificultad de aplicar este método es encontrar la primera solucién y; (), ya que sin
ésta no es posible obtener la segunda. Normalmente, si en algtin ejercicio no se da la primera solucion
ésta debe ser sencilla, un polinomio, e” y cosas por el estilo. Sin embargo, existe un gran nimero de
ecuaciones diferenciales de orden dos de las que no se conoce su solucién, es decir, no se es capaz de
encontrar una solucién particular. Obviamente, no estudiaremos esas ecuaciones aqui.

5.4 Ecuacion lineal no homogénea

Vamos a desarrollar aqui dos técnicas para calcular las soluciones de la ecuacién lineal no homogénea,
tanto de coeficientes constantes como de coeficientes variables. En general como la ecuacién de
coeficientes variables engloba la ecuacién de coeficientes constantes, consideraremos la ecuacién con
coeficientes variables. Uno de ellos sélo lo veremos para las ecuaciones de orden dos, mientras que el
otro lo aplicaremos independientemente del orden de la ecuacién.

Como las soluciones de una ecuacién lineal no homogénea de la forma

Y™+ o1 (2)y" Y+ i)Y+ po(n)y = g(x)

son de la forma
Yy=cCcy1+ ...+ Yy, + Yps

donde y5, = c1y1 + ... + cpyn son las soluciones de la ecuacién lineal homogénea e y, es una solucién
particular de la ecuacion lineal no homogénea, aqui vamos a ver métodos para conseguir precisamente
dicha solucién particular.

5.4.1 Variaciéon de constantes.

Vamos a ver este método para las ecuaciones de orden dos. Consideramos por tanto la ecuacion

Y+ o)y + po(2)y = q(z), (5.11)

y supongamos que las soluciones de la ecuacién homogénea es de la forma

y(@) = cryi(z) + caga ().

El método de los coeficientes variables consiste en suponer que la solucién particular que estamos
buscando es de la forma

Yp(7) = c1(z)y1(z) + calz)ya(z),

donde ¢;(x) y c2(x) son funciones a determinar.

En una primera etapa para simplificar la segunda derivada de y,, buscaremos funciones de forma
que
i (@)y () + &(x)y2(z) = 0.
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Con esto, tenemos que

y la segunda derivada
Yp(x) = 1 (@) (2) + ca(@)ys (2) + ¢ (2)y) (z) + ch(x)ys(x)
Sustituyendo en la ecuacién (5.11) tenemos que

q9(z) = a(2)y(x) + ca(@)yy () + A (2)pr () + (2)ya(w)
+p1(@)[er (7)1 (2) + ca()ys ()] + po(@)[er(2)yr(2) + co(w)y2 ()]
= A@)yi(@) + S@)ys(2) + ea (@) [y () + pr(2)y) (2) + po()yr ()]
+ea(2) vz () + pu(2)ya(x) + po(w)ya(w)]

y teniendo en cuenta que ¥, e ¥, son soluciones de la ecuacién homogénea, obtenemos la simplificaciéon

A(@)yi(z) + e (2)ys(x) = ().

Construimos entonces el sistema

del cual despejamos

e integrando obtenemos las funciones c¢; y ¢o con las que construimos la solucién particular.

Vedmoslo con el siguiente ejemplo. Sea la ecuacién
1
Yy +y=secx.
Como puede comprobarse facilmente, la solucién de la ecuacién homogénea es de la forma
y(x) = ¢y cosx + cosin .

Aplicamos el método de variacién de constantes y obtenemos el sistema

/

di(x)cosx + chy(x)sinx = 0,
—cy(x)sinx + dy(x) cosz = sec .

Despejamos ¢} (r) = —cj(x) tan z y sustituimos para conseguir la ecuacién

cy(z)(sinz tanx + cosx) = sec x,
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y entonces

CQ(m):/( T de =z +C

sin x tan x + cos x)

ci(x) = /—tan zdz = log (cosx) + K,

y como buscamos soluciones particulares de la ecuacién podemos tomar C'y K iguales a cero y la
solucién particular es
Yp(x) =log (cosz) cosx + zsinz

y la solucién de la ecuacién lineal no homogénea es de la forma

y(z) = ¢ cosz + cpsinz + log (cos x) cosx + wsinz.

5.4.2 Meétodo de los Coeficientes Indeterminados.

Este método es bastante ttil para calcular soluciones particulares de ecuaciones con coeficientes
constantes cuando el término ¢(x) de la ecuacién lineal no homogénea es suma de funciones de la
forma

r'e™ cos(Bx) 6 x'e™ sin(Bx)

con a, € Ryt e NU{0}. En este caso, se considerarén soluciones particulares del problema no
homogéneo sumas de la forma

(A’ + ... + Ajz + Ag)e® cos(Bx) + (Bix' + ... + Bz + By)e™ sin(fx) (5.12)
si a+ 10 no es solucién de la ecuacién caracteristica asociada al problema homogéneo, y de la forma
(A’ + ...+ Ay + Ag)z®e® cos(Bz) + (B’ + ... + By + Bo)z®e™ sin(Bz) (5.13)

si a + 13 resulta ser solucién de dicha ecuacién con multiplicidad s.

El método de los coeficientes indeterminados consiste en determinar los coeficientes A; y B;
suponiendo que (5.12) y (5.13) sean soluciones de la ecuacién no homogénea. Ilustramos el método
con un par de ejemplos. Consideramos la ecuacién

y'+y =z,

es decir g(z) es un polinomio de grado uno. Suponiendo que y,(z) = Az + B, derivando dos veces y
sustituyendo en la ecuacion se obtiene

0+ Ax+ B =1z,
de donde A =1y B =0, por lo que la solucién de la ecuacién anterior es de la forma
y(x) = Cicosz + Cysinz + .

Si ahora tenemos
y' 4y =e”,

20
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suponemos ahora que la solucién particular es de la forma y,(x) = Ae?*, y el coeficiente a determinar
es A. Derivando dos veces y sustituyendo en la ecuacién obtenemos que

e (4A+ A) = ™
con lo que A =1/5y la solucién particular es de la forma y,(z) = +

Considerando ahora la ecuacién
y" +y = cos(3x),
hemos de probar con soluciones particulares de la forma y,(r) = A cos(3z) + Bsin(3z), donde ahora
hemos de determinar A y B.

Si la ecuacion es

y' +y = e** cos,
la solucién particular que hemos de buscar serd una combinacién de los dos casos anteriores, es decir,
de la forma y,(z) = Ae** cos z + Be®® sin x, mientras que si la ecuacion es de la forma

1 2 2

y +y=et+a,
la solucién particular habra que buscarla suponiendo que es de la forma y,(z) = Ae**+ Bx?+Cz+ D,
es decir la suma de una funcién exponencial y un polinomio de grado dos.

Finalmente, si ahora cosideramos la ecuacién

y// . 4y — 6251:
tiene por solucién de la ecuacién homogénea

yn(x) = c1e® + cpe .

Como e** es solucién de la ecuacién homogénea, no podemos proponer una solucién de la forma

yp(z) = Ae*, si no que aplicando (5.13) suponemos ahora que la solucién particular es de la forma
yp(z) = Aze®*. Derivando dos veces y sustituyendo en la ecuacién obtenemos que

e*4A = e**

con lo que A = 1/4 y la solucién particular es de la forma y,(z) = z¢**. Cuando aparecen funciones
q(z) que son soluciones de la ecuacién homogénea asociada tenemos un fenémeno que se conoce con
el nombre de resonancia y que, entre otros, es la base del funcionamiento de la radio. Estudiaremos

mads sobre el mismo en el siguiente tema.

5.5 Ejercicios

1. Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas:

()y//+y/_2y_0 (b)y”_y/_Qy:O_ y"—l—)\Qy—OdOIlde)\G]R
’
_|_

(c)
(d) y" =2y +y=0. )y —4y =12y =0. (f)y"+2y +y=0.
(g) " +2y — 3y =0. (h) 4" +4y'+y=0. (i) 2y -3y +y=0.
() y" +2y +y=0. (k) ”—|—6y +13y =0. (1) ”—|—4y—0
(m) y”—i—4y + 5y = 0. (m)y" =2y +6y=0. (o) y* —2y =0.
(p)y® —y" +2 —2y=0. (q) 4>+y”—2y_o (1) y° 3y”+2y:0.

o1
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2. Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas:

(a) y" +y —2y=e" (b)y—y—2y—cosrr (c
(d) y" +y =sinz. () y' —4dy — 12y == (f
(8) y" + 2y — 3y = a”. (h) 4y”+4y ty=mzet. (i
G) v +2¢ +y=uxcos2z. (k) y”—|—6y + 13y =sin3z. (1
(m) v’ + 4y = e* n)y" —2y +6y=e"+z. (0)y*

3. Resolver los siguientes problemas de condiciones iniciales:

Y+ 2y +y = 22 Yy +y —2y=0
(a) § %(0)=0 (b) ¢ 9(0) =1 ()
y'(0) =1 y'(0) =2
y' =2y +y=1 y' =4y +y==x
(d) ¢ 9(1)=0 (e) ¢ w(1) =1 (f)
y'(1) =0 y(1)=0
y3)—y”+2y'—2y=$ "4y —sing
ER S mivo=1 G
J0) =1 y(0)=—1

)Y’
)y
) 2y
)Y

-2y +y=1
”+2y +y ="
— 3y +y=uzsinz.
—i—4y + 5y = e* cos x.
y' +2y — 2y = .

y' —4y — 12y =0
y(0) =0
y'(0)=1

y" +y=coszx
y(0) =0
y(0)=0

y' —1y — 2y =cosx
y(0) =1
y'(0) =—1

4. Dada y;(z) una solucién particular de las ecuaciones siguientes, obtener la solucién general:

2,/

(b)

(d)
=0; yi(z) =2

(a) zy” + 3y = 0; yi(z) =1
() (1 —2¥)y’ —2zy +2y=0; y1(x) =2 %y 4+ xy' +
© v - 0 2y

5. Hallar la solucién general de vy — zf(x)y' + f(x)y = 0.

2,/

5 + 2y

6. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones:
(a) 2%y” + 3zy’ + 10y = 0. (b) 22%y" + 102y’ + 8y = 0.
(e) l,2y//

7. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones:

()

(d) 4z?y” — 3y = 0.

(a) 2%y — 2xy + 2y = xe~

(c) (1—

o)y +ay —y=(z—1)>

)
(d) (=% = 1)y"
() (a% —2)y" + (2 — 2*)y/

)y —

02

2’y +ay = dy = 0; yi(z) = 2”

(22 = 1/4)y = 0; y(z) = 2~
+2ry —2y=0; yi(x) =2

2%y + 2zy’ — 12y = 0.

—3zy +4y = 0.

o (b)ay' = (1+2)y +y=ae*

—2zy + 2y = (2* — 1)?
2+2)y =a(z - 1)



Capitulo 6

Aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales lineales de orden dos

‘ Sumario. Vibraciones mecénicas. Circuito eléctrico LRC.

6.1 Oscilaciones mecanicas

Supongamos que tenemos un muelle del cual colgamos un cuerpo de masa m como muestra la figura

Si suponemos que el cuerpo estd en equilibrio, por la 2% ley de Newton se tiene que
F, =P, (6.1)

donde F,,, = —kAy es la fuerza dada por la ley de Hooke (k es la constante del muelle que se opone
a su extension por el peso y Ay es el alargamiento producido en el muelle). De la ecuacién (6.1)
obtenemos la relacién de equilibrio

—kAy = mg, (6.2)

donde g es la constante gravitatoria terrestre. Si ahora tiramos del cuerpo hacia abajo desplazéndolo
de su posicion de equilibrio y lo soltamos, tenemos

F,, — P=my", (6.3)

donde ahora F,, = —k(Ay + y) donde y es la separacién del cuerpo de su posicién de equilibrio. En
ausencia de efectos de rozamiento, desarrollando la ecuacién (6.3) obtenemos

—k(Ay +y) — mg =my"
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y teniendo en cuanta la relacién de equilibrio dada por (6.2) deducimos que el movimiento del cuerpo
viene dado por la ecuacién diferencial
my” + ky = 0.

Notese como el peso no aparece en la ecuacién final. Esto es debido a que partimos de la condicién
de equilibrio y si partimos de esta condicién las furzas debido al peso no van a aparecer en general en
todas las ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales que generemos a partir de estos sistemas
dados por muelles. De los contenidos del Tema 5 vemos facilmente que la solucién de la ecuacién es
de la forma

y(t) = c1 cos(wt) + cosin(wt) (6.4)

donde ¢y, c2 son dos constantes que dependen de las condiciones iniciales de la posicién y la velocidad
y w = \/k/m recibe el nombre de periodo. Haciendo el paso a coordenadas porlares ¢; = Acos¢ y
co = Asin ¢, la ecuacién (6.4) se escribe como

y(t) = Acos ¢ cos(wt) + Asin ¢sin(wt) = Asin(wt + ¢),

donde A recibe el nombre de amplitud y ¢ el de fase o argumento inicial. El movimiento descrito
por estas ecuaciones se llama movimiento oscilatorio simple, y como puede observarse es periédico
de periodo w. Por ejemplo, si w = 27 y las condiciones iniciales son y(0) = 1 e ¢/(0) = 0, entonces la
tnica solucién del problema de condiciones iniciales es

y(t) = cos(2t)

que como sabemos tiene la grafica

1
. A A /\
1 2 3 4
-0.5
-1
Supongamos a continuacién suponemos que el cuerpo se encuentra sometido a una fuerza de

rozamiento proporcional a la velocidad del mévil (F,. = ¢y, ¢ > 0). Por ejemplo, si el muelle y el
cuerpo se encuentran sumergidos en algun tipo de liquido. Ahora la ley de Newton nos proporciona

E,—P—-F. =my",

de donde procediendo como en el caso anterior vemos que el movimiento del cuerpo vendra descrito
por la ecuacién
1 /
my" +cy + ky =0.

En este caso obtenemos las raices

—c+ /2 —4dmk —c — /2 —4dmk
2m

Yy Qo =

o] =
2m
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distinguiéndose la siguiente casuistica.

Si ¢ — 4mk > 0, las soluciones serfan de la forma
y(t) = cre™ + e

si a; # g, caso llamado sobreamortiguado. Por ejemplo, si k =2 = m y ¢ = 5 con las condiciones
iniciales y(0) = 1 e /(0) = 0 la solucién es

4 1
) = = —t/2 T2t
y(t) = ge 3¢

cuya gréfica aproximada es

Si ¢2 — 4mk = 0, las soluciones son de la forma
y(t) = (01 + Cgt)eay

en el caso llamado criticamente amortiguado correspondiente a la situacién oy = ay = o = —c¢/2m.
En el caso particular en que ¢ = 4, m = k = 2, con las condiciones iniciales y(0) = 1 e ¥'(0) = 0
tenemos que la tnica solucién es

y(t) = (L+t)e™,

cuya grafica es

Por dltimo, si ¢ — 4mk < 0, tendremos las raices complejas conjugadas 5 tiw, donde w =
c2

1. La ecuacién del movimiento ahora es de la forma

£k _
y(t) = e~ m [c1 cos(wt) + o sin(wt)] = e~ A sin(wt + ).

5]
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Este movimiento se va amortiguando debido a que la amplitud va decreciendo a cero cuando el tiempo
se hace cada vez méas grande y recibe el nombre de movimiento subamortiguado. Por ejemplo, para
el casom =1, c =4,y k =1y condiciones iniciales y(0) =1 e ¢’(0) = 0 la tnica solucién es

y(t) = e H[cos(v/3t) + 2/V/3sin(v/3t)]

cuya gréfica aproximada es

1 2 4 5 g
-0.25
0.5

Si ahora ademds suponemos la presencia de una fuerza externa al sistema F(f) actuando sobre
nuestra masa puntual, el movimiento vendra descrito por la ecuacién diferencial no homogénea

my"” +cy' + ky = F(t). (6.5)

Normalmente la fuerza sera de la forma F(t) = asin(Q2 +1), donde a, 2,1 € R, teniéndose entonces
las vibraciones forzadas. Estudiaremos en las préacticas con Mathematica como son algunos tipos de
vibraciones forzadas. Veremos que cuando €2 = w la amplitud de la vibracién es médxima, dando
lugar al fenémeno conocido como resonancia, de gran importancia desde el punto de vista técnico,
ya que por ejemplo es un soporte tedrico para la amplificacién en la radio. Pondremos de manifiesto
en las practicas también el caso conocido como casi—resonancia, para valores de ) préximos a w.

6.2 Circuito eléctrico LRC

Consideremos un circuito eléctrico que lleve en serie una bobina de inductancia L, una resistencia R,
un condensador de capacidad C'y que es alimentado por una f.e.m. V(t), segin muestra la siguiente
figura

o

© o
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Suponiendo que L, Ry C son constantes, mediante fisica elemental se sabe que el voltaje generado
V (t) se consume en todos los elementos del circuito, es decir,

Vit)=Ve+Ver+ VL

donde Vi, Vg y VL representan la diferencia de potencial entre el condensador, la resitencia y la
bobina respectivamente. Sabiendo que

_a®)
VC_ Ca

donde ¢(t) es la carga en cada instante de tiempo,

Ve = Rq'(t)

Yy
VL = Lq"(t),

obtenemos la ecuacién lineal de orden dos
Lq"(t) + R (t) +q(t)/C =V (t). (6.6)

Teniendo en cuenta que la intensidad i(¢) se define como la derivada de la carga ¢(t) obtenemos la
ecuacién en términos de la intensidad

Li"(t) + Ri'(t) + i(t)/C = V'(t) (6.7)

Como puede apreciarse, las ecuaciones (6.6) y (6.7) son idénticas a la ecuacién (6.5) que proviene
de la vibracién de un muelle. Asi, cabe el mismo anilisis para circuitos que hicimos en el apartado
anterior.

6.3 Ejercicios

1. De un resorte eldstico pegado al techo pende una masa de 3K, como muestra la figura siguiente.
Si en estado de equilibrio el muelle se estira 1 m. respecto de su longitud inicial y suponemos
nulo el efecto del rozamiento del aire, describir el movimiento descrito por el cuerpo producido
al separarlo 1 m. respecto de su posicién de equilibrio.

2
::

M

2. Si el muelle del ejercicio 1 se introduce en un liquido que produce una fuerza de frenado
proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad ¢ = 1, determinar ahora la
ecuacién del movimiento.



APLICACIONES DE LAS ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2

3. En las condiciones del ejercicio 2, determinar la ecuacién del movimiento en el caso en que se
aplica al cuerpo una fuerza externa f(t) = cost N.

4. Un cuerpo de masa M se ata a un resorte eldstico segin muestra la figura siguiente.

p

Se estira el muelle hasta dejarlo en posicién de equilibrio y a continuacién se desplaza xy cm.
de su posicién de equilibrio. Despreciando la fuerza de rozamiento de la masa M con el suelo,
determinar las ecuaciones del movimiento en caso de que:

(a) No actia ninguna fuerza externa al sistema.

(b) Sobre el sistema actiia una fuerza externa f(t).
Aplicar el resultado tedrico a los siguientes casos:

(a) M =5ky.; k=4N/cm.; xo = lem.; f(t) = 0.
(b) M =1k,.; k= 1N/em.; zo = 0.5cm.; f(t) = €' cost.
5. Consideremos el cuerpo de la figura siguiente. Si la masa del cuerpo es M y las constantes de
restauracién de cada muelle son k; y ko y suponemos el cuerpo libre de rozamiento, determinar

la ecuacién de movimiento cuando desplazamos el cuerpo xg cm. de su posicién de equilibrio
(suponemos despreciable la fuerza de rozamiento del cuerpo con la superficie).

|'lt'1 - II;.‘:'
|
M y W
|

6. Consideremos el circuito eléctrico de la figura.

V(t)
(Y
A—y

f"‘:,__

o8
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Calcular la intensidad de corriente que pasa por los cables de dicho circuito en los siguientes
casos, suponiendo que el circuito estd descargado (i(0) = ¢'(0) = 0):

(a) C=1F; R=1Q; L =0H; V(t) = sint.
(b) C=1F; R=2Q; L =0H; V(t) = €' cos(2t).
(c) C=2F; R=3Q; L=0H; V(t) = ¢&*.
(d) C=1F; R=1Q; L = 1H; V(t) = sint.
(e) C=05F; R=1Q; L=1H; V(t) =t*
)

29
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Capitulo 7

Resolucion de sistemas lineales de
coeficientes constantes

Sumario. Teorema de Cayley-Hamilton. La exponencial de una matriz. Método
préactico para resolver sistemas homogéneos. Sistemas no homogéneos: método de
variacion de constantes.

Vamos a considerar sistemas de la forma
y' =A-y+b(z), (7.1)

donde A = (a;;)1=/=" es una matriz cuadrada, b(z) = (by(z), ba(), ..., by(2))t donde para 1 < j < n,
b; son funciones reales definidas sobre un intervalo de la recta real I ey = (y1,¥s,...,yn)". Los
métodos que vamos a estudiar son matriciales por lo que es necesario tener frescos conceptos sobre
la teorfa de matrices y especialmente con la diagonalizacién de éstas.

7.1 Resolucién del sistema homogéneo

Vamos a introducir un método matricial para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales con
coeficientes constantes que puede verse en [DeGr, pg. 384-402] o [Oma, 153-161] y que estd basado en
el cdlculo de la exponencial de una matriz utilizando el Teorema de Cayley-Hamilton. Explicaremos
en primer lugar en qué consiste el Teorema de Cayley—Hamilton y posteriormente introduciremos
la exponencial de una matriz, que nos va a proporcionar la solucién de sistemas homogéneos de la
forma

y =A-y,

1<5< .
donde A = (a;;);=]Z, es una matriz cuadrada.

7.1.1 Teorema de Cayley—Hamilton

1<5< . _
Supongamos que A = (a;;);=7=) es una matriz cuadrada y q(z) = apz* +ap_125 1 + ...+ a1z + ag, es

un polinomio de coeficientes reales. Si intercambiamos x por A construimos lo que denominaremos
un polinomio matricial
k k—1
q(A) = ax A" + a1 A" + .+ a1 A + aol,.
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Notese que el término independiente del polinomio aparece multiplicado por la matriz identidad I,.

Por ejemplo, si
1 2
()

q(A) = A*+2A -1,
(12 3+2 12 (10
- \3 4 3 4 0 1
/38 58
—o\87 125 )¢

El Teorema de Cayley—Hamilton afirma lo siguiente.

v q(z) = 23 + 2z — 1, entonces

Teorema 7.1 (Cayley—Hamilton). Sea A = (aw)}ggf una matriz cuadrada y sea p(x) = |A —
xL,| su polinomio caracteristico. Entonces p(A) = 0.

A modo de ejemplo, dada la matriz anterior, su polinomio caracteristico es
p(z) = 2° — 5z — 2,
y si calculamos

p(A) = A? -5A —2I,
- 7 10 (5 10\ (20
- 15 22 15 20 0 2
{00
—\o0 0/

Este teorema serd clave para poder obtener una férmula que permita resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes.

7.2 Resolucién de sistemas. La exponencial de una matriz
En esta seccién vamos a obtener una férmula para resolver sistemas de ecuaciones de la forma
y =A-y, (7.2)

donde A es una matriz cuadrada de coeficientes reales. Para esto, debemos recordar un caso particular
de éste cuando la matriz es de una fila y una columna, es decir, cuando tenemos la ecuacién lineal
homogénea de orden uno

v =ay, a € R.

En este caso, la solucién general de esta ecuacion es de la forma

y(x) =ec, c € R.
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Por analogia con el caso unidimensional, para el caso general la solucién del sistema (7.2) va a ser
de la forma

y(x) = AT,

donde C es un vector columna constante y e* es la exponencial de la matriz A - = definida por la

serie
i

- x
AT = E A" —.
!
=0

Para hacer mds comprensible este capitulo, vamos a dar algunas nociones sobre la exponencial de
una matriz.

7.2.1 La exponencial de una matriz

Consideremos una matriz cuadrada A. Como hemos definido anteriormente, la exponencial de dicha
matriz viene definida, en analogfa con la exponencial de un nimero real, viene dada por la serie

[e's)
o1
GA: E AZ',—,
: 7!

=0

donde supondremos que A° = I,,. Esta serie siempre es convergente, es decir, para toda matriz
cuadrada con coeficientes reales la serie anterior nos proporciona una matriz de coeficientes reales.

Hay casos en los que es bastante sencillo calcular la exponencial de una matriz. Por ejemplo,
si D = diag(dy, ...,d,) es una matriz diagonal, entonces para todo nmimero natural ¢ se tiene que
D’ = diag(dt, ...,d") y entonces

P = ;D "
= idiag( Zl,,d;)%
i=0 )
= diag ;T!l""’z_;ﬁ

= diag(e™, ..., e™).

Por ejemplo, si

1 0 O
D= 2 0 ,
0 0 -2
entonces
e 0 O
eP = 0 e 0
0 0 e2
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Ademsds, la exponencial de una matriz cumple la siguientes propiedades (que no justificaremos). Si
A y B son matrices cuadradas que conmutan, esto es A - B = B - A, entonces

A+B A B. (73)

Dado el vector columna C, la funcién y(z) = eA® - C estd definida para todo = € R, es derivable y

y'(z) = dixeA'x C=A-eA".C=A y(x),

es decir, es solucién del sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes (7.2).

Ahora bien, consideremos el sistema

" _ (11 N
yé I -1 y2 )
La solucién de este sistema es la matriz
1 1
1 —1)° ( ¢ )
e . ,
(&)

pero jcémo calculamos dicha matriz? A continuacién vamos a ver un método basado en el Teorema de
Cayley—Hamilton que permite hacer el célculo con cierta facilidad, aunque los célculos sean laboriosos.

7.2.2 Calculo practico de la exponencial

Para fijar ideas supongamos que p(z) es el polinomio caracteristico de la matriz A y que tiene k
raices reales o complejas Ai, Ao, ...\x con multiplicidades 7y, ry, ..., rx. Buscamos entonces polinomios
ai(x), as(x), ..., ag(x) con grado a lo sumo r; — 1 para cada 1 < i < k, de manera que se verifique la
igualdad

1wz az(z) ar()
O CA T TR Fywr
de donde
1 =ai(z)q1(z) + az(x)ga(x) + ... + ax(z)qr(z), (7.4)

con g;(x) =p(z)/(x — N\;)™, 1 <i < k. Sustituyendo en (7.4) = por A tendremos
L, =a1(A)q(A) + az(A)ge(A) + ... + ap(A)ge(A). (7.5)

Dado que para todo 1 <1i <k,

0o .
. - (\x) .
eAzx-In _ lez . ( Z") _ 6)\11 . Iny
=0 T
entonces
AT _ irdn (A-Ailn)z _ Aiw Z(A — AL —
=0 I
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De aqui, multiplicando por la izquierda ambos miembros por ¢;(A)

X i T - j xj
G(A)h = ) G(A)A ALY -
j=0

rifl :UJ

= 7Y gi(A)(A - AL - il
=0

dado que por el Teorema de Cayley—Hamilton, para todo j > r; se tiene que ¢;(A)(A — \1,)7 =
p(A)(A — \1,)" = 0. Multiplicando nuevamente por la izquierda por a;(A) obtendremos

Ti—l

a;(A)q;(A)er™ = - " a;(A)gi(A) (A — ALy

J=0

) J
iz

i (7.6)

Sumando (7.6) desde 1 hasta k y teniendo en cuenta (7.5) concluimos que la exponencial de la matriz
puede calcularse con la férmula

k

=3 (A a(A)a(A) A - ALY %) . (7.7)

La matriz asociada al sistema es

y el polinomio caracteristico
p(z) = 2* — Tz + 6,

que tiene por raices A\; = 1 y Ay = 6. Calculamos ahora a; y as a partir de

1 ai a9 (CLl + CLQ)I’ — 6&1 — a9
prm— —|— = y
plx) z—-1 z-6 p(z)

de donde obtenemos el sistema
a1+ ay = O,
—6CL1 — Q9 = 1,

que tiene por solucién a; = —1/5y as = 1/5. Ademads

ai(z) = pla)/ (@ — 1) =z — 6
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Aplicamos ahora la férmula (7.7) y tenemos que

ew(—1/512) . 12(A — 612) + 66$<1/512) : IQ(A — Ig)
1 [ 3e5% 4+ 2¢" 2e5% — 2¢”

5 \ 3¢5 —3e® 2e%% +3e* |-

eA~:l:

La solucion del sistema serd

(yl(x)) B 1'(3661—}-261 2661—269”)_(61)
y(x) ) 5\ 3e% — 36 2e5% + 3e” Co
_ 1 ( €% (3cy + 2¢2) + € (2¢1 — 2¢3) )
5\ €%(Bcy + 2¢2) + €% (=3¢t +3c2) )
esto es 1
yi(z) = R (€% (3e1 + 2¢2) + €°(2e1 — 2¢2))
e

1
yo(z) = R (€% (3c1 + 2¢2) + €°(—3e1 + 3¢2))

donde ¢; y ¢ son dos constantes reales. Si tuviésemos alguna condicién inicial, por ejemplo, y;(0) =
1, y2(0) = 0, entonces planteando el sistema

Y1 (0) =C = 1,
yg(O) = Cy — 0,
obtendriamos que

1
yi1(z) = —(366”” + 2€%)

ot

1
yo(x) = 3(36’6:’: — 3¢”)

es la tinica solucién de dicho problema de condiciones iniciales.

Consideremos ahora el sistema
{ Y = 3y + Ye;
Ys = —y1 + y2;
cuyo polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(r) = 22 — 4z + 4, que tiene por solucién
la raiz doble A = 2. Entonces
1 aq ay

plz)  (z-2? p(z)
de donde a; =1y

@ =p(z)/(z-2)*=1.
Aplicando la férmula (7.7) tenemos que

! i

"

AT = a(A)qp(A)) (A= 2L) - =
i=0 '

o 1 1
o (1))
. 20 1+x xXr

- ¢ —z 14z
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con lo que la solucién del sistema

n(z)\ [ 1+az)e* re’® ¢l

yo(x) ) —ze? (14 x)e* e )’
donde ¢; y ¢ son dos constantes reales (la expresiéon definitiva de y; e yo se deja como ejercicio al
lector).

Si por ltimo tomamos el sistema

{ Yy = 3y1 — Bys;
yé =Y1 — Y2

podemos ver que el polinomio caracteristico asociado a la matriz A es p(z) = 2% — 2z + 2 que tiene
por raices los nimeros complejos conjugados Ay = 1417y Ay =1 — 4. De la expresién

1 ap as (a1 + ag)z + ay(—1 +14) + as(—1 — 1)

p@) @—1-9) (@-1+0) (@)

Y

que da lugar al sistema
a] + ag = O,
al(—l + Z) + CL2<—1 — Z) = 1,

que nos da como solucién a; = % y ag = —%. Teniendo en cuenta que

q(r)=2—1+1,

G(r) =2 —1—1,

se tiene aplicando la férmula (7.7)

1 1
eA.gc _ e(1+z)m? . 12(A o (1 _ 2)12) _ 6(171)15 . I2<A — (1 + 1)12)
i 7
_oafwlf2+i =5\ _ul(2-i -5
A iz iz ir_ gix
o€ .e . e +e _5E ‘6
T _ i e’ — W e + e
- -2 , +
2% 21 2
_ e, 2sinx + cosx —o5sinw
- sinx —2sinx +cosx )’
dado que . .
621’ + e*ll’
cosy = ———
y . .
‘ et _ iz
sinx =
24
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Entonces toda solucién del sistema viene dada por la expresién

yi(z) '\ e 2sinz + cosx —bsinz | a
yo(z) ) sin z —2sinx + cosx ¢ )’
donde ¢; y ¢ son dos constantes reales.

Los tres ejemplos anteriores resumen los casos que pueden darse para el caso de sistemas de dos
ecuaciones con dos incégnitas, es decir, que el polinomio caracteristico tenga dos soluciones reales
distintas, una real doble o dos complejas conjugadas. Cuando el niimero de ecuaciones es mayor,
pueden aparecer otros casos, pero bdsicamente la matriz exponencial contiene en sus coordenadas
funciones de la forma

e cos(fx) y x"e* sin(fx),

donde n > 0 y a y 3 son niimeros reales. En cualquier caso, resolveremos sistemas que a lo sumo
tienen cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, pues a partir de ese nimero de ecuaciones los célculos
suelen ser muy largos y engorrosos en general.

7.3 El método de variacion de constantes

Volvamos ahora sobre el sistema no homogéneo (7.1) y supongamos conocida la solucién general del
sistema homogéneo asociado. Para terminar de resolver el sistema no homogéneo usaremos el método
de variacién de constantes. Para ello supongamos que la solucién es de la forma

y(z) = A C(a),
donde C(x) es una funcién a determinar. Derivando respecto de x obtendremos que
y'(z) = Ae?® . C(z) + 2. C'(z) = A - y(z) +e** - C'(2).
Sustituyendo en el sistema no homogéneo tendremos
A -y(z)+et-Cl(z) = A y(z) +b(z),

o equivalentemente
e . C'(z) = b(w).

A-

Dado que la matriz e** es invertible (recordar la Proposicién 4.4) y teniendo en cuenta que

Az 6—A~w — 60 — In7

A

concluimos que e A es la inversa de eA” y entonces

C(z) = /eA'I -b(z)dx. (7.8)
Una vez calculada C(z) obtenemos la solucién del sistema no homogéneo.
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Por ejemplo, consideremos el sistema

Yy = dyi + s + €%;
Yo = 3y1 + 31,

que también podemos escribir como

n\_(42\ (wn n e’

Y5 3 3 Y2 0 )
Ya vimos que la exponencial de la matriz del sistema era

Aw _ L [ 3e% 42" 2e% —2¢”
© 75 3¢5 — 3e®  2e5% + 3e”

por lo que a partir de (7.8) obtenemos

(a0) = /3

8

3767 4 27 2¢ 62 _ 97 NP
3e 6% — 37 2767 4 377 0

(S S R R

=3¢ /5 4+ 2z + ¢
—3e75/5 — 31 + ¢y

con lo que la solucién

(x) = L. 30 4-2e% 20" —2¢* \ 1 [ =3¢ /5+ 22 + ¢
y n 3eb” — 3e”  2e% 4 3e” 5\ —3¢7"/5 -3z + ¢y

1 (3% 4 2e" 2% —2e" \ (¢ n iex [ 10z -3
95 3e67 — 3e* 257 4 3e® Co 25 3—152 /-
Nétese que una solucién particular del sistema es
(z) = ie”” o 10z -3
Yol = 95 3— 15z )

por lo que haciendo k; = ¢;/5, i = 1,2, tenemos que

ol =

tal y como el Teorema 4.5 afirmaba.

Si por ejemplo consideramos el problema de condiciones iniciales

Yy =4y + 2y, + e
Yo = 3y1 + 3y2;
yl(o) = 07?J2<0) =1
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se verificard que
de donde

Co = 22,

de donde sustituyendo en la solucién general concluimos que

() =% (o)

es la tinica solucién de dicho problema de condiciones iniciales.

7.4 Ejercicios

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales de la forma
y=Ay

donde la matriz A es la siguiente:

(=5 o) w(33) e(l2)

1 -1 3
011
-3 —1 2 -9
(P 0) e(iY) oo
110
-1 1 1 08 0 011
(2) 1 -1 1 (hy [ 0 0 -2 i) 3 01
1 1 1 2 8 =2 310
2. Resolver los siguientes problemas de condiciones iniciales:
=y ¥ =—4(x +vy) ' =3x+ 8y
(a) § ¥ =—x (b) ¢ o' +4y =4y (€ ¥=-3y—=
z(0) = y(0) =1 z(0) =1, y(0) = z(0) = 6, y(0) = —2
¥=x—z r=y+z
Yy =2y Yy =—x+z
(d) Zd=x+z © d=—z—y
z(0) = =2, y(0) = 2, 2(0) = -1 z(0) = y(0) = 2(0) = -1
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3. Resolver los siguientes sistemas y problemas de condiciones iniciales

1 =y +te? ' =4x + 3y + 5z + el sin 2t
() ¥ =-20+3y+e* (b)) ¥ =-y—4z
z(0) =1, y(0) = —1. 2 =2y+3z
! — —
2 11 0 Vst
, - — 3y
(0) y'= g _} ? y+ (1) (d) 2 =9x+ 3y — 4z
z(0) =2(0) =0, y(0) =3
=-2x—5y+t , (=3 -1 0
(e) Y =z+2y+t? (f) Y= -1 sint
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Capitulo 8

Aplicaciones de los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales

Sumario. Vibraciones mecdnicas con varios cuerpos acoplados. Circuitos eléctri-
cos. Problemas de mezclas con varios recipientes interconectados. Climatizacién de
edificios con varias estancias.

8.1 Vibraciones mecanicas

Al estudiar sistemas mecénicos en los que aparecen varios cuerpos, como el que muestra la figura

h1
k2

P2

aparecen de una manera natural sistemas de ecuaciones diferenciales lineales como las que permiten
estudiar el movimiento de tales cuerpos. Suponemos que los cuerpos estdn en equilibrio, es decir, no
hay movimiento y los pesos de cada cuerpo se compensan con la fuerza de cada muelle proporcionada
por la ley de Hooke (ver por ejemplo la ecuacion del muelle deducida a partir del equilibrio en el
Tema 6). Tiramos del cuerpo M, hacia abajo, produciéndose también un desplazamiento de M, y
a continuacion soltamos el cuerpo M,, produciéndose asi un movimiento. Si suponemos que no hay
fuerzas debidas al rozamiento y denotamos por F} la fuerza recuperadora del primer muelle y F; la
del segundo, tenemos por la segunda ley de Newton la ecuacién

MQy/QI = F27
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donde 1, es lo que se ha separando el cuerpo M, de la posicion de equilibrio. Para el cuerpo M;
tenemos la siguiente ecuaciéon de movimiento

Ml?/f = F — I3,

segun el siguiente esquema de fuerzas, suponiendo que el movimiento de ambos cuerpos es hacia
arriba y que ambos muelles estan estirados, por lo que la fuerza recuperadora tiende a contraerlos.

T
|
l I3
Y Fa
|
Ahora bien, por la ley de Hooke, F; = —kyy;, donde y; es el desplazamiento del primer cuerpo
respecto de la posicién de equilibrio. Por otro lado, Fy = —ko(y2 — 31), dado que el estiramiento del

segundo muelle es y, — y;. Las ecuaciones de movimiento son entonces

Myy! = — (k1 + k2)y1 + kayo,
Mayy = kayr — kaypo.

Introduciendo las variables dependientes z; = 3] y 22 = 4 y dividiendo por las masas obtenemos el

sistema
4

yi =z,
o= _k?1 + ko ﬁ
Yy = z2,
2y = ﬂI‘Jl - ﬁ@/%
\ M2 M2
cuya matriz es
0 1 0 0
k
kit 0 L) 0
A — M1 M1
0 0 0 1
k
2 0 _ k. 0
M, M,

Si el sistema de muelles hubiera estado en un tanque con un liquido, apareciendo entonces una
fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad ¢; para el primer
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cuerpo y ¢y para el segundo, tendriamos ahora por la ley de Newton

Mﬂﬁ' = —F— Frla
MQ?JQ/ =I5 — Fo,

donde F,; y F,o denotan las fuerzas de rozamiento. Entonces

My = — (k1 + k2)y1 + kayo — 194,
Mays = kot — kot — c23,

y procediendo como antes

Y = %1,
j/[ ‘[\4—1 1 ]\4—1 1 M1 2,
Yy = Z2,
gote, ko
0 M, M, M,
cuya matriz del sistema es
0 1 0 0
Ltk ko
_ M, M, M,
A 0 0 0 1
kg 0 k2 (&)
M, My M,

Si ademds aparecen otras fuerzas externas actuando sobre alguno de los cuerpos, por ejemplo una
fuerza F'(t) actuando sobre el segundo cuerpo, las ecuaciones de movimiento serian

Mwﬂ' = — Fy,— F,
M2yé/:F2_Fr2+F(t>7

que da lugar al sistema

Y1 = <,
, o kitk o a I ko
1 M, 1 M, 1 M, Y2,
yé = Z]? I
/ 2 2 Co
= —y— —Ys— — F(t
| 2 M2y1 M2y2 M222+ (t),
que en forma matricial es de la forma
0 1 0 0
yi _kl + ]{72 _i ﬁ 0 U 0
2| M, M, M, a | 0
Yh 0 0 0 1 Yo 0
2 L] 0 ke _o 2 F(t)
M, My My

En los ejercicios del final del tema pueden verse otros sistemas unidos por muelles, que también
dan lugar a sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
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8.2 Circuitos eléctricos con varias ramas

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales también aparecen cuando consideramos circuitos eléc-
tricos con varias ramas, como muestra la siguiente figura:

— &
B %
L
SRR
R, | 5

En este caso debemos aplicar las leyes de Kirchoff para obtener las ecuaciones. La primera de ellas
afirma que en cada nudo o punto de remificacién del circuito, la suma de las intensidades entrantes
es igual a la suma de las intensidades salientes. En el circuito de la figura esto nos proporciona la
ecuacion

Il = ]2 + Ig.

En segundo lugar, consideramos los dos subcircuitos que hay y fijamos un sentido de la corriente,

como muestra la siguiente figura
)

-|:f:|
— : . m=
SUREVA —

I‘ %
e

Tomamos el primer subcircuito por separado, que es

c,
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Para este subcircuito tenemos la ecuaciéon

V(t) = VCI + VRl + VR2

donde ¢
Vo, = =,
Cl Cl
donde ¢, es la carga que da lugar a la intensidad I,
VR1 - [1R17
VR2 - IQRQ.

Teniendo en cuenta que las intensidades I; e I, llevan el sentido que nosotros hemos prefijado, y
tomando la derivada primera, tenemos la ecuacién

V'(t) = 1R + I, /C1 + I,Ry.

Tomamos ahora el segundo subcircuito que muestra la figura

Iy

i, | 5

?:,

o —

cuya ecuacion serd

0= —VvR2 +VL+V6’27

teniendo en cuenta que ahora I va en sentido contrario a prefijado por nosotros al principio y de ahi
el signo negativo. Procediendo como antes obtenemos la ecuacién

0=—I3Ry+ I]L + I3/Cs,
y combinando las tres ecuaciones tenemos el sistema
[1 = I2 + [37
V(t) = I{1R1 + I, /Cy + L3Ry,
0=—LRy+ I{L + I3/Cs.

Eliminando I; tenemos las dos ecuaciones

V'(t) = I5(Ry + Ry) + IRy + I,/ Cy + I3/ Ch,
0=—LRo+ I§L + I3/Cy,

7
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e introduciendo la variable z = I}, el sistema queda

V'(t) = I5(Ry + Re) + 2Ry + I,/ Cy + I3/ CY,
Il ==z
0= —[éRQ + Z'L + [3/02.

Despejamos [, I y 2’y tenemos el sistema en la forma

1 L 1 PR R ()
Ci(Ri+Ry) > Ci(Ri+Rs) > Ri+Ry  Ri+Ry

o Ity I _( Ry n 1 )] Ry . RyV'(1)
" CL(Ri+Ry)> \CL(Ri+Ry)  LCy) % L(Ri+ Ry  L(Ri+Ry)

que en forma matricial es

V'(t)
Ié I2 R1 + R2
I |=A-| I |+ 0
2 z RV'(1)
L(R; + Rs)
donde
1 1 R
Ci1(Ry + Rs) Ci(Ry + Rs) Ry + Rs
A= 0 0 1

R, R 1 Ry Ry

" C.L(Ri+R,) CiL(Ri+Ry) LC, L(R +R,)

Otros circuitos similares serdn estudiados en los problemas de este tema.

8.3 Problemas de mezclas con varios recipientes

Supongamos que tenemos dos recipientes conteniendo ambos una cierta sustancia en disolucién.
Podemos pensar por ejemplo en agua salada. Los recipientes estan conectados entre si, de manera
que puede pasar cierta cantidad de sustancia de un recipiente al otro y viceversa. Ademds, cada
recipiente puede estar en contacto con el exterior, permitiendo que entren sustancias del exterior y
dejando salir también sustancias de los recipientes al exterior. En este tipo de problemas se trata
de determinar la concentracién de sustancia disuelta en cada recipiente. Consideremos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 8.1 Dos grandes tanques, cada uno con 100 litros de liquido se encuentran interconectados
por medio de tubos. El liquido fluye del tanque A (ver dibujo posterior) hacia el tanque B a razén
de 31/m y de B hacia A a razén de 1//m. El liquido contenido en el interior de cada tanque se
mantiene bien agitado. Una solucién de salmuera con una concentracion de 2 K g/l fluye del exterior
hacia el tanque A a razén de 61/m. La solucicién (diluida) fluye hacia el exterior del tanque A a
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razén de 41/m del tanque B a 21/m. Si inicialmente el tanque A contenia agua pura y el B 200 kg
de sal, determinar la cantidad de sal en cada instante.

Gl e

—_— | i
2Ky /1

—_—

U i

L i

'
= |'

Para resolver el problema, llamemos x(t) e y(t) las cantidades de sal en cada instante en los
tanques A y B, respectivamente. Recordemos los problemas de mezclas con un tinico recipiente
vistos en el Tema 3. De estos problemas, vemos que la variacién de la cantidad de sal en A es

' (t) = ve — vg

donde v, es la velocidad de entrada de sal y v, es la velocidad de salida. Para el caso del tanque A
se tiene que

Ve =61/m-2Kg/l+11/m- %K /1

&Kg/l

()K/l im0

ve=41l/m- <)K/l-|—3l/ 00

100

de donde obtenemos la ecuacién diferencial

donde ahora

O

e = 31
ve =31/m - 100

vs=11/m é)K Jl+21/m- yléo)K /l=31/m 15)3}( /l,

de donde obtenemos la ecuacién
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y por consiguiente el problema de condiciones iniciales

, 7 1
(t) = () - -y (1)
AT 1007\

2(0) = 0; y(0) = 200.

El sistema es no auténomo, y puede escribirse de forma matricial como

(v )= 23 (G69)+(%)

Dejamos la resolucion del sistema al alumno. Otros problemas de este tipo se propondran al final
del tema.

8.4 Climatizacion de edificios con varias estancias

También en el Tema 3 vimos una aplicaciéon de las ecuaciones diferenciales a la climatizacién de
edificios con una sola estancia. Esta aplicacién se basaba en la ley de enfriamiento de los cuerpos de
Newton. Vamos a ver qué pasa si el edificio tiene méas de una estancia, como el del siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.2 Un edificio consta de dos zonas A y B (vedse la siguiente figura). La zona A es
calentada por un calefactor que genera 80000 Kcal/h. La capacidad calorifica de la zona A es de
1/4°C por cada 1000 Kcal. Las constantes de tiempo de transferencia de calor son entre la zona A
y el esterior 4 horas, 2 horas entre las zonas A y B y 5 horas entre la zona B y el exterior. Si la
temperatura exterior es de 0°C', determinar la temperatura de cada zona.

: Bl

th — —

b

Para resolver el problema, llamemos z(t) e y(t) a las temperaturas de las zonas A y B, respecti-
vamente. FEntonces ] 1
(1) = 20— 2(t) + S(ult) — 2(0) + U (D),
donde )
U(t) = 7 °C/1000 Kcal - 80.000 Kcal /h = 20°C/h,

de donde conseguimos la ecuacion
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Por otra parte, para la zona B tenemos

(1) = 20— y(0) + 3 (x(0) — y(0),

con lo que tenemos el sistema

—3z(t) + 3y(t) + 20,

{ z'(t)

y'(t) = 52(t) — 5y().

Dejamos la resolucién del sistema al alumno. Otros ejemplos de este tipo serdn estudiados en los
ejercicios.

8.5 Ejercicios

1. Dos sélidos estédn atados a unos resortes como indica la figura.

*

F

¥

— -

Si estdn en equilibrio, determinar las ecuaciones del movimiento para ambos sélidos cuando
se separan de su posicién de equilibrio. Aplicarlo al caso en que las masas de los son iguales
a 1K,. los resortes tienen una constante recuperadora de 1 y 2 N/m, respectivamente y los
cuerpos se separan 1 y 0.5 m.

2. Dado el sistema en equilibrio determinado por la figura

Al i —
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determinar las ecuaciones de movimiento que se producen al desplazar la masa de la izquierda
75 mm hacia la izquierda para luego soltarla. Se supone que no hay resistencia con el suelo y
que m = 15kg, ky = 0.8 N/mm y ko = 0.9 N/mm. Determinar las posiciones de los cuerpos a

los 5 segundos de soltar el cuerpo.

3. Determinar las ecuaciones de movimiento para el siguiente sistema suponiendo nulos los efectos
del rozamiento de los cuerpos con el suelo.

|r.'

S

I LS T

i)

4. Determinar las intensidades que circulan por el siguiente circuito, inicialmente descargado (con-
diciones iniciales nulas), en los siguientes casos:

10H S0
I T ™, Pl Vo
I,
Vit) I
() g 100 Z 100
NS

(a) V(t)=20V.
(b) V(t) =costV.
(c) V(t) = 10tV.

5. Suponiendo condiciones iniciales nulas, calcular las intensidades del siguiente circuito

LY

5Ll

S

§ 20H

1,
1) “ Iy

1 /30F
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6. Suponiendo condiciones iniciales nulas, calcular las intensidades del siguiente circuito

|
|
0.5F

1. ©
0.5H § 142

W

donde V' (t) = cos(3t).

7. Dado el circuito de la figura, obtener la intensidad que circula por cada una de los cables
sabiendo que inicialmente estaba descargado.

2062 0.5H I Iy LH
/H/l/ LAV Y o T — — LA

Z 100
() 2001 84 %

8. Resolver el ejercicio anterior suponiendo que el voltaje es de sin(27t) voltios.

9. Dos tanques que contienen cada uno 50 litros de liquido se ecuentran interconectados por medio
de dos tubos. El liquido fluye del tanque A hacia el tanque B a razén de 4 litros por minuto y
del tanque B al tanque A a 1 litro por minuto. El liquido contenido en cada tanque se mantiene
prefectamente agitado. Hacia el tanque A entra del exterior agua a razén de 3 litros por minuto
y la solucién fluye hacia el exterior por el tanque B a la misma velocidad. Si inicialmente el
tanque A contiene 25 kilos de sal y el tanque B no contiene nada de sal, determinar la cantidad
de sal en cada instante de tiempo.

— I

—_— [

Tangque A Tanque B
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10.

11.

12.

Dos grandes tanques, cada uno de 50 litros se encuentran interconectados por un tubo. El
liquido fluye del tanque A hacia el B a razén de 5 litros por minuto. El liquido contenido en el
interior de cada tanque se mantiene bien agitado. Una salmuera con concentracién de 3 kilos
por litro fluye del exterior hacia el tanque A a razén de 5 litros por minuto, saliendo hacia
el exterior a la misma velocidad por un tubo situado en el tanque B. Si el tanque A contiene
inicialmente 50 kilos de sal y el tanque B contiene 100 kilos, determinar la cantidad de sal en
cada instante.

Tangue A Tangue B

Un edificio consta de dos zonas A y B. Solamente la zona A es calentada por un calefactor, que
genera 80.000 kilocalorias por hora. La capacidad calorifica de la zona A es de 1/4 de grado
Celsius por cada 1000 kilocalorias. Las constantes de transferencia de calor son 4 horas entre
la zona A y el exterior, 5 horas entre la zona B y el exterior y 3 horas entre las dos zonas. Si la
temperatura exterior es de 0 grados Centigrados, ;a qué temperatura puede llegar a enfriarse
la zona B?

Nota: las constantes de transferencia de calor son las inversas de las constantes que aparecen
el la ley de enfriamiento de Newton.

doma A _ | Zona B

!
|

-—1

I
|

1t

'y
A

Para fines de refrigeraciéon una casa consta de dos zonas: la zona de dtico A y la zona B o
habitacional. El drea habitacional es refrigerada por medio de una unidad de aire acondicionado
de 2 toneladas que disipa 24000 kilocalorias por hora. La capacidad calorifica de la zona B es
de 1/2 grado centigrado por cada 1000 kilocalorias. La constantes de transferencia de calor son
2 horas entre la zona A y el exterior, 4 horas entre la zona B y el exterior y 4 horas entre ambas
zonas. Si la temperatura exterior permanece a 40 grado centigrados, ja qué temperatura puede
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llegar a calentarse la zona del dtico?

_.-""-/H\\ i

ﬂ na A

|4
t

il
| ¥
VI
—

Zona B
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Capitulo 9

Teoria cualitativa de ecuaciones
diferenciales

Sumario. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos. Espacio
de fases y érbitas. Teorfa cualitativa para ecuaciones auténomas. Teoria cualitativa
para sistemas planos: isoclinas e integrales primeras. Clasificacién de los sistemas
lineales con coeficientes constantes. Estabilidad de sistemas lineales. Método de
linealizacién de Lyapunov y el Teorema de Hartman—Grobman. El método directo
de Lyapunov. Aplicaciones.

Se pretende en estas notas hacer una recopilacién de unos contenidos bédsicos sobre la teoria
cualitativa de las ecuaciones diferenciales. Aunque la palabra cualitativa pueda sonar extrana, en
realidad, el alumno ya debe conocer estudios cualitativos de funciones de variable real.

Pongamos un ejemplo y consideremos la funcién f(x) A priori la expresién analitica

5
de la funcién no nos dice mucho acerca de la misma, es decir, 1a—il_)§rtir de la expresion analitica de la
funcién no obtenemos facilmente informacién 1til. Sin embargo a partir de esta expresién analitica
podemos obtener su representacién grifica, que nos proporciona un andlisis cualitativo de ésta. Asi,
estudiando limites, asintotas, extremos relativos, etcétera podemos obtener una informacién mucho

més visual y manejable que la proporcionada por la expresion analitica de la funcién.

-4 -2 2 a
Como vemos, la gréfica nos muestra que la funcién es acotada, con un valor maximo de 1 en el
punto 0. También y entre otras cosas, vemos como la funcién tiende a 0 en +oo. En definitiva, la

87



TEORIA CUALITATIVA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

informacién visual aportada por la grafica nos da mucha informacién sobre el comportamiento de la
funcién en cuestion.

Esta es la filosofia en la que se basa el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales: obtener
representaciones graficas de las soluciones de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales, o més
precisamente de familias de soluciones, es decir, informacién gréfica sobre tipos de soluciones que se
engloban en unos objetos llamados érbitas.

El por qué de este estudio cualitativo de la ecuaciones diferenciales es el siguiente. Ya a finales
del siglo XIX los mateméticos perdieron toda esperanza de encontrar soluciones de ecuaciones y
sistemas de ecuaciones diferenciales. Se ponfa fin por tanto al estudio cuantitativo de las ecuaciones
diferenciales, cuyo estudio ha marcado la primera parte del curso. Una vez que se renuncié al anélisis
cuantitativo, se obtaron por dos vias complementarias que tratan de obtener informacién sobre las
soluciones de ecuaciones diferenciales sin necesidad de resolver la ecuacién. Una de estas vias es
el estudio de los métodos numéricos para ecuaciones diferenciales que serd objeto de estudio en la
asignatura de cuarto curso métodos numéricos. Sobre la segunda via, el estudio de la teorfa cualitativa
de ecuaciones diferenciales vamos a dar unas pequenas pinceladas al final del curso.

Hay que destacar que ambas vias gozan de buena salud en lo que a investigacién en matemaéticas
se trata. En particular, el desarrollo de la teoria cualitativa, usando como herramienta métodos
numéricos aplicados en cada vez mas potentes ordenadores, ha dado lugar a la gestacion de una de
las teorfas matemadticas de la més vigente actualidad como es la teoria del caos.

9.1 Ecuaciones y sistemas auténomos

Una ecuacién diferencial auténoma es una expresion de la forma

Y = fy)

donde f es una funcién real de variable real. Hay que enfatizar que en la ecuacién no aparece la
variable independiente de la cual depende y. Ejemplos de este tipo de ecuaciones son:

y =y,

/ 2

y =y’siny,
y =e'y.

Un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo es una expresion de la forma

yi = fl(y17y2v'~7yn)a
yé = fl(yluy27 "'ayn)u

y;l = fl(yhy% "'ayn>a

donde f; : Q CR"” — R, 1 < i < n. Ejemplos de sistemas auténomos son:

(norrn
/

y=x—UY,
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{ r = sin(x + y),

y' = cos(z +vy),
x = ey,
y = e* .

Cualquier ecuacién o sistema de ecuaciones no auténomos pueden reescribirse como un sistema
auténomo introduciendo una nueva variable dependiente. Para ejemplificar este hecho consideremos
la ecuacién

y =t-.

Tomando z(t) = t como una nueva variable dependiente, la ecuacién anterior podemos escribirla

CO1mo
=1,
y =1y

No obstante, aumentamos en una dimensién el nimero de variables dependientes, lo cual supone un
alto precio a la hora del estudio cualitativo de la ecuacién. Sin otra consideracién, piénsese que es
mas sencillo a priori representar curvas en dos dimensiones que en tres. Ademsds, en el caso de los
sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos, el estudio de la teoria cualitativa en dimensioén tres
dista mucho de estar analizado y comprendido, con lo cual el pasar de dimensién dos a tres no nos
asegura ningin conocimiento sobre el sistema.

9.2 Soluciones y érbitas

Sea el sistema auténomo
y =f(y) (9.1)

donde y = (y1,y2, .-, Yn) y £: Q@ CR" — R™ es una funcién con funciones coordenadas fi, fo, ..., fu-
En general supondremos que la funcién f satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad
de soluciones, por lo que el problema de condiciones iniciales

{ y' =1(y),

y(to) = ¥o,

tendra una tnica solucién que denotaremos por y(t, %y, yo). Supondremos ademéds que esta solucién
estd definida en el intervalo més grande posible (solucién mazimal), denotado por (a(to,yo), b(to, o)),
a(to, ¥o), b(te, ¥o) € R, y que normalmente sera toda la recta real (es decir, en casi todos los ejemplos
que estudiemos a(ty,yo) = —00 y b(to, yo) = +00). El espacio 2 C R" en el cual estédn definidas las
soluciones del sistema (9.1) se llamard espacio de fases. Se define la érbita del sistema asociada a la
condicién inicial (g, yo) como la grafica en R™ de la solucién maximal y(¢,,yo) asociada a dichas
condiciones iniciales. Puede haber soluciones distintas que den lugar a la misma érbita, por lo que
las érbitas pueden ser miradas cémo "tipos de soluciones esencialmente iguales”.

Ejemplo 9.1 Consideremos la ecuacién diferencial auténoma
Yy =y
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Aqui, el espacio de fases es toda la recta real R al estar la funcién f(y) = y definida para todo
nimero real. Dados ¢y, 39 € R, sabemos que la solucién maximal definida en toda la recta real del
problema de condiciones iniciales
{ y =y,
y(to) = vo,

viene dado por y(t,t9,yo) = yoe'". Si representamos en el plano algunas soluciones para valores
positivos, negativos y nulo de gy, tenemos:

to

10 ¢

Como vemos, cuando y, > 0 las gréficas de las soluciones son siempre la semirrecta (0, +00), cuando
Yo < 0 son (—o0,0) y por tltimo, el caso yy = 0 es degenerado con solucién constante y por tanto la
grafica sera un tnico punto {0}. Asf en este sistema distinguimos tres tipos de érbitas segin el signo
de la condicién inicial que consideremos. Ademsds, todas las soluciones con g, > 0 son estrictamente
crecientes, mientras que si yo < 0 las soluciones son estrictamente decrecientes. Todo esto podemos
resumirlo de la siguiente forma

R

'
e
v

(—oc, 0) (0, o)

donde la orientacién de las flechas marca el crecimiento o decrecimiento de las soluciones que generan
cada orbita. Como puede apreciarse, el diagrama de fases contiene toda la informacién cualitativa
de las soluciones: cada una de las tres 6rbitas nos proporciona toda la informacién que conocemos
sobre la representacion gréfica de las soluciones. B

Vamos a ver a continuacién cémo obtener toda la informacién sobre diagramas de fases de siste-
mas auténomos sin necesidad de resolver la ecuaciéon. Previamente necesitamos saber como son las
diferentes orbitas que pueden presentarse en un sistema auténomo. Para ello es preciso introducir
algunas definiciones. Diremos que yo € R"™ es un punto critico de (9.1) si f(yo) = 0. Los puntos
criticos tienen la peculiaridad de ser 6rbitas (llamadas degeneradas) del sistema (9.1), ya que la fun-
ci6én definida como y(t,ty, yo) = yo para todo t € R es solucién del problema de condiciones iniciales
correspondiente. Una vez identificada un tipo de érbita, pasaremos a enunciar sin demostracién el
siguiente resultado, que describe toda la casuistica que se puede presentar para orbitas en sistemas
auténomos.
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Teorema 9.1 Sea el sistema auténomo dado por (9.1). Entonces se verifican las siguientes afirma-
clones:

(a) Dadas dos orbitas 'y y I'y son siempre disjuntas o iguales. Ademds si son iguales existe ty € R
tal que yi(t + to) = y2(t), donde y1 e ys son las soluciones asociadas a las drbitas T'y y 'y
respectivamente.

(b) Si T es una orbita no degenerada del sistema, entonces es de uno de los siguientes tipos:

(b1) Cualquier solucion 'y asociada a I' es inyectiva.

(b2) Cualquier solucion'y asociada a I' es periddica de periodo T > 0, esto es, y(t+T) = y(t)
para todo t en su dominio de definicion.

Nuestro objetivo a partir de ahora serd estudiar las érbitas de un sistema auténomo dado in-
tentando esbozar lo que se conoce como diagrama de fases del sistema. Empezaremos estudiando
diagramas de fases definidos por una ecuacién diferencial auténoma, como la estudiada en el primer
ejemplo.

9.3 Teoria cualitativa ecuaciones autéonomas

Volvamos al ejemplo
y =y

Vamos a ver cémo obtener el diagrama de fases de la ecuacién sin necesidad de conocer las soluciones.

En primer lugar calculamos los puntos criticos del sistema, que en este ejemplo concreto se
reducen al 0. Asi, el conjunto {0} constituye una érbita degenerada que da lugar a la solucién
constante y(t) = 0. Como las érbitas son siempre disjuntas, el 0 divide la recta real en dos conjuntos
(—00,0) ¥ (0,400) de manera que si una condicién inicial de una solucién estd en por ejemplo en
(—00,0), dicha solucién nunca podréd pasar a (0,+00) y al revés. Ademds, si y(t) es una solucién
contenida en (—o00,0), entonces es estrictamente decreciente ya que y'(t) = y(t) < 0. Igualmente
vemos que si y(t) estd contenida en (0, +00), entonces debe ser estrictamente creciente.

Para completar el estudio s6lo debemos comprobar que (—o0,0) y (0,4+00) son dos orbitas.
Supongamos por ejemplo que (a,b) C (—o00,0) es una érbita. Si a < —oo, entonces tomamos el
problema de condiciones iniciale

{ y =y,
y(0) = a,

que proporciona una solucién maximal y(t,0,a), que serd decreciente. Por lo tanto existe ¢ty < 0 tal
que y(tp,0,a) > a y por tanto, la 6rbita generada por y(t, 0, a) tendrd interseccién no vacia con (a, b),
por lo que en virtud del Teorema 9.1 éstas deben ser iguales. Asi podemos extender la 6rbita (a, b)
més alld de a hasta —oo. Por un razonamiento andlogo podemos extenderla a partir de b hasta 0.
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Asi tenemos las tres érbitas del sistema que representamos como

R

el
o
0]

(—oc, 0) (0, o)

A partir de un diagrama de fases, y siempre suponiendo que las soluciones maximales estdn
definidas en toda la recta real, podemos esbozar la grifica de las soluciones de una ecuacién auténoma.
Pongamos el siguiente ejemplo:

(o0, —1) (-1.0) (0, +a¢)

L

Entonces, suponiendo que toda solucién maximal estd definida en todo R, el diagrama anterior nos
dice que toda solucién contenida en (—oo, —1) es creciente, las contenidas en (—1,0) son decrecientes
y las contenidas en (0,400) son crecientes, por lo que las gréficas de las soluciones tendrian el
siguiente aspecto:

I

Ejercicio 9.1 FEsbozar los diagramas de fases de las siguientes ecuaciones diferenciales:
(@y =yly—1) b))y =yy+1) (Jy=y"-1

Ay =vyy—=2) (v =y/ly=1) )y =+1-y

! y / — Qi . / — 2
(9)y V-0 (h)y =siny (i) y =y +1
9.4 Teoria cualitativa de sistemas planos

Para obtener diagramas de fases de ecuaciones auténomas de orden uno, bastaba con conocer
nociones sobre la derivada de una funcién. Al aumentar una dimensién, el estudio para obtener
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diagramas de fases necesariamente se complica, aunque en algunos casos es posible. Hemos de decir
que debemos de conformarnos con llegar a dimensién 2, ya que para dimensién mayor o igual que tres
no se sabe en general cémo obtener dichos diagramas de fases. Vamos a ver qué ideas necesitamos
para esbozar tales diagramas.

9.4.1 Calculo de los puntos criticos

Consideremos el sistema auténomo dado por

{ :Z'J - fl(m7y>7
y = falz,y).

En este caso las érbitas son curvas planas que por el Teorema 9.1 pueden ser de tres tipos:
e Degeneradas (correspondientes a los puntos criticos).
e Periddicas.

e No cerradas y sin autointersecciones (las llamadas érbitas regulares).

Para empezar con el andlisis del diagrama de fases, determinaremos en primer lugar las érbitas
degeneradas, que las calcularemos resolviendo el sistema

{ﬁ@wﬁz&
f2(17,y) = 0.

Ejemplo 9.2 Consideremos el sistema

P =4y,
y =z—y,

del cual obtenemos sus puntos criticos resolviendo el sistema lineal

r+y=0,
x—y=0,

del que facilmente obtenemos que su tinico punto critico es el (0, 0), que serd por tanto la unica 6rbita
no degenerada del sistema. B

Ejemplo 9.3 Sea ahora el sistema

¥ =x+y,
Yy =2z + 2y.

Ahora es facil comprobar que el sistema

r+y=0,
2z 4+ 2y =0,

es compatible indeterminado y que por tanto la recta z + y = 0 es una recta de puntos criticos. B
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Ejemplo 9.4 Los anteriores sistemas eran lineales. Consideremos el sistema no lineal
= —ux,
y =1—a%— >

—x = 0;
1—a22 -9 =0,

de donde obtenemos los puntos criticos (0,1) y (0,—1).

Ahora resolvemos el sistema

Ejercicio 9.2 Dados los siguientes sistemas planos, calcular los puntos criticos de los mismos.

w{oZitd wf [ o", o S

Yy =b5x—Ty x Y =z + 9>
=2+ ¥ =x+2y x = e

b
w{oZnth w{iZu? of 7

9.4.2 Isoclinas

Consideremos una solucién (x(t),y(t)) del sistema plano

{ :Z'J - fl(m7y>7
y = falz,y).

Entonces el vector velocidad de la curva plana determinada por la solucién es

('(2),y/' () = (f(=z(t), y(1), fola(t), y(1))),

por lo que estard determinado por (z(t),y(t)), o lo que es lo mismo, por el valor en un punto (x,y)
del plano. Es decir, para todo (z,y) el vector (fi(z,y), fo(z,y)) es tangente a las 6rbitas del sistema.

Las isoclinas son los puntos del plano de tangencia horizontal y vertical, siendo la isoclina hori-
zontal la determinada por la curva

f2(x7y) = Oa

y la isoclina vertical la determinada por

fl(‘r:y) =0.

Los puntos de interseccién de las dos isoclinas dan lugar a los puntos criticos del sistema. Ademsés,
en general las isoclinas dividen el plano en diferentes regiones donde el vector tangente tiene la
misma direccién y sentido. Teniendo en cuenta los signos de las funciones que determinan el sistema
podemos esbozar las direcciones del campo de velocidades del sistema.
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Ejemplo 9.5 Consideremos el sistema

P =z+y,
y=z-y.

La isoclina horizontal viene dada por la recta

r—y=0,

mientras que la isoclina vertical estd dada por

x+y=0.

Asi, podemos esbozar aproximadamente el campo de velocidades como muestra la siguiente figura,
donde principalmente hemos de fijarnos en las direcciones y sentidos de los vectores velocidad.

=y

I

Notar que el punto (0,0), unico punto critico del sistema se obtiene como interseccién de las dos

rectas isoclinas. l

Ejemplo 9.6 Sea ahora el sistema

=z +y,
y = 2x + 2y.

Este sistema no tiene isoclinas horizontales y verticales, dado que la recta x = —y contiene todos los
puntos criticos del mismo. El esbozo de las direcciones de los vectores velocidad del campo se recoge
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en la siguiente figura.

p

r =y

|
Ejemplo 9.7 Consideremos el sistema no lineal
= —x,
{ y/:1—$2—y2.
La isoclina vertical serfa la recta x = 0, mientras que la isoclina horizontal es la circunferencia

22 + 9% = 1. Asf vemos que en los sistemas no lineales las isoclinas no tienen por que ser rectas. El
diagrama de las direcciones de los vectores velocidad se muestra a continuacion.

xr=1

-
~
~ T
s
~ e

Ejercicio 9.3 Obtener las isoclinas y esbozar el diagrama de las direcciones del vector velocidad de
las orbitas para los sistemas del Ejercicio 9.2.
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9.4.3 Integrales primeras y diagramas de fases

Una vez obtenidos los puntos criticos y las direcciones de los vectores velocidad de las futuras
orbitas, necesitamos un método para obtener cada una de éstas. Con caracter general sélo dispon-
dremos del célculo de lo que se conoce como integrales primeras del sistema. Tomemos como siempre

el sistema
{ ‘rl - fl(mv y>7
y' = faz,y).
Se definen las integrales primeras del sistema como aquellas que se obtienen resolviendo las ecuaciones
y'(x) _ f?(xa y)
f 1 (.CI? ) y)
o bien
:c’(y) — fl(xu y)
f 2 (.T ) y) ’

auqnue en general sélo utilizaremos la primera ecuacién. Notese que los papeles de las variables
independientes cambian en las ecuaciones indistintamente. Se puede probar aunque queda fuera del
alcance del curso que las integrales primeras son unién de érbitas del sistema original. Asi, cuando
las integrales primeras puedan dibujarse de forma sencilla, podremos obtener el diagrama de fases
del sistema, donde las direccién temporal de las 6rbitas viene marcada por las distintas direcciones
del vector velocidad obtenido en la secciéon anterior.

Ejemplo 9.8 Sea de nuevo el sistema

P =z+y,
y=z-y.

Las integrales primeras del mismo se obtendran resolviendo la ecuacion

y/:x_y
r+y

o equivalentemente
y—x+ (z+y)y =0.

Como puede comprobarse facilmente esta ecuacién es exacta, y su solucién general es de la forma

donde ¥ = (y + z)/ V2, por lo que vemos que las integrales primeras son hipérbolas si ¢ # 0 y dos
rectas si ¢ = 0. Las rectas son §j = 4z, o equivalentemente 3y = (£1/2 — 1)z. Teniendo esto en cuenta
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y tomando como partida la informacién sobre integrales primeras obtenida anteriormente, esbozamos
el siguiente diagrama de fases.

y=—(1+2)z r=y

Notese que la direccién temporal en las érbitas estd indicada por una flecha. Esa direccién viene
marcada por la direcciéon y sentido del vector velocidad obtenido previamente: segin la regién,
determinada por las isoclinas, en la que la érbita esté se tendra una direccién. Nétese ademds que
las rectas y = —(1 +v/2)x e y = (=1 + /2)z contienen 3 érbitas: dos semirrectas divididas por la
6rbita degenerada formada por el punto critico (0,0).

Ademis, las érbitas estdan formadas por las curvas completas salvo que, como en el caso de las
semirrectas, haya varias orbitas contenidas en la misma curva. Es decir, la curva comprendida entre
el primer y segundo cuadrante es necesariamente una érbita del sistema, no puede ocurrir que se
divida en varias érbitas por el mismo argumento que el explicado en el primer ejemplo de esbozo de
sistemas de fases de ecuaciones auténomas. B

Ejemplo 9.9 Tomemos el sistema

v =1x+y,
Yy = 2x + 2y.

Recordemos que todo los puntos de la recta x = —y son criticos y que no hay isoclinas. Las integrales
primeras se calculan a partir de la ecuacién

2 2
Y (z) = 2y 2,
rT+y
de donde comprobamos facilmente que se trata de la familia de rectas paralelas
Yy =2x+c.
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Esbozamos entonces el diagrama de fase en la siguiente figura.

L

Nétese que cada recta paralela contiene tres érbitas diferentes: dos semirrectas separadas por un
punto critico perteneciente a la recta r = —y. B

Ejemplo 9.10 Sea por tltimo el sistema

{x’zy,
y =2’

y hagamos un estudio del mismo encaminado a obtener su diagrama de fases. En primer lugar,
nétese que las rectas y = 0 y x = 0 son las isoclinas vertical y horizontal, respectivamente. Asi el
tnico punto critico del sistema serd el (0,0). Por otra parte, para el cdlculo de las integrales primeras
hemos de resolver la ecuacién de variables separables

y'() =2"/y(@),

de la cual obtenemos facilmente la solucién

y(x) = £/2%/2 + c.
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Con tada esta informacién esbozamos el siguiente diagrama de fases.

Ejercicio 9.4 FEsbozar el diagrama de fases de los siguientes sistemas planos:
¥=ux = -2x+vy
{5 s O ey @{Z2
o' =y(2-y) { =y { zy
d
U{ —@-2y-2 \y=wp Ply=2

9.5 Clasificacion de sistemas planos lineales. Estabilidad de
sistemas lineales

9.5.1 Diagramas de fases de sistemas planos

La gran mayoria de las veces no es posible calcular explicitamente las integrales primeras de los
sistemas planos. Es mads, aunque el cédlculo de éstas sea posible, muchas veces no es sencillo dibujar
en el plano la curva correspondiente a la integral primera. Veamos a continuacién cémo representar
los diagramas de fases de sistemas planos lineales sin necesidad de obtener las integrales primeras
del sistema.

Para fijar ideas, sea el sistema lineal

2’ = ax + by,
{ Yy = cx + dy, (9:2)

donde a, b, c,d € R. La matriz asociada a dicho sistema es

A=)
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y su polinomio caracterfstico

a— A b

PV=|7 0 g

‘:)\2—(&+d)>\+ad—bc.

Una de las claves para representar este tipo de sistemas es la siguiente propiedad.

Proposicién 9.2 Sea el sistema plano dado por (9.2) y sean Ay € R un valor propio de A y v, € R?
un vector propio asociado a A\;. Sea Ly la recta generada por vi. Entonces para todo (xo,y0) € Ly
se verifica que cualquier solucion de (9.2) que pase por (zo,vo) estd contenida en L.

Demostracién. Supongamos por simplificar que (2(0),y(0)) = (xo,y0) (los otros casos son
andlogos haciendo un cambio en la variable independiente). Si (zo,%0) = (0,0), entonces la 6rbita
es el punto critico. Asi, supongamos que (zg,yo) # (0,0). Como A\; € R, necesariamente existe otro
valor propio real Ay. Distinguimos entonces dos casos: (a) A\ = Ay y (b) A\; # Aa.

Caso (a). En este caso la solucién asociada a la condicién inicial estd dada por

(360) = ()

— Mt (A (AL + (A — ML) < o ) :

Yo

donde a;(A) =1, y ¢1(A) = I,. Ahora bien, como (z¢, o) € L; y es no nulo, es un vector propio de

A asociado a A\, con lo que
. To . 0

Entonces para todo t € R se verifica que

(20 < moamiar () < (2 et

Caso (b). Ahora la solucién es de la forma

() = ()

= aA)a(A) + Ma@n@)] (),

donde a;(A) = 1Lz, ¢1(A) = A — Xolo, a2(A) = c2lb y ¢2(A) = A — M1y, con¢; € R, i = 1,2. Como
(20, Y0) €s un vector propio asociado a Aj, se verifica que

@(A)(iﬁ):(A—)\lIQ)(;()’):(g).

(3 ) = o ()
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= 6)\1t6112(A - /\212) ( o )

— 6)\1t61A ( To ) — 6)\1t61/\2 ( To )
Yo Yo
Zo

como querfamos probar. l

Procedemos a continuacién a la clasificacién de los sistemas planos lineales, entre los que distin-
guimos dos casos iniciales atendiendo a la nulidad o no del determinante de la matriz del sistema A.
Asimismo, estos dos casos se subdivirdn en dos segtn sea la matriz A diagonalizable o no, segun el
siguiente esquema.

A diagonalizable.
A no diagonalizable.

Al£0 — {

|A[ =0

A diagonalizable.
A no diagonalizable.

Caso no degenerado: |A| # 0

Caso A: La matriz A es diagonalizable.

Sean A\; y A2 dos valores propios reales con vectores propios asociados v; y va, respectivamente.
Entonces las dos rectas Ly =< v; >y Ly =< vy > contienen cada una tres orbitas del sistema:
dos semirrectas divididas por el punto critico (0,0). Para cada una de esas semirrectas existen sélo
dos opciones: la direcciéon de la orbita las aleja del punto critico, o las acerca. Esto, junto con las
isoclinas y el campo de velocidades, nos permiten esbozar el diagrama de fases, como veremos en los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 9.11 Consideremos el sistema

' =3x+y,
y =x+ 3y.
El polinomio caracteristico asociado a la matriz del sistema es p(\) = A — 6)X + 8, que c6mo

comprobamos facilmente tiene por raices A\; = 2 y Ay = 4, valores propios de la matriz, por lo que
ésta es diagonalizable. De dlgebra lineal deducimos que las rectas de valores propios son x +y = 0
para el valor propio 2 y x — y = 0 para el valor propio 4. Esto, juntos con las isoclinas horizontal
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y = —x/3 y vertical y = —3z, nos permite esbozar el siguiente diagrama de fases.

> x

A

Vi

/

Fi

N
AN

Notar que
i [12(6), gl = Jim /a(t)* + y(2)? = +oo

y limy o 2(t) = limy_._ y(t) = 0 para todas las érbitas excepto para la érbita degenerada. Este
tipo de diagrama de fases recibe el nombre de nodo inestable. B

Ejemplo 9.12 Consideremos ahora el sistema

' =x— 4y,
y = —2x —y.

El polinomio caracteristico es p(\) = 22 — 9, de donde los valores propios son 3 y —3. La recta inva-

riante correspondiente al valor propio 3 es y = —z/2, mientras que z = y es la recta correspondiente
al valor propio —3. Junto con las isolinas obtenemos el siguiente diagrama de fases.

y=—2x s

i

y=x/d

S / 7= —x/2
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Noétese que todas las érbitas excepto las contenidas en la recta x = y cumplen la condicién
: — 1 2 2 _
i [[2(t), y(1)]| = lim /2(2 + y(02 = +oc.
Este tipo de diagrama recibe el nombre de punto de silla. B

Ejemplo 9.13 Sea el sistema

¥ =—4x + vy,

y = 4dx — 4y.
Se comprueba ficilmente que \y = —2 y Ay = —6 son los valores propio de la matriz del sistema,
con subespacios propios asociados y = 2x e y = —2x, respectivamente. Las isoclinas y el campo de

vectores nos ayudan a esbozar el siguiente diagrama de fases.

y=2x

W

Y,;////

Obsérvese como la isoclina y = = puede atravesarse de derecha a izquierda en el primer cuadrante,
pero no de izquierda a derecha. Obsérvense situaciones similares para la demds isoclinas en diferentes
cuadrantes. Por otra parte, también queremos destacar que para toda orbita excepto la degenerada
se verifica que lim;_,o(z(t), y(t)) = (0,0), mientras que

dim_(la(t),y(0)]| = lim_\/z(02 + 502 = +oo.
Este tipo de diagrama de fases responde al nombre de nodo inestable. B

Existe un caso particular de los nodos estable e inestable, que reciben el nombre de nodos estrella
estable e inestable, cuando el valor propio es tnico pero de multiplicidad dos. En este caso cualquier
recta del plano es una unién de dos 6rbitas, como se ve en el siguiente ejemplo.

x = 2x,
y = 2y.
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Puede verse facilmente que 2 es el tinico valor propio y que todo R? es el subespacio propio asociado.
Entonces tenemos el siguiente diagrama de fases

Ejercicio 9.5 FEsbozar los diagramas de fases de los siguientes sistemas lineales, indicando a qué
tipo corresponde:

(a){x’:2x—y, (b){:c’:—x+3y, (C){;:/’:;ix (d){:r’:—Gx—i—Qy,

y =y. Yy =3r—y. Y. y =2z —9y.
' = 8x — 3y, ' =x+ 9y, = -3z,
() { Yy = —2x + 13y. (f) { y = 3z — by. (9) { Yy = —3y.

Caso B: La matriz A no es diagonalizable.

Las causas que producen una matriz cuadrada no diagonalizable son dos, o bien los valores propios
son complejos conjugados, o bien existe un inico valor propio real con multiplicidad dos de manera
que el espacio invariante asociado tiene dimensién uno. Veamos ejemplos de cada uno de estos casos.

Supongamos en primer lugar que los valores propios son a 4 i3, donde « y (3 son nimeros reales.
Para esbozar el diagrama de fases en este caso necesitamos conocer cémo es la solucién del sistema,
que viene dada por

{ z(t) = e*[Cy cos(Bt) + Cy sin(5t)],
y(t) = e*[(Ci(a — a) + C23) cos(Bt) + (Ca(a — a) — C13) sin(B)] /b,

donde C; y C3 son dos constantes reales. Nétese que para que se den valores propios complejos,
necesariamente b debe ser no nulo [ver el sistema (9.2)]. Distinguimos entonces tres casos dependiendo
de que « sea nulo, positivo o negativo.

Ejemplo 9.15 Sea el sistema
' =2x + 3y,
Yy = -3z —2y.
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El polinomio caracteristico es p(A\) = A* + 5, por lo que los valores propios son 4v/5i, por lo que
estamos en el caso en que a = 0. La solucién del sistema en este caso es

{ z(t) = C; cos(v/5t) + Cysin(v/5t),
y(t) = “2048Cs co5(/Bt) — 20450 i (\/Bt),

por lo que vemos que las soluciones son periédicas de periodo 2m/v/5. Este hecho dara lugar a érbitas
periddicas en el diagrama de fases que a continuacién esbozamos.

/
y=—2/3x \.

\ -

y=—3/2x

De hecho, si calculamos las integrales primeras del sistema tenemos la expresién

3 3
5902 + 2y + §y2 =k,

que se comprueba que se trata de una elipse, por lo que las curvas del diagrama son como siempre
una aproximacion cualitativa de las reales. Nétese ademds que las érbitas no tienden en médulo a
400 cuando el pardmetro temporal tiende a +£00. De hecho, cualquier érbita del sistema estd siempre
acotada. Un diagrama de fases como el anterior recibe el nombre de centro. B

Ejemplo 9.16 Estudiemos ahora el sistema

¥ =x+y,
Yy =-3r+y.

El polinomio caracteristico es p(A) = A* — 2\ 4 4, que proporciona los valores propios 1 = 4, por lo
que las soluciones del sistema seran

z(t) = €'[C} cost + Cysint],
y(t) = e'[Cycost — Cy sint].

En ambos casos, los factores C cost + Cysint y Cy cost — C] sint son periédicos con periodo 27, de
manera que si éstos no estuvieran multiplicados por €', tendriamos de nuevo soluciones periédicas.
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El diagrama de fases aproximado del sistema serd

7

y=3dx

donde sélo hemos representado una érbita aparte de la degenerada. Nétese que con un periodo de
27 se pasa por cada una de las isoclinas. Como las funciones aparecen multiplicada por e’, y ésta es
creciente, cada vez que se pasa por la isoclina se hace con un médulo mayor, lo que da esta espiral
saliendo de dentro a afuera. Nétese que

lim {[((t), y(t)]] = oo

t—-+o00

mientras que
lim ||(z(t), y(t)[| =0.

t——o00

Este tipo de diagrama de fases recibe el nombre de foco inestable. B

Ejemplo 9.17 Consideremos por tltimo el sistema

¥ =2z +y,
y = =3z +y,
que nos dard el polinomio p(\) = A 4+ X+ 1 que a su vez nos proporciona los valores propios

—1/2 4 14+/3/2. Las soluciones del sistema son

{ z(t) = e ¥2[Cy cos(v/3t/2) + Cysin(v/3t/2)],
y(t) = e V2 [BEEV3C cog((/3t /2) — BCEEC gin(y/3t/2)].
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De manera similar al ejemplo anterior obtenemos el siguiente diagrama de fases.

e

De manera andloga a la anterior, vemos que

mientras que

Llamaremos a tipo de diagrama de fases foco estable. B

Supongamos ahora que la matriz A tiene un tnico valor propio real A, con multiplicidad dos, y
tal que L =< v > es la recta de vectores propios asociados a A. Distinguimos de nuevo dos casos,
dependiendo del signo del valor propio.

Ejemplo 9.18 Consideremos el sistema

{:r’:2x+y,
/

Y = —x.

Como se puede comprobar facilmente, el polinomio caracteristico es p(A) = A% — 2\ + 1, que nos
proporciona el valor propio A = 1, con subespacio propio asociado y = —z. Junto con las isoclinas
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obtenemos el siguiente diagrama de fases

Aqui se tendréd que
lim {|(z(t),y(t)|| = oo

t—-+o0
mientras que
Jim |(2(t), y(0ll = .

Este tipo de diagrama de fases recibe el nombre de nodo impropio inestable. B

Ejemplo 9.19 Sea el sistema

1’ = -z +y,
Yy =—x—3y.
El polinomio caracteristico del sistema es p(\) = A% 4 4\ + 4, que nos da el valor propio —2 con el
subespacio propio asociado y = —z. Esbozamos el diagrama de fases a continuacién.
"
T

/

y=—x/3

73’?

Ahora se tendra que
lim |[(z(t),y(t)]| =0

t——400
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mientras que

tim_[[(2(0),y(H)]| = +oo.

Llamaremos a tipo de diagrama de fases nodo impropio estable. R

Ejercicio 9.6 FEsbozar los diagramas de fases de los siguientes sistemas indicando de qué tipo se
trata

= -=bxr—uy, ¥ =—x—2y, ' =dx — 2y, ¥ =x+y,
W{y/:x_w (b){y’=5x+y. (C){y'=$/2+2y. (W y=—aty.

=z — 10y, ¥ =—-x+y, x' =z + by, =9z —y,
@y o o B2 w{ It w{ LTy

Caso degenerado: |[A| =0

Caso C: La matriz A es diagonalizable.

Es claro que la matriz A tiene a 0 como valor propio. Para que la matriz sea diagonalizable tiene
que darse alguno de los siguientes casos. O bien 0 es un valor propio de multiplicidad dos con R?
como subespacio propio asociado, o bien existe un valor propio no nulo.

En el primer caso, existird una matriz invertible P de manera que

(0 0\5. (00
A_P<00>P _(OO).

Entonces todos los puntos del plano son criticos y todas las érbitas son degeneradas, por lo que todas
las soluciones son constantes.

En el segundo caso, dado que |A| = 0, esté claro que las filas de la matriz A son proporcionales,
por lo que el sistema

ar + by =0,
cx +dy =0,

tiene por solucién los puntos de la recta axz + by = 0, o lo que es lo mismo, existird una recta de
puntos criticos. Ademds, no habra isoclinas, dado que ambas coinciden en la recta anterior. Vamos
a ver tipicos ejemplos de diagramas de fase de este tipo de sistemas.

Ejemplo 9.20 Sea el sistema

' =x+ 2y,
Yy = 2x + 4y.

El polinomio caracteristico es p(A) = A — 5, por lo que los valores propios serdn 0 y 5. La recta
x + 2y = 0 serd de puntos criticos, mientras que y = 2z es el subespacio propio asociado al valor
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propio 5. Es facil por otra parte ver que las integrales primeras, y = 2x + ¢, se calculan a partir de
la ecuacién y’ = 2. Con esta informacion esbozamos el siguiente diagrama de fases.

/

y="x/2

y=2x

Notese que todas las érbitas excepto las degeneradas cumplen la condicién

i [[(2(6), y()]| = o0

lim {[(z(t), y(t)|] = 0.

t——o00

Ejemplo 9.21 Consideremos el sistema

En esta ocasién el polinomio caracteristico es p(\) = A2 + 3\, de donde los valores propios son 0 y
—3. la recta y = —x es de puntos criticos e y = 2z es la recta asociada al valor propio —3. Al igual
que en el ejemplo anterior, y = 2x + ¢ son las integrales primeras del sistema, con lo que esbozamos
el siguiente diagrama de fases.
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En este caso se cumple la relacién
lim |[(z(t),y(t)]| =0

t——+o0
y .
Jim_|[((t),y(0)]] = +oc.
|

Caso D: La matriz A no es diagonalizable.

La tnica posibilidad para este caso es que 0 sea un valor propio de A con multiplicidad dos de
manera que el subespacio propio asociado tenga dimensién uno. Veamos en el siguiente ejemplo cémo
se esbozaria el diagrama de fases de este 1ltimo caso.

Ejemplo 9.22 Consideremos el sistema

' =2x —y,
y = 4x — 2.

Como puede comprobarse fécilmente, el polinomio caracteristico del sistema es p(A) = A%, por lo que
0 es el unico valor propio con subespacio propio asociado y = 2z, que serd por tanto una recta de
puntos criticos. De nuevo no existen isoclinas del sistema. Es fécil comprobar resolviendo la ecuacién
Yy =2 que y = 2x + ¢ son la integrales primeras del sistema. Esta informacién nos permite esbozar
el siguiente diagrama de fases.

Noétese que

i |[[(2(), y(1)]| = +oo.

Ejercicio 9.7 FEsbozar los diagramas de los siguientes sistemas lineales planos degenerados, indican-
do de qué tipo se trata

ﬂu{:ﬂ:2x+2% &){xhza ﬁ){xhzx+%y M){xhz—x+%

Yy =x+y. Y =x—y. Yy = —x Y =x—y.
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Ejercicio 9.8 FEsbozar los diagramas de fase de los siguientes sistemas lineales planos, indicando su

tipo
4y7 =Tz 5y7 r' =3z — Y,
(a) { = —Q:E +y. (v) { =10z — 7y. (c) { Yy = bx — 2y.
' =2x—y, Tr + 2y, —x =1,
(d){y’:—x+2y. (){y—x 8. (f){y—x 3y.
' =x— 3y, x—2y, ¥=-2r+y,
w{nZe i w{onTy wfys

9.5.2 Estabilidad de sistemas lineales

Si estudiamos con detenimiento los sistemas anteriores, podemos observar una relacién entre los
valores propios de de la matriz asociada al sistema y el comportamiento asintético de las érbitas, esto
es, el comportamiento de las érbitas para tiempos grandes. En particular observamos lo siguiente:

e Si existe alguin valor propio con parte real positiva, entonces

lim_[|(z(t), y(t)[| = oo

t——o0

para toda orbita excepto la degenerada. Es el caso de los nodos inestables propio e impropio,
punto de silla, foco inestable y el del ejemplo 9.20.

e Si todos los valores propios tienen parte real negativa, se tiene que

lim ||(2(2), y(1)|] = 0

t——+o0

para toda érbita del sistema. Es el caso de los nodos estable propios e impropios, foco estable.

e Cuando tenemos que todos los valores propios tienen parte real menor o igual que cero, se tiene

lim ||(z(2), y()|] = 0

t——400

para los casos del ejemplo 9.21, aparte de los mencionados en el punto anterior. Se tiene que

lim {[(z(#), y(t)]] = oo

t—+00

para el ejemplo 9.22. El caso del centro (ejemplo 9.15) es diferente a todos los anteriores, ya
que lo que se verifica es que cada drbita estd acotada, es decir, ||(z(t), y(t)|| no puede ser tan
grande como uno desee una vez que se ha fijado una érbita concreta.

A primera vista vemos que la condicién lim; o ||(x(t),y(t)]| = 0 aparece ligada al adjetivo
estable, mientras que la condicién lim; . |[(x(t),y(t)|] = 400 estd mayoritariamente ligada al
adjetivo inestable. Vamos a continuacién a precisar estas ideas de establidad e inestabilidad, aunque
intuitivamente, vemos que la condicién lim, | ||(2(t), y(t)|| = 0 indica un control de la érbita [cerca
del (0,0)] cuando el tiempo es grande, mietras que la condicién lim; ., |[(x(t), y(t)|| = oo indica
justo lo contrario (ver la disparidad de diagramas de fases cumpliendo esta condicién).
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Definicién 9.3 Sea el sistema auténomo

y' =£(y) (9-3)

dondey = (Y1,Y2, -, Yn) y £ : Q CR™ — R™ es una funcion con funciones coordenadas fi, fo, ..., fn.
Una solucion y(t) de (9.8) definida para todo t > 0 se dice estable si para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que si z(t) es otra solucion que cumple la condicion ||y (0) —z(0)|| < & entonces z(t) estd definida
para todo t > 0 y se verifica que ||z(t) — y(t)|| < & para todo t > 0. Si ademds se verifica que

lim ||z(¢) — y(¢)|| = 0

t—o0

la solucion y(t) se dird asintéticamente estable. La solucion y(t) se dird inestable si no es estable.

Dado que los puntos criticos del sistema son soluciones degeneradas del mismo, se hablarda de
puntos criticos estables, asintéticamente estables e inestables. De los ejemplos anteriores vemos que
el punto critico de los ejemplos 9.15, 9.19, 9.17 y 9.13 son estables.

El ejemplo 9.15 pone de manifiesto que un punto critico puede ser estable y no asintéticamente
estable. Nétese que todos los ejemplos con el adjetivo de inestable en su nombre verifican que el punto
critico correspondiente no es estable. Ademds, puede verse en los ejemplos que todas las érbitas o
soluciones del sistema son estables dependiendo de la estabilidad de los puntos criticos. De hecho, a
la vista de la descripcién de los diagramas de fases para los sistemas planos podemos establecer el
siguiente resultado.

Teorema 9.4 Sea el sistema lineal planoy’ = A -y, A € My«o(R) no nula. Entonces

(a) El sistema es estable si para todo \ valor propio de A se tiene que Re A < 0 y a lo sumo hay
un valor propio nulo.

(b) El sistema es asintdticamente estable si para todo \ valor propio de A se verifica que Re A < 0.

(c) El sistema es inestable si o bien 0 es un valor propio de A con multiplicidad 2, o bien existe
valor propio de A de manera que Re A > 0.

Consideremos ahora un sistema lineal y’ = A -y donde la matriz A tiene n filas y columnas.
Aunque en este caso no disponemos de la representacion de los diagramas de fases del mismo, si que
es posible determinar la estabilidad del mismo, con un resultado andlogo al anterior. Para establecer
el mismo, dada la matriz A, denotaremos por Aq, ..., A\x los valores propios de A con multiplicidades
my, ..., mg. Asimismo, denotaremos por dy, ..., d; las dimensiones sobre C de los subespacios propios

Ker(A — M1,), ..., Ker(A — \I,).

Teorema 9.5 Sea el sistema lineal planoy’ = A -y, A € M,«n,(R) no nula. Entonces

(a) El sistema es estable si Re\; <0, 1 <1 <k, y ademds si \; verifica que Re \; = 0, entonces

(b) El sistema es asintdticamente estable si Re \; < 0 para todo i =1, ..., k.
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(¢) El sistema es inestable si o bien existe \; tal que Re\; =0 y m; > d;, o bien existe \; tal que
Re )\1 > 0.

Ejemplo 9.23 Consideremos el sistema

¥ = -=3x+ 2y + 2z,
Yy =2z +y+ 2z,
2= =20 +2y+z.

Es fécil ver que 1 y —1 son los valores propios de la matriz asociada al sistema, por lo que en virtud
del Teorema 9.5 (c), éste es inestable. B

Ejemplo 9.24 Sea ahora el sistema

¥ =-2x+y—z
y=r—-2y-z
Z=—x+y-—2z

Podemos ver ahora que los valores propios de la matriz asociada son —1, —2 y —3, por lo que por el
Teorema 9.5 (b), el sistema es asintéticamente estable. B

Ejemplo 9.25 Sea el sistema

¥ = —4x +y+ 3z,
Y =2z,
2= =2y.

Puede comprobarse que £2i y —4 son los valores propios de la matriz del sistema. Cémo las dimen-
siones de los subespacios propios de los valores propios 4 son 1 y coincide con la multiplicidad de
éstos, por el Teorema 9.5 (a) y (b) el sistema serd estable, aunque no serd asintéticamente estable. B

Ejercicio 9.9 Dados los siguientes sistemas lineales, decidir si son estables o no.

2 =x — by + 5z, ¥ =-br+y-— =z, ¥ =—-x—2z,
(a) { Yy =-20x—-2y+2z, (b)) ¥y =-20x—-2y+2z (c) y =3z —2y,
2 =3x — 3y + 3z. 2= —-3x+ 3y — 3z. 2 =dx + 2.
¥ =-9x+y— 2z ¥ =-br+y—z, = —2x —2y+ 2z,
(d) < v =3z —9y, (e) § ¥ =—-3x—y+ 3z, (f) ¥ =—2x—2y+ 2z,
Z=dr+y+z. 2= —dr +4y — 2z. 2z =0.

La aplicacién del Teorema 9.5 tiene a priori un punto flaco puesto de manifiesto por el siguiente
ejemplo. Consideremos el sistema

¥ =-2xr+y— 2z,
y' =3z —9y,
Z=dr+y+z

Este sistema coincide con el del apartado (d) del ejercicio anterior en todos los coeficientes de la matriz
asociada excepto el primero. El polinomio caracteristico es p(\) = —A\* —10A*—12A—63, pero resolver
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la ecuacién p(A) = 0 no resulta sencillo, y quizés ni siquiera factible para los conocimientos de los
que se disponen. Ahora bien, para aplicar el Teorema 9.5 en la mayoria de los casos s6lo necesitamos
conocer los signos de las partes reales de los valores propios de la matriz asociada. Para este objetivo
podemos usar el siguiente criterio de Routh-Hurwitz que, aunque no siempre es aplicable, supone
una gran ayuda para determinar al menos si el sistema es asintéticamente estable.

Proposicién 9.6 Sea p(A) = (=1)"\" + a; A" + ... + a,_ 1\ + a,, el polinomio caracteristico de
la matriz A € Mpxn(R). Las raices de p(\) tienen parte real negativa si y solo son estrictamente
positivos los menores principales de la matriz

a; asz as 0
1 Ao Qg 0
0 a; as 0
Ha=1 19 1 4 0

Ejemplo 9.26 Consideremos el sistema
' =3r+y—2z,
Yy =-3z-y—z

2 =—dr—y— 2z

El polinomio caracteristico de la matriz asociada es p(\) = 3 + 11z + 2? — 23 y la matriz Hyp

1 3 0
1 11 0
0 1 -3

cuyos menores principales son 1, 8 y 24. Estd claro entonces que todos los valores propios de la
matriz A tienen parte real negativa, por lo que el sistema serd asintéticamente estable. B

Ejercicio 9.10 Determinar si es posible la estabilidad asintdtica de los siguientes sistemas

1

(a) S ¥ =32—y—52, ()¢ Yy =2-5y—z (c) S ¥V =32~ 50— 152
F=sr—iy—z 2 =2x -2y —4z. 7 =z2x—2y— 2z

9.5.3 ;Por qué un sistema estable es titil en ingenieria?

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no auténomo
y =A-y+£(t),
donde A € M, «,(R) y supongamos que el sistema auténomo asociado
y=A-y
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es asintéticamente estable. Entonces toda solucién del sistema auténomo
ya(t) =eArt.C, CcR"

verifica que
tlim yu(t) = 0.

Ahora bien, toda solucién del sistema no auténomo es de la forma

y(t) = ya(t) +y,(t) (9.4)

donde y,(t) es una solucién particular del sistema no homogéneo. Si tomamos limites cuando ¢ tiende
a infinito, tenemos que
y(t) = yp(t),

es decir, para tiempos grandes (aqui lo de grande depende de cada sistema) la solucién del sistema no
auténomo es basicamente la solucién particular del mismo y la parte de la solucién correspondiente
al sistema homogéneo se va reduciendo con el tiempo. En ingenieria a la funcién f(¢) se le llama
entrada del sistema e y,(t) es la salida del mismo. Si el sistema es estable, al variar la entrada,
varfa la salida sin que la parte homogénea intervenga en el proceso. Esto es lo que ocurre en la
mayoria de los sistemas lineales utilizados en las ciencias experimentales, como en circuitos eléctricos
o vibraciones mecénicas.

9.6 Estabilidad local de sistemas auténomos

9.6.1 Meétodo de linealizacion de Lyapunov. Teorema de Hartman-—
Grobman

Analizaremos a continuacién la estabilidad de puntos criticos de sistemas auténomos mediante
un método que es cominmente usado en las ciencias experimentales, el método de linealizacion.
Supongamos un sistema auténomo

y' =£(y) (9.5)

con f definido sobre el abierto 2 C R"™ y sea yo € R™ un punto critico aislado del mismo (un punto
critico es aislado si existe € > 0 tal que la bola abierta de centro y, y radio € no contiene puntos
criticos aparte de yg). Consideremos el sistema linealizado dado por

y = JE(yo) -y, (9.6)

donde Jf(yy) es la matriz Jacobiana de f en el punto y,. Por ejemplo consideremos el sistema

1 = 2%+ 2z + 97,
y = =223 + 2.

Es evidente que (0,0) es un punto critico del sistema. La matriz Jacobiana en (0,0) es

J£(0,0) = (g g)
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y el sistema linealizado serd
' =2z,
Yy = 2y.

Es de esperar que localmente (cerca del punto critico yg), el comportamiento asintético de los
sistemas (9.5) y (9.6) sea parecido. Este parecido se precisard con el Teorema de Hartman—Grobman,
para cuya compresién necesitaremos algunas definiciones previas.

En primer lugar necesitamos una herramienta para comparar localmente sistemas auténomos.
Esta herramienta es la conjugacion topoldgica [Jim, pag. 239]. Los sistemas (9.5) y (9.6) se dice
topoldgicamente conjugados si existe una aplicacién continua, biyectiva con inversa continua h : {2 —
R™ verificando la condicién h(y(¢,y0)) = z(t, h(yo)) para todo yo € Q [aqui z(¢, h(yo)) representa la
solucién maximal de (9.6) con condicién inicial h(yg)]. Si existen abiertos de R* U y V' de manera que
son topolégicamente conjugados los sistemas restringidos a estos abiertos, entonces los sistemas (9.5)
y (9.6) se diran localmente topoldgicamente conjugados. Para entendernos, una conjugacién topoldgica
lleva 6rbitas de un sistema en 6rbitas del otro sistema, preservando la orientacion temporal.

La segunda definicién que interviene en el enunciado del Teorema de Hartman—Grobman es el de
punto critico hiperbdlico. Con la notacién anterior y, se dice hiperbdlico si los valores propios de la
matriz Jacobiana Jf(yg) tienen parte real no nula. En caso contrario yq se dird no hiperbélico. En
el ejemplo anterior, el valor propio de la matriz Jacobiana es 2 con multiplicidad 2, por lo que (0, 0)
es un punto critico hiperbdlico.

Teorema 9.7 (Hartman—Grobman) Sea yo un punto aislado critico hiperbdlico de (9.5). Enton-
ces existen entornos U deyy y V de 0 tales que los sistemas (9.5) y (9.6) son localmente topoldgica-
mente conjugados.

En virtud del teorema anterior sabemos que los sistemas

1 =2+ 2z + 97,
y = =223 + 2y.

' =2z,
Yy =2y,
son localmente topolégicamente conjugados en un entorno del punto (0,0). Asi, si el diagrama de
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fases del sistema linealizado es (ver ejemplo 9.14)

/

sin conocer exactamente las 6rbitas del sistema no linealizado sabemos que cerca de (0, 0) se obtienen
“deformando” de forma continua las érbitas del sistema linealizado, como por ejemplo muestra la
siguiente figura:

e _

<
/

N

Obsérvese como en el dibujo las rectas del sistema linealizado son deformadas y transformadas en
curvas. Ademads, como la orientaciéon temporal se conserva, la estabilidad del punto critico puede
estudiarse a partir del sistema no linealizado. Asi, el punto critico (0,0) es inestable para el sistema
no linealizado dado que es inestable para el sistema linealizado.

Hemos de enfatizar el caracter local del Teorema de Hartman—Grobman. Por ejemplo considera-
mos el sistema )
x = —ux,
ey 1)
con dos puntos criticos hiperbdlicos, (0,1) y (0,—1). A partir del resultado anterior vemos que
(0, 1) es asint6ticamente estable y (0, —1) es inestable, pero obviamente el sistema (9.7) no puede ser

globalmente conjugado a los sistemas y’ = Jf(0,1)-y oy’ = Jf(0,—1) -y, dado que éstos sélo tienen
un punto critico.
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Ejercicio 9.11 Obtener los puntos criticos de los siguientes sistemas vy determinar si son o no
hiperbolicos:

w{nZe s w{iZ . e{Timy @y

¥=y—e" —x :c:—x —|—xy—x+y
(6){y’:y+e_w (f){y =1—a?—y? (g){ 4y o —4dy+2

Ejercicio 9.12 Determinar las isoclinas de los sistemas del ejercicio 9.11, asi como la direccion del
vector velocidad a las orbitas en las regiones que las isoclinas determinan.

Ejercicio 9.13 Obtener el sistema linealizado en los puntos criticos de los sistemas del ejercicio
9.11. Determinar su diagrama de fases e indicar si es posible la naturaleza del punto critico en un
entorno del mismo.

Ejercicio 9.14 FEsbozar el diagrama de fases de los siguientes sistemas no lineales:

w{ Bty oty @y

y' = xy? y=z
Ejercicio 9.15 Consideremos la ecuacion de Van Der Pol
v+ —ex'(1-2*)=0
donde € es un pardmetro real. Transformar dicha ecuacion en un sistema plano y determinar los

puntos criticos del mismo. Determinar la naturaleza de los puntos criticos en funcion del pardmetro
£.

Ejercicio 9.16 Idem para la ecuacion
2" + 22’ + (1 — e®)z = 0.
Ejercicio 9.17 Sea el sistema

{x’ z+ (e+ 1)y

Yy =2e—-1z+y

donde € es un pardmetro real. Se pide:

(a) Discutir la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema en funcion del pardmetro €.

(b) Esbozar el diagrama de fases del sistema para el valor € = 1.
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9.6.2 El método directo de Lyapunov

Aunque el Teorema de Hartman—Grobman proporciona una herramienta ttil para distinguir la
estabilidad de puntos criticos hiperbdlicos, resulta ineficaz para tratar la misma cuestién con puntos
criticos no hiperbdlicos. Una opcién alternativa vilida también en el caso de no hiperbolicidad es
el método directo de Lyapunov, de clara inspiracién fisica. Consideremos nuevamente el sistema
auténomo

y' =1£(y) (9-8)
y sea yo un punto critico, hiperbélico o no, del mismo. El método directo de Lyapunov consiste en
encontrar una funcién escalar V' : U — R, con U un entorno de y,, satisfaciendo ciertas condiciones.
Esta funcién puede ser considerada como una medida de la “energia potencial” del sistema, de
manera que a lo largo de las érbitas ésta decrece cuando t — oo, indicando estabilidad, o bien crece,
indicando inestabilidad. Precisemos a continuacién estas ideas.

Dada una solucién y = (y1, 2, ..., yn) de (9.8), la derivada de V' a lo largo de y(t) es

V0 = 3 0 = 3 Ay (0) = gV (3(0) - (310

donde f = (f1, f2, ..., fn) y gradV denota el gradiente de V. Definimos entonces la derivada total de
V' como

V (y) :=gradV(y) - f(y).

El siguiente resultado nos garantiza la estabilidad del punto critico en cuestion.

Teorema 9.8 Sean yo un punto critico del sistema (9.8) y'V : U — R, con U un entorno de yy,
continua en U y derivable en U\{yo}. Supongamos que V(yo) =0y V(y) > 0 para todoy € U\{yo}-
Entonces

(a) SiV (y) <0 para todoy € U\ {yo}, entonces yy es estable.
(b) Si vV (y) <0 para todoy € U\ {yo}, entonces yo es asintdticamente estable.

Si V satisface las condicién (a) [resp. (b)] del resultado anterior, se dird una funcion de Lyapunov
para yo [resp. una funcion de Lyapunov estricta para yo|. Por ejemplo, el sistema

¥ =y — a3,
y = —ux.

Es claro que (0,0) es un punto critico aislado del sistema. La matriz Jacobiana en dicho punto es

JE(0,0) — ( R )

que como puede comprobarse tiene por valores propios +i, por lo que dicho punto critico no es
hiperbélico. Vamos a comprobar que la funcién V(z,y) = z* + y? es una funcién de Lyapunov
estricta para el mismo, por lo que (0,0) serd un punto critico asintéticamente estable. En primer
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lugar, esté claro que V(0,0) = 0y V(z,y) > 0 para todo (z,y) € R?\ {(0,0)}. Por otra parte, la
derivada total es

V (ZL‘,y) = gradV(x,y) ) f(l‘, y) - (21’, 2y> : (y - ZL‘3, —ZL‘) = _2374 <0

para todo (z,y) € R?\ {(0,0)}. En virtud del Teorema 9.8 el punto critico es estable.

También la inestabilidad de los puntos criticos puede ser discutida, segin muestra el siguiente
resultado.

Teorema 9.9 Sean yo un punto critico del sistema (9.8) y D un abierto de R™ conteniendo a yq
en su frontera Fr(D). Supongamos que existe una funcion V : U — R, con U un entorno de yy,
con DUFr(D) C U, de clase C* y tal que V(y) >0y V (y) > 0 para todoy € D, y V(y) =0 si

y € Fr(D). Entonces yq es inestable.
Consideremos ahora el sistema
v =y+ a3
y =z

Sea la funcién V : D C R? - R, donde D = {(z,y) e R : 2 > 0, |y| <z} y V(z,y) = 2* — % Es
facil darse cuenta de que V(x,y) > 0 para todo (z,y) € D, y que la derivada total

V (2,y) = gradV (z,y) - f(z,y) = (22, -2y) - (y + 2°,2) = 22" > 0

para todo (z,y) € D. Ademas (0,0) € Fr(D) y V(z,y) = 0 para todo (z,y) € Fr(D). Por el Teorema
9.9 el punto critico (0,0) es inestable.

La principal desventaja de este método, que de hecho hace que su utilizacién sea cuando menos
limitada, es la dificultad en encontrar la funcién V.

Ejercicio 9.18 Sea el sistema
7 = —x+ 2x(x + y)*
{ Y =-y +2°(z+y)>
Determinar los puntos criticos del mismo y su hiperbolicidad. Determinar la naturaleza del punto
critico (0,0) a partir de la funcion V(z,y) = 1(z* + y?).

Ejercicio 9.19 Idem para el sistema

y la funcion V(z,y) = 12* + 3v°.
Ejercicio 9.20 Idem con el sistema

=23z —y
y=x

y la funcion V(z,y) = 3(z* + y?).
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Ejercicio 9.21 Idem con el sistema

¥ =x+ 2%+ zy + y?
y =2 +ay+y’

y la funcion V (z,y) = v2—y* definida sobre el conjunto del plano real D = {(z,y) € R* : 0 < |y| < z}.

Ejercicio 9.22 Un sistema
{ v = fl (I‘, y)
y' = faz,y)
oH

se dice Hamiltoniano si existe una funcion derivable H(x,y) tal que fi(x,y) = —a—y(m, y) y fox,y) =

66—];(.%‘, y), de tal manera que H es una integral primera del sistema. Se puede comprobar que para un

punto critico de un sistema Hamiltoniano, las funciones de Lyapunov pueden construirse sumando
una constante a la funcion H. Con esta idea, verificar el cardcter de los puntos criticos del sistema

{ o =y—y
y/ - — .’L‘2
9.7 Aplicaciones de la teoria cualitativa

9.7.1 El péndulo con y sin rozamiento

Los métodos de linealizacién y directo de Lyapunov pueden usarse para describir el comporta-

miento de un péndulo una vez a sido desplazado ligeramente de su posicién de equilibrio. Se seguird
para ello [HiSm, pag. 260-263 y 278-279.

Consideremos un péndulo de masa m que se mueve en un plano vertical. Despreciemos la masa
de la varilla (rigida) que lo soporta y suponemos que existe una fuerza de rozamiento opuesta al
movimiento y proporcional a la velocidad del péndulo. Sea [ la longitud de la varilla, de manera
que el péndulo se mueve a lo largo de una circunferencia de radio I. Sea 6(t) el angulo entre la
vertical y la varilla en el instante de tiempo ¢, medido en sentido contrario al de las agujas del
reloj. Entonces las velocidades angular y lineal son respectivamente w(t) = 0'(t) y v(t) = lw(t). La
fuerza de rozamiento es —klf'(t), k > 0, siendo esta fuerza tangente a la circunferencia. Por otra
parte la fuerza gravitatoria vertical tiene una componente tangente a la circunferencia de mdédulo
—mgsin 0(t). Por la segunda ley de Newton

mv' = mlf" = —kl§' — mgsin0(t),

0 = w,
k
W= —sing — —w.

{ m

equivalente al sistema

k
El (0,0) es un punto critico del sistema. Si se hace f(0,w) = (w, —% sin 6 — —w), entonces
m

0 1
Jf(0,0)z(_g _E)
l m

123



TEORIA CUALITATIVA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

cuyos valores propios son

que tienen parte real negativa. El sistema serd siempre asintéticamente estable en el origen.

Si suponemos que no hay rozamiento (k = 0), podemos usar el método directo de Lyapunov con
la energia del sistema

1
E0,w) = Eml2w2 + mgl(1 — cos @),

donde hemos supuesto que el punto mas bajo del péndulo esta a ras de suelo. Se comprueba facilmente
que la derivada total de E es nula y por tanto ésta es una funcién de Lyapunov para el origen, por
lo que el sistema es estable.

9.7.2 La ecuacién de Van der Pol

La ecuacién de Van der Pol puede obtenerse a partir de un caso particular de circuito eléctrico
que contiene un triodo o tubo de vacio (ver [NaSa, pag. 566]), proporcionando la ecuacién

2" 4+ (1l — 2?2’ + =0,

donde p es un pardmetro real. Escribiendo la ecuacién en la forma

=y,
y = —x+ p(x? — 1)y,

y suponiendo que f(z,y) = (y, —z + p(z* — 1)y), tenemos que £(0,0) = (0,0), por lo que es un punto

critico y
JE(0,0) = ( Y i)

de donde obtenemos aplicando el Teorema de Hartman—Grobman que dicho punto sera asintéticamen-
te estable si u < 0 e inestable si > 0. El caso p = 0 puede discutirse directamente proporcionando
un centro y por tanto un punto critico estable.

9.7.3 El circuito de Chua
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El circuito de Chua es un circuito electrénico simple como se muestra en la figura

i

donde se introduce un elemento llamado diodo de Chua que se modeliza por una funcién lineal a
trozos (ver [GSCO]). Las ecuaciones diferenciales que describen el circuito vienen dadas por

( dv 1
d_tl = a[G(vg —v1) — f(v1)],
dv 1 :
d_t2 — E[G(vl —vy) +1ig),
dip _ 1,

L dt - G 7

donde G=1/Ry
1
f(Ul) = Gyv1 + §<Ga — Gb)(|111 + E| - |111 - E|),

donde E es el punto de ruptura del voltaje del diodo y G, < 0, G, < 0.

flv1)

G.',a {-_‘

Haciendo 2, = v1/E, 73 = v/ E, 13 = iy /(EG), a = Cy/Cy y = 1/(LG) y teniendo en cuenta que
entonces
f(x1) = mox1 + 0.5(my —mg)(|Jz1 + 1| — |21 — 1))

con mg = RG, y my = RG,, tenemos que el sistema se escribe como

= a(—z1 + 22 — f(21)),
Th = x4 — Ty + T3,
xh = —[Bs.
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Se comprueba entonces que (0,0,0) es un punto critico del sistema tal que

—a(l+mp) a 0
J£(0,0,0) = 1 11
0 30

siendo f(xy, 29, 23) = (a(—x1 + 9 — f(21)), 21 — 3 + 3, —Px2). Si tomamos los pardmetros en
la forma (a, my, 3), se verifica que los siguientes valores (3/4,—2,1) y (9/10, —3,3) proporcionan
la inestabilidad del punto critico, mientras que (3/4,0,3) proporciona la estabilidad asintética del
mismo.

126



Bibliografia

[Ayr] F. Ayres Jr., Ecuaciones diferenciales. Teorta y 560 problemas resueltos, Schaum McGraw—
Hill, 1970.

[BaJi] F. Balibrea Gallego y V. Jiménez Lépez, Ecuaciones diferenciales para las ciencias quimicas
y fisicas, DM Editor y Universidad de Murcia 2000.

[BoPr] W. E. Boyce y R. C. DiPrima, Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera,
Limusa, Mexico, 1996.

[Bra] M. Braun, Differential equations and their applications, Springer—Verlag, Berlin, 1993.

[DeGr] W. R. Derrick y S. I. Grossman, Ecuaciones diferenciales con aplicaciones, Fondo Educativo
Interamericano, 1984.

[GSCO] S. Guo, L. S. Shieh, G. Chen y M. Ortega, Ordering chaos in Chua’s circuit: a sampled—data
feedback and digital redesign approach, International Journal of Bifurcations and Chaos 10
(2000), 2221-2231.

[HiSm] M. W. Hirsch y S. Smale, Ecuaciones diferenciales, sistemas dindmicos y dlgebra lineal,
Alianza Editorial, 1983.

[IzTo] J. Izquierdoy J. R. Torregrosa, Algebra y ecuaciones diferenciales, Servicio de publicaciones,
Universidad Politéctica de Valencia, 1991.

[Jef]  A. Jeffrey, Linear algebra and ordinary differential equations, CRC Press, 1993.

[Jim] V. Jiménez Lépez, Apuntes de ecuaciones diferenciales, Servicio de publicaciones, Universi-
dad de Murcia, 2000.

[KKM] A. Kiseliov, M. Krasnov y G. Makarenko, Problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,
Mir 1988.

[MCZ] F. Marcellan, L. Casasts y A. Zarzo, Ecuaciones diferenciales. Problemas lineales y aplica-
ciones, McGraw—Hill, 1990.

[NaSa] R. K. Nagle y E. B. Saff, Fundamentos de ecuaciones diferenciales (2% edicién), Addison
Wesley Longman, 1992.

[NOR] S. Novo, R. Obaya y J. Rojo, Ecuaciones y sistemas diferenciales, AC, Madrid, 1992.

127



BIBLIOGRAFIA

[Oma] R. E. O’'Malley Jr., Thinking about ordinary differential equations, Cambridge University
Press 1997.

[PeTo] V. M. Pérez Garcia y P. J. Torres, Problemas de ecuaciones diferenciales, Ariel Practicum,
2001.

[Pui] P. Puig Adam, Curso tedrico practico de ecuaciones diferenciales aplicado a la fisica y la
técnica, Biblioteca Matemaética, Madrid, 1967.

[Sim|] G. F. Simmons, Ecuaciones diferenciales (con aplicaciones y notas histéricas), 2* Edicion,

McGraw-Hill, 1993.

[Var] J. L. Varona Malumbres, Métodos clasicos de resolucion de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, Servicio de publicaciones, Universidad de La Rioja, 1996.

128



