Préacticas de Algebra con Mathematica 11
(Ingenierfa Industrial).

Jose Salvador Cdnovas Pena.
Departamento de Matematica Aplicada y Estadistica.



Indice General

1 PRACTICAS CON MATHEMATICA
1.1 Introduccién . . . . . . .. ... . ... ...
1.2 Algebra lineal con Mathematica 11

1.21 Vectores . . . . . . . . ...
1.2.2  Aplicaciones lineales . . . . ... .. ... .......
1.2.3 Diagonalizacion de matrices cuadradas



Capitulo 1

PRACTICAS CON
MATHEMATICA

1.1 Introduccion

Vamos a iniciar la segunda parte de las préacticas de dlgebra lineal con
el programa Mathematica. Para ello es necesario que domineis y tengdis
presentes los contenidos de la practica anterior. Es recomendable entonces
que tengdis a mano el primer manual de préacticas.

En esta segunda préactica vamos a centrarnos en los contenidos relacio-
nados con espacios vectoriales de dimensién finita, utilizando par hacer los
ejercicios matrices y las operaciones aprendidas sobre éstas en la primera
parte de las précticas.

1.2 Algebra lineal con Mathematica 11

1.2.1 Vectores

Para escribir vectores de K" debemos de introducir cada una de las com-
ponentes del mismo entre llaves, separdndolas por comas. Asi, el vector
v = (1,2,—1,5) de R* se tecleard

In[23] = v={1,2,-1,5}
Out[23] = {1,2,—1,5}.



Operaciones con vectores.

Dados dos vectores v; y v, y un ntimero real A, se definen con Mathematica
las siguientes operaciones:

H Vi + Vo || suma de vectores H

H A%k V] 0 Avy || multiplicacién del vector v, por A H

H Dot[vy, va] || producto escalar de v; por v H

Por ejemplo, si introducimos los vectores de R®* v = (1,2,1) yu = (0, 1,0)
podemos calcular la suma de ambos, 2v y el producto escalar de ambos
vectores del siguiente modo:

m26] = v=1{1,2,1};u={0,1,0};
In[27] = u+v

Out[28] = {1,3,1}

In[29] = 2v

Out[20] = {2,4,2}

In[30] := Dot[u, V]

Out[30] = 2.

Actividad 1 Dados los vectores v = (1,2,3,4), u = (3,—-1,0,2) y w =
(2,0,0,1) calcular:

(a) <w,v>u (b))u—-2v+3w (c) <2u+v,w>
(@) wll (e) la=v] (flu-v+w

Actividad 2 Decir si los siquientes vectores de R* son linealmente indepen-
dientes:

(a) {(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1)}.
(b) {(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}.
(¢) {(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1),(2,0,0,0)}.

Actividad 3 ;Alguno de los conjuntos de la actividad 2 son una base de
R*2.



1.2.2 Aplicaciones lineales

El estudio de las aplicaciones lineales también puede hacerse a través de
Mathematica empleando la matriz asociada a la aplicacién lineal respecto
de las bases candnicas. Pongamos un ejemplo. Consideremos la aplicacién
lineal f : R? — R? definida por

f(x,y) = (v +y,2x + 2y, 3z + 3y).

Como sabemos, la matriz asociada a f en la bases canénicas de R? y R? (que
denotaremos por Cy y C3 respectivamente) es

11
Mceee,f)=A=| 2 2
3 3

Si queremos calcular el nicleo de la aplicacion lineal, tendremos que resolver

el sistema lineal
A ( x ) 0 ’
y 0

que como sabemos de la practica anterior, se obtiene con la sentencia NullS-
pace. Asi, si introducimos la matriz

In[1] := A = {{1,1},{2,2},{3,3}};

In[2] := NullSpace[A]
Out[2] = {{-1,1}}
donde (—1,1) serd una base del niicleo de f. Asi el nicleo de f serd
Ker(f) = {(z,y) € R® : z = —y}.

Si lo que queremos es calcular la imagen, tenemos que tener en cuenta que
las columnas linealmente independientes de A son una base de la imagen.
Es facil ver en este caso que la imagen estd generada por el vector (1,2, 3)
con lo que la imagen tendrd ecuaciones paramétricas

= A,
y =2\,
2 =3\,
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Eliminando el pardmetro A en las ecuaciones anteriores igualando a cero los

determinantes de las matrices < z L ) y ( o

9 P ) (cosa que se puede hacer

con Mathematica) se obtiene
Imf = {(z,y,2) € R®: y = 2z, 2 = 3z}.

Ademss, multiplicando por apropiadas matrices de cambio de base po-
demos expresar la matriz asociada a f en otras bases. Por ejemplo, si que-
remos expresar la matriz asociada a f en las bases B = {(1,1),(1,—1)} y
B ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} tendremos que multiplicar

Mps(f) = Mg, (i) - Meye, (f) - Me,5(i).
. 1 1
MCQB(I) = < 1 —1 )

Me,5(i) =

Como sabemos

—_ = =

11
1 0],
00

por lo que con las operaciones con matrices estudiadas en las practicas ante-
riores podemos calcular la matriz que queremos.

Actividad 4 Se considera la aplicacion lineal f : R? — R3 definida respecto
a esta base por la relacion:

f(x1, 29, x3) = (22 + 3,71 + X3, T2 — 7).
Se pide:
(a) Calcular la matriz de f respecto a la base candnica.
(b) Calcular el micleo y la imagen de f.

(c) Determinar una base de Ker(f) y la ampliar a una base de R3.

(¢) Hallar la matriz de f respecto a esta nueva base.



Actividad 5 Sea g : R?® — R3 una aplicacion lineal dada por:

Se pide hallar la matriz de g respecto a la base candnica de R3, las ecuaciones
del nicleo y la imagen de g y una base de ambos subespacios.

Actividad 6 Sea f : R* — R? una aplicacion lineal definida por:
£(1,1,1,1) = (0,0,1) £(1,0,1,0) = (1,1,—1)
£(1,1,1,0) = (0,0, —1) f(—1,-2,0,0) = (1,1,1)
Se pide calcular:
(a) La matriz de £ respecto a las bases candnicas.
(b) La dimension y ecuaciones de Ker(f) e Im(f).
(¢) La matriz de f respecto de la base candnica de R* y la base de R3,
B={(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}
ast como las ecuaciones de la imagen de f en esta ltima base.

(d) La matriz de £ respecto de las bases
B, ={(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)}

de R* y By = {(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)} de R3, asi como las ecuacio-

nes del nicleo y la 1magen de £ en estas bases.

Actividad 7 Sean g yf las aplicaciones lineales de los ejercicios 5 y 6. Cal-
cula la matriz de la aplicacion compuesta gof respecto de las bases canonicas
de R* y R3. Calcula ademds el micleo, la imagen y el espacio invariante de
dicha aplicacion.



1.2.3 Diagonalizacién de matrices cuadradas

Dada una matriz cuadrada A € M,,«,(R) es posible a veces encontrar una
matriz diagonal D € M, ,,(R) de manera que existe una matriz invertible
P € M, «,(R) de forma que

D=P-A-P %

Los elementos de la matriz diagonal D se llaman valores propios de A, y las
matrices P y P~! son matrices de cambio de base que nos pasan de la matriz
A ala D. Hemos de remarcar que no siempre existe la forma diagonal de
una matriz.

Mathematica dispone de sentencias que permiten calcular rdpidamente la
forma diagonal de la matriz, en caso de que ésta exista, proporcionando ade-
mds una base de vectores propios. También dispone de una sentencia para
calcular la forma diagonal, y en caso de que ésta no exista, una forma canéni-
ca lo mds parecido posible a la forma diagonal. Consideremos una matriz
cuadrada arbitraria A. Las sentencias que vamos a usar son las siguientes:

[ Eigenvalues[A] | valores propios de A ||
| Eigenvectors|A] | base de vectores propios ||
| JordanDecomposition[A] || forma diagonal de A |
3 -2 -1
Por ejemplo, si consideramos la matriz A = -1 4 1 podemos
1 2 5
calcular
In(38] := A={{3,—-1,—-1},{-1,4,1},{1,2,5}};
In[39] := Eigenvalues[A]
Out[39] = {2,4,6}
In[40] := Eigenvectors[A]
Out[40] = {{-1,-1,1},{1,-1,1},{-1,1,1}}
In[41] := JordanDecomposition[A]
Out[41] = {{{-1,1,-1},{-1,—-1,1},{1,1,1}},

{{2,0,0},{0,4,0},{0,0,6}}}



donde la fila superior de la salida 41 son los vectores propios y la fila inferior
es la matriz diagonal.

Actividad 8 Hallar la forma diagonal, cuando sea posible, de las siguientes
matrices, ast como la matriz del cambio de base:

5 4 3 5 7 5 -9 11
() | -1 0 -3 () | -6 -5 -3 (c) | —18 0 3
1 -2 1 4 1 0 —21 4 0
5 3 2 _21 _01 8 8 (2 1 0
(d) | 040 (e) ) o 21
00 4 00 -1 4 00 2
0O 0 0 -1 L

Actividad 9 5i A es diagonalizable, entonces existen D, matriz diagonal y
P invertible, tal que

D=P ' A-PesdecirA=P -D-P.
Observa que entonces, sin es un nimero natural,
A"=P-D"-P L
Aplica este método para calcular la potencia n-ésima de la matriz

1 -1 -1
A = -1 1 -1
-1 -1 1
Actividad 10 Sea la aplicacion lineal £ : R — R® definida por

f(z,y,2,s,7) = (=3r—3s+x+5y+2,—3r—3s+5bzx+y+z,
—4r —4s+4x + 4y, —5r —s+3x + 3y — z, —r — bs + 3x + 3y — z).

Calcular:

(a) La matriz A asociada a f respecto a la base canénica de R®.
(b) El micleo y la imagen de f.
(c) Todos los vectores de R® tales que f(z,y,2,s,7) = (1,1,1,1,0).
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(d) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base
B={(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0),(1,1,1,0,0), (1,1,0,0,0), (1,0,0,0,0)}.

(e) Decir si es o no diagonalizable la matriz obtenida en el primer
apartado. En caso de serlo obtener la matriz diagonal y las ma-
trices de canmbio de base.

(f) Para todo n > 0 obtener A".
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