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Estos ejercicios no han sido corregidos convenientemente. Por ello, si encuentras algin error,
escribeme y dimelo para poder depurar los errores.
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Capitulo 1
12—6—2000

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales:

2
(a) LA 2ye” + (y + €*)y’ = 0. (2 puntos)

2
22y +2xy +y==x
b " (2 puntos
® oSy (2 o
(c) 2%y + 2y + /Yy =0 (2 puntos)
¥ =x+¢e

(d) ¢ ¥ =2v+y—2z (4 puntos)
2 =3z +2y+ 2.

2. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) Construir una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden dos y con coeficientes
constantes que tenga por solucién y(z) = c1€3® + coze®, donde ¢; y ¢, son constantes
positivas. Determinar ademads el inico problema de condiciones iniciales con x = 0
formado por la ecuacién encontrada anteriormente que tiene por solucién unica y(z) =
re’®. (4 puntos)

(b) Dado el siguiente circuito




CAPITULO 1. 12-6-2000

calcular la intensidad de corriente i(t) para los valores Ry = Ry = 2Q, C = 1F,
L = 1H, V(t) = sint V, suponiendo que inicialmente el circuito estaba descargado
(1(0) =1(0) =0). (6 puntos)

3. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a)

()

Sea A C R? un abierto y sea f : A — R una funcién de clase C'. Consideremos el
problema de condiciones iniciales

{ y = f(z,y), (1.1)

y(mo) = Yo,

donde (z¢,yo) € A. Construir la ecuacién integral asociada a dicho problema de con-
diciones iniciales y demostrar que toda solucién continua de la ecuacién integral es
solucién de (1.1). (3 puntos)

La poblacién de medusas del Mar Menor varia de manera proporcional a la cantidad
de medusas que hay en ese momento. Si inicialmente la poblacién de medusas era de
100000 individuos y al cabo de 2 anos dicha poblacién se triplicé, calcular la poblacién
al cabo de 10 anos. Calcular la poblacién de medusas para cada instante de tiempo
t y calcula su limite cuando ¢t — +oo. En virtud del resultado obtenido ;te parece
acertado el modelo? ;Qué pegas le encuentras? (4 puntos)

Definir solucién estable, asintéticamente estable y funcién de Lyapunov. (3 puntos)



Examen resuelto

Resolver:

2

T2y (y+ )y =0,

2
Solucién. Sean P(z,y) = LA 2ye” vy Q(x,y) =y + e*. Vemos que

9
OoP - x_aQ
a—y(x,y)—y+2e #e' = ax(ﬂc,y),

por lo que la ecuacion no es exacta y hemos de buscar un factor integrante. Para ello escribimos
la ecuacién

o) (2,0) + Play) 3o (,9) = ) G2 e0) + Qo) S a.0)

que nos da

2
oy 4 (L 4 2ger ) Piay) = . 2O
)26+ (% + 206 ) o) = ulo )+ (0 + ) )

que simplificando nos queda

w(z,y)(y+e”) = (y+ e’”)%(fﬂ; y) — <% + 2ye””) g—Z(x, Y),

y vemos que si p sélo depende de x, tendriamos

p(z) = p'(x)
que nos da como posible solucién p(z) = e*. Asi vemos que la ecuacién
y2€w
2

—|—2y62x T (emy—i—e%)y’ =0

es exacta y por lo tanto existe f(z,y) tal que

g y26x

_ 2x
ax (fL’, y) — 2 + 2y6 )
g—;(x, y) = €e“y+ e,

Integrando en la primera igualdad obtenemos

2, 2, T
y2e . y2e .
f(fv,y)zf( 5 +2yez>dx= 5 +ye* + g(y)

y utilizando la segunda igualdad

exy+62x — yex +62x —i—g'(y),
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y-e .
Z— +ye® nos proporciona

de donde ¢'(y) = 0y por tanto g(y) es constante y la funcién f(z,y) = 5

la solucién general de la ecuacion

Resolver:

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacion que es de Cauchy—Euler y que por el cambio
de variable x = €' se convierte en una ecuacién lineal con coeficientes constantes. Si denotamos
la derivada respecto de t por ¥, se tiene que

d . dt . )
"o —t — -2t —2t
y __dt(ye )_d:n Ye ye

por lo que el problema queda de la forma

{y+y+y:
(0) =¥ (0)

Resolvemos primero la ecuacién homogénea
Y+Y+y=0
resolviendo la ecuacién algebraica
tP+t+1=0
que nos da
—1+vT-4 1, /3

t:—:——:l: _—
2 7~y

por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es
yn(t) = cre”"? cos (t\/§/2) + coe % sin (t\/§/2> :

Proponemos una solucién particular de la forma y,(t) = Ae' y dado que ¥ (t) =y (t) = A€,
sustituyendo en la ecuacién obtenemos

3Ae! = €,

por lo que igualando coeficientes 3A = 1, es decir, A = 1/3 y la solucién general de la ecuacién
no homogénea es

y(t) = cre™"/? cos (t\/§/2> + cpe 2 sin (t\/§/2> + =
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Finalmente calculamos ¢; y c3. Para ello derivamos

y(t) = (—% + ?@) e t/? cog (t\/§/2> + (—?cl — %) e~ 2 gin (t\/§/2> + %em

y sustituimos

1
y(O) = 0201—1-5,

: .G V3 1
y(O) - 0— 2+ 2CZ+33

de donde ¢; = —1/3 y c; = —v/3/9 y asi
1 1
y(t) = —ge_t/g cos (t\/§/2) - ?e‘m sin <t\/§/2> + gex.

Deshaciendo el cambio obtenemos la solucién del problema, (notar que e~ 198%/2 = 1/,/z)

y(x) = —% cos(v/3/2logz) — % sin(v/3/2log z).

Resolver:

2y +zy+ .y = 0.

Solucién. Se trata de una ecuacién de Bernoulli que se pasa a lineal con el cambio de variable

dependiente z = y'/2. Entonces
1 1 z 1
P 22y = SV () — M2 2y =
d=gyn Y =gy Py —y T eT) = o
Resolvemos la ecuaciéon homogénea 2’ = —z/2x haciendo

[/ 5

1
log z(x) = ) log(2z) + ¢

que nos da

o equivalentemente
1
z2(x) = k—

Nors

Calculamos ahora la solucién de la ecuacién no homogénea calculando

1
(o) = Ko =,
2 (x) = k:'(x)L — k(z) !
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y sustituyendo

o1 1 1 1
k (x)E - k’(l’)w = —k(x)w T o2
por lo que
k(x) = — / %x?’/zdaﬁ = % +c,
y ast
2(z) = E + cL

z \/2m7

y deshaciendo el cambio tenemos la solucién de la ecuacién

y(z) = Gﬂ\/z_m)?.

Resolver:

¥=x+eé
Y =2x+y—2z
2l =3x+ 2y + 2.

Solucién. Démonos cuenta de que la incégnita = puede calcularse directamente de la primera
ecuacién. Resolvemos primero 2’ = z, que nos da la solucién z,(t) = cief. Como solucién

. ., , o t / _ t
part}cular de la ecuacion no homogénea proponemos z,(t) = Ate', de donde z/,(t) = A(1 +1t)e' y
sustituyendo en la ecuacion tenemos que

Al +t)e' = Ate + ¢,
de donde Ae' = e! e igualando coeficientes A = 1. Asi
x(t) = cie’ +te! = (c; +t)e.

Calculamos ahora las dos restantes incognitas. Resolvemos en primer lugar el sistema homogéneo

donde
1 -2
A= < L ) |
Para ello calculamos el polinomio caracteristico y lo igualamos a cero

p(t):‘ 1;’5 1__2t ‘:t2—2t+5:0,

cuyas soluciones son

t =1=x2.

C24£4/1-20
n 2
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A continuacién calculamos a; y ao,

1 N ay I (05)) o (al—{—ag)t—al(l—Qi)—a2(1+2i)
p(t) t—1-2 t—1+2i p(t)

e igualando coeficientes obtenemos el sistema

ay + as = O,
ai(1 —2i) + az(1 + 2i) = —1,

de donde a; = —ay y asi 4ia; = 1, por lo que a; = 1/4i y ay = —1/4i. Por otro lado

__pt) :
au(t) = —t—1—2i_t 1+ 24,
p(t) :

t B 19
e(?) t—1+2 ‘

Asi

e = et(H%)al (A) - a1(A) + €t(172i)a2(A) - q2(A)
—i2t

(e 2 =2\ e -2 =2
- \w\2 o2 4\ 2 -2
e < 2i(e™ 4 e72) (et — e72t) ) _ ( cos(2t) —sin(2t) )

43\ 2(e? — e 2(e?t 4 o7 sin(2t)  cos(2t)

por lo que la solucién del problema homogéneo es

yn(t) ‘A Co ¢ [ cos(2t) —sin(2t) Co
—= e . = € . . .
2 () 3 sin(2t)  cos(2t) 3
Por otra parte, como soluciones particulares del problema no homogéneo se proponen y,(t) =

(At+B)e' y zy(t) = (Ct+D)e cuyas derivadas son y,(t) = (At+A+B)e' y z,(t) = (Ct+C+D)e
y sustituyendo en el sistema no homogéneo tenemos

(At + A+ B)et = (At + B)et — 2(Ct + D)et + 2(cq + t)et,
(Ct+ C + D)e! = 2(At + B)e! + (Ct + D)et + 3(cy + t)et,

o equivalentemente
te'2C + €' (A + 2D) = 2¢ye' + tet,
—te'2A + €'(C — 2B) = 3c¢i€' + te,

e igualando coeficientes construimos el sistema

2C =1,
A+ 2D = 201,
94 =1,

C —-2B :3C1,
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que fécilmente se resuelve y nos aporta las soluciones A = —1/2, B = —3¢;/2+1/4,C =1/2y
D = ¢; + 1/4, con lo que la solucién de sistema completo es

z(t) = (c1 + t)e,
y(t) = (=3c1 + cacos(2t) — cgsin(2t) — £ + 1) €,
z(t) = (1 + cosin(2t) 4 c3cos(2t) + £ + 1) €.

Construir una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden dos y con coeficientes cons-
tantes que tenga por solucion y(x) = c1€3® +cyxe®, donde ¢; y ¢» son constantes positivas.
Determinar ademds el tnico problema de condiciones iniciales con = = 0 formado por la

ecuacién encontrada anteriormente que tiene por solucién tinica y(x) = ze3®.

Solucién. Dado que las soluciones linealmente independientes son y;(z) = €3* e yo(x) = 237,
se tiene que x = 3 es la tnica solucién de la ecuacion algebraica caracteristica que ha de ser por
tanto (z — 3)? = 0 o equivalentemente x? — 6x + 9 = 0, por lo que la ecuacién es

y' — 6y + 9y = 0.

Por otra parte, si calculamos y(0) = 0 y dado que 3'(z) = (1 + 3z)e3*, tenemos y/'(0) = 1. Por lo
tanto el problema de condiciones iniciales es

{ y" — 6y +9y =0,
y(0) =0, y'(0) = 1.

Dado el siguiente circuito

L
AN

calcular la intensidad de corriente i(t) para los valores Ry = Ry =20, C = 1F, L = 1H,
V(t) = sint V, suponiendo que inicialmente el circuito estaba descargado (i(0) = i'(0) =
0).

Solucién. Como sabemos, el voltaje generado se consume en cada uno de los elementos del

circuito, esto es
V(t)=VL+ Vg, + Vg, + V¢,
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y desarrollando
V(t) = Li'(t) + Ryi(t) + Roi(t) + q(t)/C,

donde ¢(t) es la carga. Derivamos y teniendo en cuenta que ¢'(t) = i(t), obtenemos
V'(t) = Li"(t) + Ryd'(t) + Rai'(t) + i(t)/C,
y sustituyendo los datos tenemos el problema de condiciones iniciales

i +4i' + i = cost,
i(0) = (0) = 0.

Resolvemos en primer lugar la ecuaciéon homogénea
"+ 4 +i=0

mediante la resolucién de la ecuacién caracteristica
24 4t+1=0

que nos da las soluciones

—44+./16—-4
g =243
por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es
in(t) = cre V) 4 e t(2HV3)
Proponemos como solucién particular i,(t) = Acost + Bsint, que tiene por derivadas

ir(t) = —Asint+ Bcost,
in(t) = —Acost— Bsint,

de manera que sustituyendo en la ecuacién no homogénea tenemos
4B cost — 4Asint = cost,

de manera que igualando coeficientes obtenemos 4B = 1y 4A = 0, de donde A =0y B = 1/4.
Asf la solucién general de la ecuacién es

1
i(t) = e V3 gy VA 4 1 sin t.

Finalmente, derivamos
1
I(t) = —c1(2 — V3)e V) (2 + 1/3)e 12TV 4 7 cost
y sustituyendo las condiciones iniciales tenemos

Z(O) = 0201+CQ,
Z/(O) = 02—01(2—\/§)—02(2+\/§)+i,
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de donde ¢; = —cy y por tanto ¢; = —v/3 /24 y asi la unica solucién del problema de condiciones
iniciales es

3 3 1
i(t) = —2—\2_6_75(2_‘@ + 2—\2_6_“%‘/3) +7 sint.

Sea A C R? un abierto y sea f : A — R una funcién de clase C'. Consideremos el
problema de condiciones iniciales

?/(900) = Yo,

donde (xg,yo) € A. Construir la ecuacién integral asociada a dicho problema de condi-
ciones iniciales y demostrar que toda solucién continua de la ecuacion integral es solucion
de (1.2).

Solucién. Integrando en la ecuacién diferencial tenemos

ww—wmzjﬁwwzfﬁwmm@

de donde N
mmzm+/fmmmw (13)

Entonces, si y(z) es una solucién continua de la ecuacion integral, se verifica que f(t,y(t)) es una
funcién continua, por lo que por el teorema fundamental del cdlculo integral la funcién

H@Z/UWMMﬁ

es derivable y su derivada es
F'(z) = f(z,y(z)).
Derivando implicitamente (1.3) tenemos que

Y(z) = flz,y(z)),

por lo que y(z) es solucién de la ecuacién diferencial.

La poblaciéon de medusas del Mar Menor varia de manera proporcional a la cantidad de
medusas que hay en ese momento. Si inicialmente la poblacién de medusas era de 100000
individuos y al cabo de 2 anos dicha poblacién se triplicd, calcular la poblacién al cabo
de 10 anos. Calcular la poblacién de medusas para cada instante de tiempo ¢ y calcula su
limite cuando ¢ — 4o00. En virtud del resultado obtenido ;te parece acertado el modelo?
. Qué pegas le encuentras?

Solucién. Sea y(t) la cantidad de medusas en el instante ¢, donde el tiempo se mide en anos.
Entonces dicha poblacién sigue la ecuacion diferencial

y'(t) = ky(t), k € R.
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La solucién de dicha ecuacién se calcula a partir de

de donde
o equivalentemente

Usando que y(0) = 100000, tenemos que
100000 = c.
Por otro lado, teniendo en cuenta que y(2) = 300000 obtenemos
300000 = 100000e2*,

de donde 1
k= 3 log 3.
Asi
x(10) = 100000e°'°83 = 2430000 medusas.

Por otra parte

lim &(t) = lim 100000e3 83 = oo,

lo que hace indicar que el modelo no es bueno a largo plazo dada la imposibilidad de que la
poblacién de medusas crezca indefinidamente. Notemos que este modelo no tiene en cuenta hechos
relevantes para el crecimiento de una poblaciéon como son las restricciones fisicas y alimenticias,
la existencia de predadores, etcétera.

Definir solucién estable, asintéticamente estable y funcién de Lyapunov. I

Solucion. Teoria.
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Capitulo 2

27-6—-2000

Enunciado

1. Responder razonadamente a las siguientes cuestiones:
(a) Hallar la familia de trayectorias ortogonales a la familia uniparamétrica de circunferen-
cias: z° + (y — ¢)?> = . (4 puntos)

(b) Probar, utilizando el teorema de existencia y unicidad de Picard-Lindelof, que el pro-
blema de condiciones iniciales /
{ y(t) =ty

y(0) =1
tiene solucién tnica sobre cualquier intervalo cerrado y acotado [a,b] conteniendo a

0. Hallar las tres primeras iteradas de Picard (aquellas asociadas al problema integral
asociado). (3 puntos)

(c) Resolver la ecuacién diferencial: y” — 4y’ + 4y = e**sinz (3 puntos).
2. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) Dado el siguiente circuito

Ry C

calcular la intensidad de corriente i;(t), i = 1,2, 3, en cada rama del circuito para los
valores Ry = Ry = 1Q, C = 1F, L =1H, V(t) = sint V, suponiendo que inicialmente

19
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CAPITULO 2. 27-6-2000

el circuito estaba descargado en todas sus lineas (i;(0) = 0 para ¢ = 1,2,3). (6
puntos).

(b) Comprobar que el cambio de variable funcién y(t) = eli 2945 transforma la ecuacién
diferencial
ao(t)y” + ar(t)y’ + az(t)y = 0

en una ecuacion de Riccati. Utilicese el resultado para integrar el siguiente problema
de valores iniciales:

/=4 4, 2
{z—t2+tz 22 (t > 0), (4 puntos).

z(1) =0,



Examen resuelto

21

Hallar la familia de trayectorias ortogonales a la familia uniparamétrica de circunferencias:

2+ (y—c)? = A

Solucién. Derivamos implicitamente la ecuacién algebraica que define a la familia de curvas

obteniendo
z+ (y—c)y =0.

La familia ortonormal ha de cumplir que

de donde
c=y+azy.
Sustituyendo en la ecuacién algebraica original tenemos
2® + (2y')’ = y* + (2y)” + 22y’
o equivalentemente
22 —y* — 2zyy = 0.
Llamando P(z,y) = z* — y? y Q(z,y) = —2xy, tenemos que

9Q

oP
%(I7y>

—2y = a—y(ﬂc,y) =

_2y7

por lo que la ecuacién diferencial es exacta y entonces existe f tal que

of

%("L‘ay) = $2—y2,
of
6—y(r€,y) = —2ay.
Usando la primera ecuacién obtenemos
3
x
fla) = [ =)z =5 — o + 9(0)

Derivando esta expresion y utilizando la segunda condicién tenemos

—2zy = —2zy + ¢'(v),

de donde ¢'(y) = 0y g(y) es cosntante. Por tanto la funcién f(z,y) =

soluciones de la ecuaciéon de la forma

3
T 2

3

.- — xy? define todas las
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Probar, utilizando el teorema de existencia y unicidad de Picard—Lindelof, que el problema
de condiciones iniciales
{ y'(t) =ty

y(0) =
tiene solucién unica sobre cualquier intervalo cerrado y acotado [a,b] conteniendo a 0.

Hallar las tres primeras iteradas de Picard (aquellas asociadas al problema integral aso-
ciado).

Solucién. La funcién que define la ecuacién diferencial es f(t,y) = ty, que obviamente estd
definida y es de clase C' en todo R?. Por lo tanto el problema de condiciones iniciales tendra
solucion tnica. Por otro lado, el problema integral asociado es

t
yzl—l—/xyda:,
0

y tomando como primera aproximacién la funcién y;(t) = 1, tenemos que

t t2
yz(t):1+/ xldx:1+§,
0

2 t4

t
t
ys(t) = 1+/ x(1+x2/2)dx:1+5 +§,
0

Resolver la ecuacion diferencial: 3" — 4y’ + 4y = e** sin x.

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea
y/l_4y/+4y:0
a partir de su ecuacién caracteristica
2 —
x*—4x+4=0,

cuyas soluciones son

4+ +/16 — 16

:—:2
T 5 s

de donde la solucién de la ecuacion homogénea es
yn(x) = c16* + cyze™.

Proponemos una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma y,(r) = Ae** cosx+
Be**sinx y entonces

yn(z) = (2A+ B)e** cosz + (2B — A)e*" sin z,

yn(x) = (3A+4B)e* cosx + (3B — 4A)e*" sin z,
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y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando tenemos
(4B — A)e* cosz + (4A — B)e*"sinz = e* sin
de donde igualando coeficientes obtenemos el sistema

~A+4B =0,
4A—B=1,

y asi A =4/15, B =1/15 y la solucién general de la ecuacién es

4 .
y(z) = 1% + coxe® + —e®® cosx + —e* sin x.

15 15

Dado el siguiente circuito

AN

calcular la intensidad de corriente i;(¢), i = 1,2,3, en cada rama del circuito para los
valores Ry = Ry = 1Q, C = 1F, L = 1H, V(t) = sint V, suponiendo que inicialmente el
circuito estaba descargado en todas sus lineas (i;(0) = 0 para i = 1,2, 3).

Solucién. Por la leyes de Kirchoff, en cada nudo i7; = iy 4 i3. Por otra parte, si suponemos
que en cada subcircuito la corriente lo recorre en sentido contrario a las agujas del reloj y teniendo
en cuenta que el potencial generado se consume en todos los elementos del circuito obtenemos

V(t) = VRl + V32 + Vi

para el subcircuito de la izquierda y
0=Ve— Vg,

para el de la derecha. Sustituyendo los potenciales tenemos

V(t) = Ryt1 + Rota + I/Lll,
0= gq3/C — Ryis,
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donde g3 es la carga correspondiente a la intensidad i3. Derivando la segunda ecuacién teniendo
en cuenta que ¢ = i3 y sustituyendo los valores numéricos tenemos

Sint:il—l—ig—i‘i’l,
. y
0 =13 — iy,

y teniendo en cuenta que i3 = 7; — 73 obtenemos el problema

le = —il — ig —+ Sil’lt,
-/

o = 11 — 12,

i1(0) = i5(0) = 0.

Resolvemos primero el sistema homogéneo

()-+(2)
A=(7 D)

Su polinomio caracteristico lo igualamos a cero

siendo

p(t) = _11_t —1_£t ‘ =t24+2t4+2=0,
cuyas soluciones son
t= %\/m =—1+q.
Calculamos a; y ay haciendo
1w P (a1 + ag)t + ay (1 +14) + azx(1 —3)
p(t) t+1—di t+1+1 p(t)
e igulando coeficientes obtenemos el sistema
{ a; +as =0,
a;(1+1i) +az(l —i) =1,
y resolviendo el sistema a; = 1/2i y as = —1/2i. Por otra parte
Q) = % =t+1+1,
q@t) = % =t+1—1,
y entonces

eh = 64(172’)@1(A) @1 (A) + eit(lfi)%(A) - q2(A)
— et (i(A +(144)L) — = : (A+(1- iﬂz))

2i 2i
N s N e A
-2\ %\ 1 —i))~

et (et ey —(et—eTt) ot [ cost —sint
o\ (et —eT) (et e ) sint  cost )’
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Como soluciones particulares proponemos i; ,(t) = Acost + Bsint e ig,(t) = Ccost + Dsint y
derivando y sustituyendo en el sistema no homogéneo obtenemos

—Asint + Bceost = —(A+ C)cost — (B+ D — 1)sint,
—C'sint+ Dcost = (A— C)cost+ (B — D)sint,

e igualando coeficientes y haciendo algunas simplificaciones obtenemos el sistema

—A+B+D=1,
A+B+C =0,
B+C—D=0,
~A+C+D=0,
que resolvemos
-1 10 1 |1 -1 1 0 1 | 1 -1 1 0 1 | 1
1 11 0 0 _ 0 2 1 1 1 . 0 -1 1 0 -1
0 11 —-11]0 Pl o 11 -1 0 BxEl g 1 1 -1 0
-1 01 1 |0 0O -1 1 0 | —1 0 2 1 1 1
-1 1 0 1 1 -1 1 0 1 1
. 0O -1 1 0 -1 . 0O -1 1 0 -1
ARl o 0 2 -1 <1 B8l 0 0 2 -1 —1
0 0 3 1| -1 0 0 0 5/2| 1/2
que nos da el sistema
~“A+B+D=1,
~B+C =1,
2C — D = —1,
0=}

yasi D=1/5 C=-2/5 B=3/5y A= —1/5y la solucién del sistema no homogéneo es

. 1 3 .
Z.l(t) _aal o)y —gcost—i—%s?nt
ia(t) o —zcost + £sint

y utilizando las condiciones iniciales

(a0 )=(5)=(2)+ (1)

de donde ¢; = —1/5, co = —2/5 y la solucién del circuito es (recordar que iz = i; — is)
i1(t) = (—% cost + Zsint e’t—%cost—l—%sint,
ip(t) = (—Zcost — ssint) e”* — 2 cost + ;£ sint,
is(t) = (fcost + 2sint) e + Lcost + Zsint.

Comprobar que el cambio de variable funcién y(t) = eli #9)ds transforma la ecuacién
diferencial

ao(t)y” + a1(t)y + ax(t)y =0

en una ecuacién de Riccati. Utilicese el resultado para integrar el siguiente problema de
valores iniciales:
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Solucién. Derivamos y(t) dos veces

y'(t) _ eflt Z(S)dsz(t),
y//(t) _ e[lt z(s)dsz(t)Q + eflt z(s)dszl(t)7

y sustituimos en la ecuacién lineal
ao(t) (eflt s 5(4)2 4 el Z(S)dsz'(t)) + ay ()l 7O 5(1) + ay(t)elt #9)9 = 0,
o equivalentemente
eIt 2008 (ag (1) (2()? + /(1)) + a1 ()2(t) + as(t)) = 0,
y dado que e i #(s)ds # 0, tenemos que
ao(t)(2(t)% + 2 (t)) + a1 (t)z(t) + as(t) = 0,
que es la ecuacion de Riccati
ao(t)2'(t) + ay(t)z(t) + ap(t)z(t)? = —aa(t).
Si ahora reescribimos el problema de condiciones iniciales

122 — Atz + 1222 = —4 (t > 0),
z(1) =0,

tenemos que ag(t) = t2, a;(t) = —4t y as(t) = 4, por lo que puede escribirse como

{ t2y" — 4ty + 4y = 0,
y(1) =1, y(1) =0.

Esta ecuacion lineal es de Cauchy—Euler y con el cambio ¢t = e® se transforma en una ecuacién
lineal de coeficientes constantes. Para ello, si denotamos la derivada respecto de z por ¥, se tiene
que

, ydaz yl P
= _—= _ = €
Y= T ’
Y d d
"no__ iy - _.’13: —2r__ 4, 2z
—dx(ye )dt Ye Ye >,

por lo que el problema queda de la forma

Y —5Y+4y =0,
y(0) =1, ¥ (0) = 0.

La ecuacién la resolvemos a partir de su ecuacién caracteristica
2 —_
x*—5r+4=0,

que nos da

x_5i\/25—16_5i3
a 2 2




por lo que las raices son 1 y 4 por lo que
y(x) = c1e” + cpe*”,

A partir de las condiciones iniciales, y derivando previamente y/(x) = c1e® + 4c.e?®, tenemos

4 1
y(x) = 561 - §€4£
y deshaciendo los cambios A
1
t) = -t ——t*

y finalmente
e

3 3
Entonces
log (ét - 1154) = /t z(s)ds
3 3 1 ’
y derivando implicitamente
o(8) = 33t 448
3t— 4t At —tt

27



28

CAPITULO 2. 27-6-2000



Capitulo 3

4-9-2000

Enunciado

1. Decidir la validez o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Un problema de condiciones iniciales de la forma

{ y' = f(y),
y(0) =0,

tiene solucién tnica si y sélo si f es continua en un intervalo de la forma [a,b) con
a <0 <b. (2 puntos).

(b) Sea la ecuacién diferencial y” +ay’+by = 0 con a, b nimeros reales. Calcular a y b para
que cos z sea solucién de dicha ecuacion. Con los valores a y b previamente calculados,
ipuede ser sin z solucién particular de y” + ay’ + by = sinz? (3 puntos).

2. Un resorte eldstico del cual cuelga una masa estd metido en un recipiente que contiene un
liquido viscoso, segin muestra la figura:

Se desplaza la masa de la posicién de equilibrio un metro y se suelta. Sabiendo que la masa
del cuerpo es de un kilogramo, la constante del muelle es de 1 N/m y el liquido produce

29
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una resistencia al movimiento proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad
¢ =1 N -m/s, calcular la ecuacién del movimiento y la velocidad al cabo de 10 segundos.
A los diez segundos se vacia el recipiente y queda el muelle en movimiento. Calcular la
velocidad del cuerpo a los 20 segundos (5 puntos).

3. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) 22+ 2zy + (yx + 22%)y = 0. (2 puntos).

" _ 4 /+4 :62x_’_62$COS$
®) { 3(0) :yy/(O)y: 0 (2 puntos).

(c) 2y +y = y*logz. (2 puntos).

¥=y+z
'=x+2z
(d) g/ — sty (4 puntos).

z(0) =y(0) =0,2(0) =1
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Examen resuelto

Decidir la validez o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Un problema de condiciones iniciales de la forma

tiene solucién tnica si y sélo si f es continua en un intervalo de la forma [a,b) con
a<0<b.

(b) Sea la ecuacién diferencial y” + ay’ + by = 0 con a,b niumeros reales. Calcular a y
b para que cos x sea solucién de dicha ecuaciéon. Con los valores a y b previamente
calculados, jpuede ser sin x solucién particular de " + ay’ + by = sinz?

Solucién. (a) La afirmacién es falsa. Basta considerar el problema,

2/3 yna funcion continua. Resolvemos la ecuacién

3 / y(@) 2y (z)dw = / dr,

siendo f(y) = 3y

1/3

y(x)° =z +c,

de donde
y(z) = (z +¢).

Teniendo en cuenta que y(0) = 0 = ¢, tenemos que ¢ = 0 e y(z) = 23 es solucién del problema.

Por otra parte, es facil ver que y(x) = 0 también es solucién, por lo que dicho problema no tiene
solucién tnica. (Nota: este ejercicio reproduce un ejemplo de la teoria).

(b) Para que cos z sea solucién de la ecuacién diferencial, su ecuacién caracteristica debe tener
+i como solucién. Al ser la ecuacién de orden dos, esta ecuacién caracteristica debe ser 22 +1 = 0,
por lo que la ecuacién diferencial debe ser y” +y = 0. Al ser sin x también solucién de la ecuacién
homogénea, no puede serlo de la ecuacién no homogénea y” + y = sin x.
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Un resorte eldstico del cual cuelga una masa estd metido en un recipiente que contiene un
liquido viscoso, segin muestra la figura:

Se desplaza la masa de la posicién de equilibrio un metro y se suelta. Sabiendo que la masa
del cuerpo es de un kilogramo, la constante del muelle es de 1 N/m y el liquido produce una
resistencia al movimiento proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad
¢ =1 N-m/s, calcular la ecuacién del movimiento y la velocidad al cabo de 10 segundos.
A los diez segundos se vacia el recipiente y queda el muelle en movimiento. Calcular la
velocidad del cuerpo a los 20 segundos.

Solucién. Si denotamos por Fj la fuerza recuperadora del muelle y por F, la fuerza de
rozamiento, se tiene por la segunda ley de Newton que

ma’ = F, — F, = —kx — c2/,

donde x es la posicién, m la masa y k la constante de recuperadora del muelle. Sustituyendo los
datos tenemos el problema de condiciones iniciales

2 +ax+x=0,
z(0) = —1,2/(0) = 0.

Resolvemos la ecuacién por medio de la ecuacion caracteristica

+t+1=0,
de donde
p_ TLEVI=3 1i\/§
N 2 272
y asi

z(t) = cre % cos(tV/3/2) + cae”/? sin(tV/3/2).

Derivamos x(t),

T'(t) = (—% + ?@) e 2 cos(tV/3/2) + (—?cl - %) e 2 sin(t/3/2),



33

y utilizando las condiciones iniciales tenemos

z(0) = =1 = ¢4,
2'(0)=0=-5 + ﬁc%

de donde ¢; = —1, ¢5 = —\/5/3 y la solucion es por tanto

z(t) = —e /2 (cos(t\/§/2) + ? sin(t\/§/2)> :

Resolver

2%+ 2y + (yx + 222)y’ = 0.

Solucién. Llamamos P(z,y) = 22 + 22y y Q(x,y) = yx + 222, Entonces

_op Q.

por lo que la ecuacién no es exacta y hemos de buscar un factor integrante p(x,y). Escribimos su
ecuacion

o) (5.0) + 5 0. P(oy) = o) G (00) + (e ) Qo)

o equivalentemente

p

2ep(z,y) + (2% + 233@/)a (z,y) = (y + 42)p(z,y) + (yz + 2362)%(% y),

on

oy

(2 + 209) 2 (e, ) — 2y + 22) P (2,) = (y + 22)pa(, y).
ay M ax M b

Si p(z,y) sélo depende de z, esto es, es de la forma u(x), simplificando tenemos la ecuacién

—xp () = p(z),
que resolvemos fécilmente
/
d
/ P, d.
p(x) x
y obtenemos la solucién
1
() = =

Asi, la ecuacion
r+2y+ (y+22)y =0

es exacta y por tanto existe f(z,y) tal que

of
%(ﬂw) = z+2y,

of -
a—y(ac,y) = y+2x.
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Integrando en la primera condicién tenemos que

2

fx,y) = /(9«“ + 2y)dx = % + 22y + g(y),

y derivando respecto de y esta tltima expresion y utilizando la segunda condicién tenemos que

y+2z=2x+4(y),

por lo que
2
9(y) = /ydy =5
72 y?
y la funcién f(z,y) = 5 + 2zy + B} define la solucién general de la ecuacién diferencial de la
forma ) )
T Y
—+2 = =c
5 + 2xy + 5 c
Resolver

y" — 4y + 4y = €2® + e** cos z,

y(0) =4/(0) = 0. }

{

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea

y' — 4y +4y =0,
a partir de su ecuacién caracteristica
w? —4x+4=0,
que nos da las soluciones

44++/16 — 16

:—:2
T 5 N

por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es
yn(x) = c16® + cyze™.
Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea
y,(r) = Az?e®® + Be** cosx + Ce** sinx
cuyas derivadas son
yn(z) = (2Az 4 2A2%)e* + (2B + C)e** cosz + (2C — B)e** sin
yn(x) = (2A + 8Az + 4Az%)e* + (3B 4 4C)e* cosz + (—4B + 3C)e** sinz,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando tenemos

2Ae* — Be* cosx — Ce**sinx = e** + e* cos z,
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e igualando coeficientes

2A =1,
-B=1,
—C =0,
de donde A =1/2, B=—1y C =0y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

1
y(x) = c1e** + cyze® + §x2623” — ¥ cos .

Utilizamos las condiciones iniciales para obtener ¢; y co. Para ello, en primer lugar derivamos la
solucién general

Y () = (2¢1 + c2)e*® + 2come™ + ze®® + x2e* — 2e** cosw + ** sin

y entonces

{ y(0)=0=0c1 -1,

yl(O) = 0 = 201 +CQ —2,

de donde ¢; = 1, co = 0, y la solucién del problema de condiciones iniciales es

1
y(r) = e** + 5@'2623& — e* cos .

Resolver

zy +y=y?log .

Solucién. Se trata de una ecuacién de Bernoulli, que se transforma en lineal al aplicar el
cambio de variable dependiente z = 1/y, de donde

! 1 2logx
z,:_%:__2<_g+y 8 )
Y Y x x
y tenemos la ecuacién lineal
, 2z logz
oz x

Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea haciendo
2 (x) dx
de = | —,

log z(z) = logz + ¢

de donde

2(x) = kx, k = €.

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea z(x) = k(z)x, y teniendo en cuenta que
Z'(x) = k'(z)x + k(x) y sustituyendo en la ecuacién no homogénea tenemos
lo
K(2)z + k() = k(z) — —22,

T
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y asi
log © u=logzx du = dz/z log z dr 1
! — - — — — - =
k(x)—/ z2 de { dv = —dz/z* | v=1/x } T z2 x(1+10gx)+c.
Entonces

2(x) =1+logx + cz.

Deshaciendo el cambio

1
y(@) = 1+logx +cx’
Resolver
¥ =y+z,
Yy =x+ z,
Z=z+vy,

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

T T
v | =A| vy |,
z z
donde
01 1
A= 1 01
1 10

Igualando su polinomio caracteristico a cero
p)=| 1 -t 1 |=—-+3t+2=0,

resolvemos aplicando el método de Ruffini

-1 0 3 2
—1 1 -1 -2
-1 1 2 0
y la ecuacion
—t*+t4+2=0

nos da
 —1E V1438

—1
por lo que las soluciones son —1, —2 y 4. Calculamos ahora

t =1=£3

1 a; as ag (a1 +ax+ az)t> + (—2a; — 3ay + 3az)t — 8a; — 4as + 2a3

P i+l itz 1= )




de donde igualando coeficientes obtenemos

a; +as +as = O,
—2&1 — 3&2 + 3&3 = O,
8&1 + 4&2 — 2&3 = 1,

que resolvemos

1 1 1 0 11 1 0

—2 =33 | 0| =me2r [ 0 =1 5 0 | >pun

8 4 -2 1 B8R\ —4 —10| 1

o equivalentemente
a; +ag +as = 0,

—a2—|—5a3:0,
—30@3:1,
de donde a3 = —1/30, ay = —1/6 y a; = 1/5. Por otra parte
p(t) 2
) = L =—>+2+8
a1 (1) 41 +2t+8,
p(t) 2
) = L =24+ 3t+4
(1) + 3t + 4,
p(t) 2
) = L= _3t-2
sll) = 74

Entonces

et = e fai(A) - qi(A) + e Haz(A) - g2(A) + etaz(A) - gz(A

eft 5 67275 9 64t )

= ?(—A +2A+SI3)+T(A —3A—413)+3—(A
L [6 11 Lo [ =2 =2 =2 w [ 4

- % 16 1 +€T 2 2 2 +§—O 4
116 —2 -2 -2 4

1
= 3 6et — 10e 2 + 4e*  36e7t — 10e 2 + 4e* 6! — 1072 + 4e
6e~! — 10e 2 + et 67! — 10e 2 + 4e  36e7t — 10”2 + 4ett
Ast
x(t) 1 367t — 10e2t + 4e* 6e™t — 10e7 2 + 4e*t  6e7t — 10e™2 + 4et
y(t) | = 0 6e =t — 10e 2 + 4ett  36e7t — 10e72 + 4e*t 6et — 10e72 + 4ett
2(t) 6et —10e™% + 4e**  6e ' — 10e % + et 36e! — 10e™ + 4et
A partir de las condiciones iniciales tenemos
z(0) 1 1
y©0) | =1 |=L-| e |,
2(0) 1 3

de donde ¢; = ¢3 = ¢3 = 1 y entonces

2 4t'

11 1
-1 5
0 0

36e7t — 10e7 2t + 4e* Ge t — 10e 2 + 4e*  6e7t — 10e 2t 4 4e*

)

-30

C1
C2
C3
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Capitulo 4

29—-11-2000

Enunciado

1. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) La velocidad a la que se transmite un noticia en un grupo es directamente proporcional
al nimero de individuos que aun no la conocen. Si inicialmente habfa 10 personas que
sabian la noticia y a los 3 dias la conocian 100 personas, determinar cuanta gente lo
sabra al mes de producirse la noticia (tomar como poblacién de Espana 40000000). (4
puntos)

(b) Dada la ecuacién lineal
y' +ay +by=e",
. qué condiciones deben satisfacer a y b para que y(z) = €* no sea una solucién particular

de la misma? (2 puntos)

(¢) Dado el circuito de la siguiente figura, se pide:

a )

i)

1H
NANASTTTT

donde a > 0. Si inicialmente estaba descargado, se pide determinar a para que
donde i, (t) es la intensidad del circuito en cuando V' = 0. (4 puntos)

2. Resolver las siguientes ecuaciones:

39
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3
(a) 3zy — 2y = % (2 puntos).

(b) 2xy? — 3y® + (7 — 3zy?)y’ = 0 (2 puntos).

(c) v +2¢y®) —y" — 2y = 2+ 1 — 2¢° + 4¢° (2 puntos).

¥ =x+¢e
y=r+y+z
(d) Y —rty—2 (4 puntos).

z(0) =y(0) =0,2(0) =1

CAPITULO 4. 29-11-2000
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Examen resuelto

La velocidad a la que se transmite un noticia en un grupo es directamente proporcional
al nimero de individuos que aun no la conocen. Si inicialmente habia 10 personas que
sabfan la noticia y a los 3 dias la conocfan 100 personas, determinar cuanta gente lo sabra
al mes de producirse la noticia (tomar como poblacién de Espania 40000000).

Solucién. Sea x(t) el mimero de personas que conocen la noticia en el instante de tiempo t,

medido en dias. Entonces
2'(t) = k(40000000 — x(t)),

/
/ v g / kdt,
40000000 — (t)

— 10g(40000000 — z(t)) = kt + c1,

de donde

y asi
o equivalentemente
x(t) = 40000000 — ce ™™ ¢ = e,
Utilizando las condiciones iniciales tenemos que
x(0) = 10 = 40000000 — ¢,

y asi ¢ = 39999990 y de
z(3) = 100 = 40000000 — 39999990 3"

obtenemos

L 39999900
~ 73 739999990
Entonces
() = 40000000 — 39999990e 5 1°& S555m00 ",
y

39999900

2(30) = 40000000 — 39999990¢01°8 3590590 = 909.991 ~ 910 personas.

Dada la ecuacion lineal

y//_'_a/y/_'_byzel'7

,qué condiciones deben satisfacer a y b para que y(x) = €* no sea una solucién particular
de la misma?

Solucién. Para que e” sea solucién particular de la ecuacién no homogénea debe cumplirse
que
e* +ae® +be” = (1 +a+b)e” =€,

de donde igualando coeficientes 1 + a + b = 1. Asi, para que no sea solucién debe verificarse que

a+b#0.
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Dado el circuito de la siguiente figura, se pide:

a )

i)

1H
NAALSTT

donde a > 0. Si inicialmente estaba descargado, se pide determinar a para que

t—oo

donde iy(t) es la intensidad del circuito en cuando V' = 0.

Solucién. De la teorfa de circuitos eléctricos se tiene que
V=V +Vg+ Ve,

donde V7, Vg v Vi son los potenciales consumidos en la bobina, resistencia y condensador, res-
pectivamente. Si denotamos por ¢ la carga se tiene que

V=L'+Ri+q/C=1i+ai+q,

y teniendo en cuenta que ¢’ = i, tenemos el sistema

()=(5 %))+ ()

Los valores propios de la matriz del sistema se calculan a partir de la ecuacién

—t 1

p(t):' 1 ‘:t2+at+1:0,

de donde
P ++Va? -4
— 5 .
Distinguimos los siguientes casos:

e Si0 < a < 2, entonces a? —4 < 0 y las raices del polinomio caracteristico son complejas
conjugadas con parte real —a/2 < 0, por lo que el sistema es asintéticamente estable y

e Sia =2, entonces —a/2 < 0 es la unica solucién y similarmente limy_, i5(t) = 0.



e Sia > 2, se tiene que las dos raices reales verifican que

—a—+vat—4

5 <0

y dado que a > va? — 4,
—a++Va?—4
B S— <0,

con lo que de nuevo limy_,, i,(t) = 0.

43

e Finalmente, si a = 0 las raices del polinomio son £2¢, por lo que el sistema es estable pero

no asintGticamente estable, por lo que no necesariamente lim; ., i, (t) = 0.

Resolver

Solucién. Se trata de una ecuaciéon de Bernoulli, que con el cambio de variable dependiente

z = 1 se transforma en la ecuacién lineal
3 3 3
x z
z'=3y2y’:2y—+—=2—+—.
x 3 r 3

Resolvemos primero la ecuacién homogénea
2 2
/ ﬁdz = / —dzx,

log z(z) = 2log x + ¢,

de donde

o equivalentemente
2(x) = ka?, k = e

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea la funcién z(x) = k(x)x?, derivando

2 (x) = K (2)2* + 2k(x)x

y sustitutendo

por lo que

y ast
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Deshaciendo el cambio
4
y(x) = y/ca? + %

Resolver

22y — 3y° + (7 — 3zy®)y = 0.

Solucién. Sean P(z,y) = 2zy* — 3y® y Q(z,y) = 7 — 3zy®. Dado que

oP 0
dzy — 9y* = a—y(fv,y) # a—g(:v,y) = —3y°,

la ecuacién no es exacta y tenemos que buscar un factor integrante p(z,y) a partir de la ecuacién

OP ol B 0Q o
0 sea
2 2 3, Op 2 o\ Ol
(4zy — 9" p(z, y) + (22y” — 3y )a—y(x, y) = =3y pu(x,y) + (7 — 3y )%(:E, y).
Simplificamos

0 0
22y = 3y (e, y) = (7= 39?) 5 (29) = y(2ey = 3)5-(2),

y nos damos cuenta de que si p(z,y) sélo depende de y, la ecuacién se simplifica a

2u(y) = —yp'(y)-

La resolvemos

y
log pu(y) = —2logy,
de donde
(v) =
1 7

Entonces la ecuacién -
2r — 3y + (—2—3x) y =0
Y

es exacta y existe f(z,y) de manera que

of

%(l’uy) = 2z — 3y,
of 7
a—y(%y) i 3



Utilizando la primera condicién tenemos

flay) = [ (20— 3)ds = a* =32y + g(0),
y derivando la iltima expresién y utilizando la segunda condicién

7
=3z +4'(y) = T

de donde

7 7
9y) = [ Zdy=—-
) /y2 y

por lo que la funcién f(z,y) = 2* — 3zy — 7/y define las soluciones de la forma

3wy — - =c

45

Resolver:

y4) +2y3) _y/l _ 2y/ — :I:—‘f_ 1 _26335_‘[_465.12‘

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea
vV 207 —y" — 2y =0
a partir de su ecuacién caracteristica
zt +22% — 2 — 22 =0,

que tiene a 0 por solucién.Calculamos otra solucién por el método de Ruffini

12 -1 -2
1| 1 3 2
|13 2 0

y de 22 + 3z + 2 = 0 obtenemos

—3+v9-8 3 1
p=——"—Y" Z_ T4
2 272

por lo que las soluciones son 0, 1, —1 y —2, y asf la solucién de la ecuaciéon homogénea es

yn(x) = c1 + cae® + s + cqe .
Proponemos como solucién particular

yp(z) = Az? + Bx + Ce** + De™,
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cuyas derivadas son

yn(z) = 2Az+ B+3Ce™ +5De™,
yn(x) = 24+ 9Ce™ + 25De™,

yz) (x) 27Ce* + 125De,

ys)(z) = 81Ce™ + 625De™,

y sustituyendo en la ecaucién no homogénea y simplificando tenemos
120Ce3® + 840De% — 4Ax —2A — 2B = o + 1 — 23 + 4€57,

de donde igualando coeficientes obtenemos el sistema

—4A =1,

24 -2B =1,
120C = —2,
840D = 4,

dedonde A =—-1/4, B=—-1/4,C = —1/60y D = 1/210, por lo que la solucién de la ecuacion es

1 1 1 1
y(x) = c1 + coe” + e+ cqe — Z:cQ — % - @63’” + 2—10659”

Resolver
¥ =x+e€,
y=z+y+z,
Z=x+y—z,

z(0) = y(0) = 0,2(0) = 1.

Solucién. Empezamos por resolver la ecuacién ' = x + e'. La ecuacién homogénea 7/ = x
tiene por solucién z(t) = ¢e'. Como solucién particular de la ecuacién no homogénea proponemos
rp(t) = Awe', cuya derivada es z;,(t) = (A + Az)e’. Sustituyendo en la ecuacién no homogénea y
simplificando obtenemos Ae! = e!, por lo que A = 1 y la solucién de la ecuacién no homogénea es

x(t) = cre’ +te'.
Teniendo en cuentas que z(0) = 1 = ¢;, obtenemos que
z(t) = e + te.

Vamos a continuacién a calcular las restantes incégnitas. Como siempre, empezamos por el sistema
homogéneo

donde
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A partir de su ecuacién caracteristica

vemos que sus raices son ++v/2. Calculamos ahora a; y ay a partir de

I m n az  (ay+ag)t+ V2(a; — ap)
pt)  t—2  t+42 p(t)
e igualando coeficientes tenemos el sistema
aq —+ a9 = 0,
\/5(61 —az) =1,

de donde a; = v/2/4 y ay = —/2/4. Por otra parte
t
an(t) = LG}
wit) = 25

Entonces

et = V20, (A) - qu(A) + e V2ax(A) - g2(A)

:;@@@A+@M_%zh@Aw@ﬂ

4
_ V2aa(1+v2 V2 s(1-V2 1
4 1 —1++2 4 1 —-1-+2
V2 V2)etVZ — (1 — /2)e V2 eV — emtV2
4 etV2 _ otV2 (—1+ \/ﬁ)et‘/§ + (1+ \/5)6*’5\/5 ’
y por tanto la solucion del sistema homogéneo es
un(t) ) ﬁ (14 v2)etV2 — (1 — /2)e V2 etVZ _ gtV2 e
z(t) ) 4 V2 — g tV2 (=1 4+v2)eV2 + (1 + /2)e V2 e )

Proponemos ahora como solucién del sistema no homogéneo las soluciones particulares y,(t) =
(At+B)e' y z,(t) = (Ct+D)e’, cuyas derivadas son y,(t) = (At+A+B)e' y z,(t) = (Ct+C+D)e’.
Sustituyendo en el sistema y simplificando obtenemos

(At+ A+ B)et \ [ ((A+C)t+ B+ D)e' + e' + te!
(Ct+C+D)et )\ (A—C)t+B—D)et +et +tet )’

de donde obtenemos el sistema

C=-1,
A-D=1,
20 — A =1,

C+2D—-B=1,
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conloque C = -1, A= -3, D= -4y B = —10y asi la solucién general de la ecuacién no

homogénea es t
(U0 )= (o) (k).

Utilizando las condiciones iniciales

y©O0) \ _ (1) _ [ e —10
(z(()))_(l =kl )T 1 )
obtenemos que c; = 11 y ¢3 = 5 y por tanto la sollucién del sistema serd

(1+1t)et
(t) = ¥2((16 + 11v/2)ev? — (16 + 11v/2)e V2) — (3t + 10)e!
Y2((6 + 5v/2)eV? — (6 — 5v/2)e V) — (t + 4)et.



Capitulo 5
5—2—-2001

Enunciado
1. (2.5 puntos) Sea f : R? — R* dada por f(z,y,2) = (2,2 +y, —2,y — ). Se pide:

(a) Demostrar que f es lineal.

(b) Hallar una base, dimensién y ecuaciones del nicleo y la imagen de f.
(c) Decir si f es epimorfismo o monomorfismo.
)

(d) Dadas las bases
B =1{(1,2,0),(0,0,1),(0,2,0)}

B ={(1,1,0,0),(1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1,0)},
hallar la matriz de f asociada a estas bases.
2. (2.5 puntos) Consideremos W el subespacio de R* generado por los vectores
{(1,2,-1,0),(1,0,-2,1),(0,1,1,0)}.

Con el producto escalar usual, hallar una base ortonormal de W y de W+. Hallar la pro-
yeccion ortogonal de (1,1, 1,1) sobre W.

3. (2.5 puntos) Dada la matriz

I
=~ DN =
N O =
o O

se pide:

(a) Hallar el polinomio caracteristico de A y sus valores propios.
(b) Calcular los subespacios propios de A.

(c) Determinar si A es o no diagonalizable. En caso afirmativo, obtener la forma diagonal
D, la matriz de paso P de forma que A =P -D - P~! y calcular A%,

4. (2.5 puntos) Responder a las siguientes cuestiones:

49
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(a) Dadas A y B dos matrices cuadradas del mismo orden, ;se verifica siempre que A-B =
B-A?

(b) Dadas A y B dos matrices cuadradas del mismo orden, ;se verifica siempre que tr(A -
B) =tr(B - A)? (Se define la traza de una matriz cuadrada M, tr(M), como la suma
de los elementos de la diagonal principal de la matriz).

(c) Sea A una matriz cuadrada. ;Es simétrica la matriz A - A*?

(d) Demostrar que la suma de dos subespacios propios asociados a valores propios distintos
es directa.

(e) Sea A una matriz cuadrada de forma que A® = A. Decir cudles pueden ser sus valores
propios.



o1

Examen resuelto

Sea f : R® — R* dada por f(z,y,2) = (2,2 +vy,—2,y — x). Se pide:
a) Demostrar que f es lineal.

(a)
(b) Hallar una base, dimensién y ecuaciones del nicleo y la imagen de f.
(c) Decir si f es epimorfismo o monomorfismo.
(d) Dadas las bases
B=1{(1,2,0),(0,0,1),(0,2,0)}

B ={(1,1,0,0),(1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1,0)},

hallar la matriz de f asociada a estas bases.

Solucién. (a) Sean (x1,y1, 21), (T2, Y2, 22) € R® y a, 3 € R. Calculamos

flazr, y1, 21) + B22, 92, 22)) = £(axr + B, ayr + Bya, 21 + B22)
= (az + Bz, axy + By + ayr + By2, —az — Bza, ayy + Bya — axy — Bra)
= (az,az + ayy, —az, oy — axy) + (B2, B2 + By2, —B22, Bya — Bx2)
= a(z, 71 +y1, —21, 91 — 1) + B(22, T2 + Y2, —22, Y2 — T2)
af (z1,y1, 21) + BE (22, Y2, 22),

por lo que f es lineal.

(b) Sean C3 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} vy C4, = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
las bases candnicas de R? y R*, respectivamente. Entonces la matriz asociada de f es estas bases
es

0 0 1

1 1 0
MC4CS (f) = 0 0 —1
-1 1 0

Calculamos en primer lugar el nicleo de f que vendra dado por el sistema

0 0 1 0

1 1 0 Y o

0 0 —1 Z 1o

-1 1 0 0

Procedemos a resolverlo

0 0 1 0 0010
1 1 0 0 . 11 01]0
0 0 —11]0 e looofo |2
-1 1 0 0 0200
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por lo que el sistema puede escribirse como

z =0,
x+y=0,
2y =0,

cuya Unica solucién es ¢ = y = z = 0, y por tanto Ker(f) = {(0,0,0)}. Obviamente no existe
ninguna base de Ker(f) y consecuentemente dim Ker(f) = 0.

Calculemos ahora la imagen. Dado que un vector (z,y, z,t) € Imf si y s6lo existe (a, 3,v) € R?
tal que

0 0 1 o z

1 1 0 |y

0 0 -1 f]= z

11 0 i ¢

Resolvemos el sistema

0 0 1 z 0 01 x
1 1 0 |y 110 (]
00 1]z | BB looo| z+2 |
-1 1 0 t 0 2 0| y+t

y vemos que para que la matriz ampliada del sistema tenga rango tres como la matriz del sistema
debe verificarse que = + z = 0, por lo que

Imf = {(2,y,2,t) €ER* : x + 2 = 0}.

Por otra parte, las ecuaciones paramétricas de la imagen son

==\,

Yy =K

Z:/\, A?lL?VGR?
t=v,

por lo que
(x,y,2,t) = —=X(1,0,—1,0) + n(0,1,0,0) + (0,0,0,1)

y entonces una base de la imagen es By, s = {(1,0,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}. Consecuentemen-
te dimImf = 3.

(c) Dado que Ker(f) = {(0,0,0)}, se tiene que f es inyectiva y por tanto monomorfismo. No
es sobreyectiva al no ser Imf = R*, y por tanto la aplicacién lineal no es epimorfismo.

(d) La matriz pedida la obtenemos por la férmula del cambio de bases

Mps(f) = Mg, (i) - Me,c, (f) - Me,5(i),
donde

1 00
Mes()=[ 2 0 2|,
010



y MB’C4 (i) = [MC4B’(i)]71 donde

Me,s (i) =
Calculamos la inversa
1 100 1 0 0 O
1000|0100 .
001100710
0O 01 0] 0O0O0TG 01
H
H
por lo que
Mpie,(i) =
y
0O 1 0 O 0
1 -1 0 O 1
Mes®) =14 ¢ ¢ 1 0
0O 0 1 -1 —1

O O = =
o O O

Fo—Fy

(1)
F3xFy

F1—F;
Fy—F3

OO = O
[an}

—_ O = O
O =

—_ = O O

O OO P oo R, OO O

_— o O O
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0

0

1

0

1 00] 1 000

-1 00| -1100

0 1 1] 0 010

0 10/ 0 001

100[1 0 00

100[1-100

010/0 0 0°1

011,00 10

0000 1 0 0

1001 -10 0

010/0 0 0 1 |

001/0 0 1 -1

0

0

1

~1

100 3.0 2

202 |=| 3 L 72

010 1 0 2
-1 -1 -2

Consideremos W el subespacio de R* generado por los vectores
{(1,2,-1,0),(1,0,-2,1),(0,1,1,0)}.

Con el producto escalar usual, hallar una base ortonormal de W y de W+. Hallar la
proyeccién ortogonal de (1,1,1,1) sobre W.

Solucién. En primer lugar vamos a encontrar una base de W calculando el rango de la matriz

formada por los tres vectores generadores

12 -10 1
1 0 =2 1 — R 0
01 1 O 0
1

—  F32F 0

0

2
-2

O =N =

—1
—1

1

—_ =
—_

0
1 | —mxm 0 1 1 0
0

= O O

1 2

-1 0

0 -2 -1 1
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por lo que el rango de la matriz es tres y por tanto los tres vectores son linealmente independientes
y constituyen una base de VW. Obtengamos una base ortogonal O = {vy, vy, v3} donde

vi=(1,2,-1,0),

((1,0,—2,1),vy)

(vi,v1)

1
vy = (1,0,-2,1) — vi=(1,0,-2,1) = 5(1,2,-1,0) = (1/2,~1,-3/2,1),
<(031a170)7vl> <(0,1,1,0),V2>

(vi,v1) b (va, va)

= (0,1,1,0) — %(1,2, —1,0) + 8(1/2, -1,-3/2,1)=(1/9,1/9,1/3,5/9).

V3 = (0,1,1,0) —

Vo

Calculamos ahora una base ortonormal N' = {uy, uz, uz} donde

1 V6

= —Vl = —_—
[val] 6

(1,2,—1,0) = (v/6/6,v6/3, —6/6,0),

u;

Uy = vy = g(m, —1,-3/2,1) = (v/2/6,—V2/3, —V/2/2,V/2/3),

el
1

|[val|

Calculamos ahora W+. Para ello, démonos cuenta de que (z,vy, z,t) € W= si y sélo si

s _ 2(1/9,1/9,1/3,5/9) — (1/6,1/6,1/2,5/6).

(,y,2,1),(1,2,-1,0)) = 0=2x+ 2y — z,
<(x,y,z,t),(1,0, _2a1)> = 0:$—22+t,
<($ayvz=t)7(0717170)> = 0=y+z

y resolviendo el sistema

12 -1 0| 0 1 2 -1 0] 0 1 2 -1 0 |0
10 -2110])—=pr|0 -2 -110 S ElE 0 -2 -1 1 01,
01 1 0|0 0 1 1 0|0 0 0 1/2 1/2] 0
y
z+2y—2z=0,
—2y—2z2+t=0,
1, _
%z—i—it—O,

de donde las ecuaciones paramétricas de W+ son

xr = —3)\,
y=A,
S= A A €R,
t= A,

por lo que
(x,y,2z,t) = A(—=3,1,—1,1), A € R,
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y por tanto una base de W+ es {(—3,1,—1,1)}. Para conseguir una base ortonormal basta
construir

_ 1 U )
w= g e L LD = T (53 L L) = (-VB/2,VB/6,V3/6,V3/6),

y una base ortonormal de W es {(—/3/2,v/3/6,—/3/6,1/3/6)}.

Por tltimo, la proyeccién ortogonal de (1,1, 1,1) sobre W es

263 415 7 31
p(17 17 17 1) - <(17 17 17 1)7 V1> Vl+<(17 17 17 1)7 V2> V2+<(17 17 17 1)7 V3> V3 = (ﬁ? g7 _ﬁ> _g) .

Dada la matriz

>
I
=~ N =

se pide:
(a) Hallar el polinomio caracteristico de A y sus valores propios.
(b) Calcular los subespacios propios de A.

(c¢) Determinar si A es o no diagonalizable. En caso afirmativo, obtener la forma dia-
gonal D, la matriz de paso P de forma que A =P -D - P! y calcular A%,

Solucién. (a) El polinomio caracteristico es

1-t 1 0
pit)=[A—thL|=| 2 —t 0 |=(-1-t)("—-t-2)=—t"+3t+2.
4 2 -1-t

Sus raices, es decir, los valores propios de A son —1 y

,_1=VIF8 1.3

2 22

esto es, -1 y 2. Luego —1 es un valor propio doble (multiplicidad 2) y 2 es simple.
(b) Calculamos primero Ker(A + I5), que vendrd dado por el sistema

x 2 10 x 0
A+L)- |y |]=(210])-[y]=[0],
z 420 P 0

que queda reducido a
Ker(A +1I3) = {(z,y,2) € R*: 22+ y = 0}.

Calculamos ahora Ker(A — 2I3), que viene dado por el sistema

x ~1 1 0 @ 0
A-=21) [y |= 2 =2 0o |- ly]=]0],
z 4 2 -3 z 0
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que de nuevo facilmente se ve que es
Ker(A +13) = {(7,y,2) € R*: —x +y =0, 4z + 2y — 3z = 0}.

(c) Calculamos una base de Ker(A + I3) a partir de sus ecuaciones paramétricas

T =\,
y:_2)‘a AaueRa
z=p,

por lo que
(x,y,2) = A(1,—2,0) + 1(0,0,1), A\, u € R,

y una base es Bker(a+1s) = {1(1,—2,0),(0,0,1)}.
Procedemos del mismo modo con Ker(A — 2I3), cuyas ecuaciones paramétricas se obtienen al
resolver el sistema dado por las ecuaciones que definen el subespacio

-1 1 0 0 . -1 1 0 0
4 2 —-11]0 o 6 1|0 )
que queda en forma triangular

—$+y:0,
6y — z =0,

cuya solucién serdn las ecuaciones paramétricas

Y

A
A, AER,
6A,

IS IS
I

por lo que
(z,y,2) = A(1,1,6), A € R,

y por tanto Byer(a—21;) = {(1,1,6)}.

Dado que dim Ker(A + I3) = 2 y dim Ker(A — 2I3) = 1, y ambas dimensiones coinciden con
las multiplicidades de los valores propios, tenemos que la matriz A es diagonalizable. Ademas, la
base B = {(1,-2,0),(0,0,1),(1,1,6)} es de vectores propios y

A=P-D-P!
siendo
-1 0 0
D= 0 -1 0
0O 0 2
y



y calculando su inversa

1 01100 101100
-2 017010 — myor | 00 312 10
0 116|001 016|001
101100
— mxr | 001 60 0 1
0037210
10111 00
— iR 01 6001
0 01 % % 0
1 00 % —% 0
— mer| 01 0| -4 =2 1
B —F 2 1
s 0 01 5 3 0
por lo que
1 _19
3 3
P'l=| -4 -2 1
2 1
5 5 U
Finalmente
AlOO — P.Dloo_Pfl
1 1 142101 21001
1 01 1 0 0 3 —3 0 3 = 0
= -2 01 01 0 -4 -2 1 | = 23*2 23“ 0
0 16 0 0 210 2 32 0 2102 4 2100 _9 1

o7

Dadas A y B dos matrices cuadradas del mismo orden, jse verifica siempre que A - B =
B-A? I

Solucién. No, basta considerar
10
()
10
5-(11)

10 10
(1 O):A-B;«éB-A:(Q 0).

y comprobar que

Dadas A y B dos matrices cuadradas del mismo orden, jse verifica siempre que tr(A-B) =
tr(B - A)? (Se define la traza de una matriz cuadrada M, tr(M), como la suma de los
elementos de la diagonal principal de la matriz).
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Solucién. Sean A = (a;;) y B = (b;;). Entonces

k=1
y
B -A= (Z bikakj> y
k=1
por lo que

n n

tr(A-B) =) > b = zn: Zn: birar; = tr(B - A).

i=1 k=1 i=1 k=1

Sea A una matriz cuadrada. ;Es simétrica la matriz A - At? I

Solucién. Es simétrica dado que

(A-ADf = (A A=A - AL

Demostrar que la suma de dos subespacios propios asociados a valores propios distintos
es directa.

Solucién. Sean A, u dos valores propios distintos de una matriz A. Si u € Ker(A — uL,) N
Ker(A — AI,), entonces

pu=A-u=)\u,

por lo que

y como A # u, necesariamente u = 0, y por tanto Ker(A — pl,,) N Ker(A — A\I,,) = {0} y la suma
es directa.

Sea A una matriz cuadrada de forma que A® = A. Decir cudles pueden ser sus valores
propios.

Solucién. Si A es un valor propio de A con vector propio asociado se verifica por un lado que
A u=A-(A-(A-u)=A-(A-(Qu)=)A-(A-u) =Nu

y por otro
A u=A u=)\u,

por lo que
(X = XNu=0,

y dado que u # 0, tenemos que A*> — X = 0, de donde A es 0, 1 6 —1.



Capitulo 6
2—6—2001

Enunciado

1. (1.5 puntos) Obtener la familia de curvas ortogonales a la familia de curvas dadas por la
ecuacion
y—x=ce *, ceR.

2. Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

(a) (1.5 puntos) (1 —z)y” + 2y —y = (1 — x)2, comprobando previamente que e® es una
solucién particular de la ecuacién homogénea.

(b) (1.5 puntos) vy +y" + v +y = cosx + 2sin(3z).

3. Se considera el circuito de la figura

donde C; =Cy =1F, R =1/3Qy Ry = 1/2. Se pide:

(a) (0.5 puntos) Demostrar que las ecuaciones del circuito pueden escribirse de la forma

{ 2/2 = —32'2 - 3Z3 + 3V’(t), (6 1)
3

il = —2iy — 4iz + 2V'(1).

99
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(b) (2.5 puntos) Resolver el sistema (6.1) y dibujar su diagrama de fases cuando V'(t) = 0.

(c) (1.0 punto) Obtener la solucién del problema de condiciones iniciales asociado al
sistema (6.1) cuando V(t) =sint'V e i5(0) = i3(0) = 1 A.

' =x— xy;

y =z —y;
se pide calcular sus puntos criticos y determinar la estabilidad o inestabilidad de los mismos.
(Nota: si usas algin resultado, debes demostrar que dicho resultado puede aplicarse).

4. (1.5 puntos) Dado el sistema



Examen resuelto

61

Obtener la familia de curvas ortogonales a la familia de curvas dadas por la ecuacién

x

y—xr=ce *, ceR.

Solucién. Derivamos implicitamente la ecuacién

y —1=—ce”,
y cambiamos y por —1/1y’ obteniendo
1+ ﬂ
v =ce "
Entonces
. 1+
ce " = m =y—u,

de donde la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales es
1+y =y'(y—=)

o equivalentemente

1 o
y—xr—1 v
Con el cambio de variable dependiente z = y — = — 1, transformamos la ecuacién en
1 1 1-—
Z/:y/—lz——]_:——lz Z7
y—x—1 z z

de donde

e integrando

J e s B B e
— / -1+ %) dt = —t —log(1 — t) = —z(z) — log(1 — z(x))

obtenemos la solucién
—z(x) —log(l — 2(x)) =z +¢,

y deshaciendo el cambio

—y(x) —log(2 —y(z) +2) =2r + 1 +c

Resolver

(1-2)y +zy —y=(1-1)

comprobando previamente que e® es una solucién particular de la ecuacién homogénea.
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Solucién. Dada y;(z) = €”

homogénea tenemos

, es claro que yj(z) = 3y (xz) = €* y sustituyendo en la ecuacién

(1 —xz)e” +xe® —e” =0,

por lo que y;(x) es solucién de dicha ecuacién. Proponemos otra solucién de la forma yo(x) =
k(x)e* y derivando dos veces

vo(z) = K(x)e” +k(x)e,
vo(x) = K'(z)e” + 2k (x)e” + k(z)e”,

y sustituyendo en la ecuacién homogénea tenemos

(1—2)k"(z) + (2 — 2)k' () = 0,

de donde K(x) 50 .
[ yte= | o=
y entonces
, 2—zx 1
logk'(z) = x_ldx: —1—i—m dr = —z +log(x + 1),
esto es
= 1 du=d
k(x) = /(m+ e “dx = { ZU :xej—:dm Uu: _ea:_w } =—e "(x+1) +/e"”dm =—e "(z+2),
y asi

yo(z) = —x — 2,
y la solucion general de la ecuacién homogénea es
yn(x) = c1€” + co( + 2).

Proponemos una solucién particular de la forma y,(z) = Az? + Bz + C, y derivando dos veces y
sustituyendo en la ecuacién no homogénea tenemos

Ax? —2Ax +2A - C =1 — 2z + 22,
de donde
A=1,

—2A =2,
24— C =1,

de donde A =1, C' =1y B puede tomar cualquier valor, por lo que una solucién particular de la
ecuacion serfa y,(x) = 2% + 1 y la solucién general es

y(x) = c1e” + oz +2) + 2% + 1.
Nota. Lo més habitual en este ejercicio seria proponer una solucién particular de la forma
yp(z) = c1(z)e” + ca(z)(z + 2)

y derivando
Yy (7) = c1(z)e” + ca(x) + ¢y (w)e” + cy(z)(x + 2),
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suponiendo que
ci(@)e” +cy(z)(x +2) =0

volviendo a derivar
Yy, (x) = cr(w)e” + ¢ (x)e” + ()

y sustituyendo y simplificando en la ecuacién no homogénea tenemos
A(z)e” + cy(x) =1 -z,

por lo que tenemos el sistema

que al resolver nos da

' 0 x+2 ‘

1-— 1 —2)(x—1

fy = L1 (w2 1)
e’ x+2 e*(z+1)
e’ 1

pero la integral
/(x—?)(ac—l)dx

—e*(z+1)

no admite una primitiva en términos de funciones elementales. Asi dado que puede comprobarse
que
co(x) =z —2log(x + 1),

la solucién general de la ecuacién tendria que expresarse de la forma

t—2)(t—1)

y(m):clem+c2(gj—|—2)—|—e‘r/0 (—et(t+1) dt + 2* + 2z — 2(z + 2) log(z + 1).

Resolver

7

v +y" +vy +y=cosz + 2sin(3z).

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea

y///+y//+y/+yzo
mediante la ecuacién caracteristica

B2+t +r+1=0,

que por el método de Ruffini nos da
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por lo que —1 es solucién y la ecuacién resultante 22 + 1 = 0 nos da las soluciones +i, por lo que
la solucién de la ecuaciéon homogénea es

yn(z) = cre” " + cocosx + csinx.
Proponemos una solucién particular de la forma
Yp(z) = Az cosx + Brsinx + C cos(3z) + Dsin(3z),
y derivando tres veces

y,(x) = (A+ Bz)cosz + (—Az + B)sinz — 3Csin(3z) + 3D cos(3z),

Yy, (x) = (—Ax +2B) cosx + (—Bx — 2A) sinx — 9C cos(3x) — 9D sin(3x),

y, (z) = (=Bx — 3A) cosx + (Az — 3B) sinz + 27C'sin(3z) — 27D cos(3z).
Sustituyendo en la ecucién no homogénea y simplificando
(2B —2A)cosz — (2A+2B)sinz — (8C' + 24D) cos(3x) + (24C — 8D) sin(3z) = cos z + 2sin(3z),

e igualando coeficientes

—2A+2B =1,
2A+ 2B =0,

8C +24D =0,
24C — 8D = 2,

de donde A = —1/4, B=1/4,C =3/40 y D = —1/40 y la solucién general de la ecuacién no
homogénea es

(z) 4+ + ¢z s ! + inzx + ; (3z) sin(3z)
= Co COST CaSINTY — =T COST —TrSsinx — COS _ — .
Y\ =ae 2 3 1 A 40 40
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Se considera el circuito de la figura

C C
| |
|| ||

(W i )

donde C; =Cy =1F, Ry =1/3Qy Ry = 1/2Q. Se pide:
(a) Demostrar que las ecuaciones del circuito pueden escribirse de la forma
{ iy = —3iy — iz + 3V (t);
iy = —2iy — 4dig + 2V (t).
(b) Resolver el sistema (6.2) y dibujar su diagrama de fases cuando V'(t) = 0.

(c) Obtener la solucién del problema de condiciones iniciales asociado al sistema (6.2)
cuando V' (t) =sint'V e i2(0) = i3(0) = L A.

Solucién. (a) Por una parte, la suma de las intensidades que llegan a un nudo coincide con
la suma de las intesidades salientes, por lo que
il - iQ + 7;3.
Por otro lado, si suponemos que cada subcircuito es recorrido en sentido contrario a las agujas del

reloj, y teniendo en cuenta que el voltaje generado en cada uno se consume en los elementos del

circuito tenemos
V(t) = Ve, + Vg,

para el circuito de la izquierda y
V(t) = VC1 + VCz + VR27
para el circuito exterior (eliminando la rama de 7). Entonces, sustituyendo
V(t) = ql/C'l + Rlig,
V(t) = q1/C1 + q3/C2 + Ryis,
donde ¢; y q3 son las cargas correspondientes a las intensidades #; e i3. Derivamos y teniendo en
cuenta que la derivada de la carga es la intensidad

V'(t) = i1/Cy + Ryih,
V'(t) = i1/Cy + i3/ Cy + Rail.
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Sustituyendo los valores niimericos y el valor de i; y despejando las derivadas de i, e i3 tenemos

1,2 = —3i2 — 323 + 3V’<t>,
iy = —2iy — 4iz 4+ 2V'(t).

(b) Expresamos el sistema de forma matricial
(1)-»
i is )’
-3 -3
a=(5 00

3¢t —
p(t)Z' - _4: ‘:t2+7t+6:0,

donde

Su polinomio caracteristico es

de donde
L —7+£49-24 7i5

2 27
por lo que las soluciones son —6 y —1. Calculamos a; y as,

1 o aq X (05} _(a1+a2)t+a1+6a2
p(t) t+6 t+1 p(t) ’

que igualando coeficientes da lugar al sistema

a; +az =0,
ap + 6as =1,

con lo que a; = —1/5y as = 1/5. Por otra parte

p(t)
QI( ) t+6 ™ ’
p(t)
Entonces
et = e % (A)- q1(A) +efas(A) - go(A)
676t eft
= (At D)+ (A +0h)
o6t -2 _3 et 3 =3
= —— + =
5 \ -2 -3 5\ —2 2
1 2e7% 43¢t 3e7% —3e!
5\ 2e7% —2e7t 376t 4 2e7t )7
por lo que

ig(t) \ _ 1 [ 27 +3e7 3 =3¢\ [«
is(t) ] 5\ 2e7% —2e7t 370 4 2e7 c )
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Esbozamos a continuacion el diagrama de fases del sistema

Vemos fécilmente que (0,0) es el tnico pnto critico y que las rectas is = —i3 € iy = —2i3 son
las isoclinas. En la primera, tenemos que i, = 0 e i = 2iy por lo que el vector tangente en esta
recta serd paralelo al eje i3 hacia arriba si 73 > 0 y hacia abajo si i, < 0. En la segunda isoclina
tenemos que 4 = 0 e 5 = 3i3 por lo que serd paralelo al eje i» hacia la derecha si i3 > 0 y hacia
la izquierda si 73 < 0. Por otro lado, los subespacios propios son

Ker(A + 6L,) = {(z,y) € R* : iy = i3},

Ker(A + 1) = {(z,y) € R? : 26y + 3i3 = 0},

por lo que el diagrama de fases serd aproximadamente

Vo +3iz3 =0 ™

————————————

_____

—————

-

(¢) Proponemos una solucién particular de la forma

i2p(t) = Acost+ Bsint,
isp(t) = Ccost+ Dsint.

Derivamos

in,(t) = —Asint+ Bcost,
iz,(t) = —Csint+ Dcost,
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y sustituimos en el sistema no homogéneo

-/
o
-/
3

{

y simplificando

—Asint + Bcost
—C'sint + Dcost

de donde igualando coeficientes

que resolvemos

3 1 3 0| 3
-1 3 0 3|0
29 0 4 1] 2 | 7 BxR
0 2 -1 4|0
- F2><F4
7 P3P

que nos da el sistema

—3iy — 313 + 3 cost;
= —219 — 413 + 2 cost.

—3(A+C —1)cost —3(B+ D)sint,
—2(A+2C —1)cost — 2(B + 2D) sint,

3A+ B+3C =3,
—A+3B+3D =0,
2A+4C + D =2,
2B — C + 4D =0,

13 0 3|0 -1 3 0 3|0
3.1 .3 0[3|_ 0 10 3 9|3

2 0 4 1|2 pERl o0 6 4 7|2

0 2 -1 4]0 0 2 -1 4]0

-1 3 0 3]0 13 0 3|0
0 2 -1 4]0 0 2 -1 4 |0
0 6 4 7|2 | BER] 0 0 7 -5 2
0 10 3 9/ 3 0 0 8 —11| 3
13 0 3]0 13 0 3] 0
0 2 -1 4 |0 0 2 -1 4] 0
0 0 7 52|79 o 0 7 —5| 2
0 0 0 %2 0 0 0 37| =5

—A+3B+3D=0,
2B — C +4D =0,
7C — 5D =2,
37D = —5,

de donde D = —5/37, C =7/37, B =27/74 y A =51/74, por lo que la solucién particular es

i2,p(t)
2'3711(73
y asf la solucién general es
ia(t) 1 [ 26+ 3e!

( 3(1) ) (

y a partir de la condicién inicial

( i2(0)

i3(0)

2e 6t — 2¢1

)

5

51 t—{—27 it
= — — sin
74 S8 T g MY
7
= ﬁCOSt—§Sth,

27

74
5

37

sint
sint

ocost +

—6t _ 9, —t
3e 3e o
cost —

3e 6t 4 2¢t

C1

Co 7

37

)-(5)(

)

)

S~
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de donde ¢; =23/74 y co = 30/37 y asi

; — 8 ,—6t _ 5L —t 4 51 27
(=g et ot
i3(t) = 1g5€ " + jgs¢ " + 37 cost — gz sint.

Dado el sistema
' =x— xy;
y =z —y;
se pide calcular sus puntos criticos y determinar la estabilidad o inestabilidad de los

mismos. (Nota: si usas algin resultado, debes demostrar que dicho resultado puede
aplicarse).

Solucién. Calculamos los puntos criticos del sistema resolviendo

z—axy =0,

r—y=0,
de donde = = y y por consiguiente z — 22 = 0, de donde z = 0 6 1 y las dos puntos criticos del
sistema son (0,0) y (1,1). La matrix jacobiana del sistema es

st = (1700

Estudiamos el punto critico (0,0). En este caso

a0 = (1 9 ),

y su polinomio caracteristico es

s =| 10 0 [=—a-ouo

cuyas raices son obviamente +1. Ambas son distintas de cero y por tanto el punto critico es
hiperbdlico y por el Teorema de Hartman—Grobman, como uno de ellas es positivo se tiene que el
punto critico (0,0) es inestable.

Pasamos ahora al punto critico (1, 1), que nos da la matriz jacobiana

Jf(l,l):((l) j)

Su polinomio caracteristico nos proporciona la ecuacion

|

_ 42 _
p(t)—‘ 1 —1—¢ =t‘+t+1=0,
de donde
. —1+/1—4 1i5v§
=" = —— 11—
2 2 27

que son dos raices complejas conjugadas con parte real no nula y consecuentemente el punto critico
es hiperbdlico. Aplicando entonces el Teorema de Hartman—Grobman tenemos que dicho punto
critico es asintoticamente estable pues la parte real de los valores propios de la matriz jacobiana
es negativa.
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Capitulo 7

15-6—2001

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) (1.5 puntos) x3y"” + 2xy — 2y = z*logz + 3z.

(b) (1.0 punto) y" + 2y — 8y = 9¢ 7, y(0) = ¢/ (0) = 0.
2. (2.5 puntos) Resolver el sistema lineal

' =3x+y;
y' =y — 2;

y esbozar su diagrama de fases.

3. (2.5 puntos) Un tanque contiene 40 1. de agua pura. Una solucién salina con 100 gr. de
sal por litro entra en el tanque a razén de 1.6 1/min. y sale del tanque a razén de 2.3 1/min.
Se pide calcular la cantidad de sal en el tanque cuando éste tenga 25 litros de agua.

4. (1.0 punto) Dada la ecuacién
M(z,y) + N(z,y)y" =0, (7.1)

con M,N : R?> — R, determinar qué ecuacién debe de satisfacer un factor integrante de
(7.1) que dependa de la variable zy.

5. (1.5 puntos) Determinar los puntos criticos del sistema

¥ =1-uzy;

y =z -y
y estudiar la estabilidad de los mismos, apuntando aquellos resultados que permiten dicho
estudio.

6. (2.5 puntos) Determinar para qué valores de p y ¢ la siguiente matriz es diagonalizable

5 0 0
A= 0 -1 ¢
3 0 »p
Hallar la matriz diagonal y la matriz de cambio de base para los valores p = —1y ¢ = 0.

71
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7. (2.5 puntos) Sea f : R* — R* dada por
fx,y,2) = 2x,2y —z,z+y+z,2—y+2).
Hallar en caso de ser posible:

(a) Matriz asociada a f en las bases canénicas de R? y R?.
(b) Nucleo e imagen de f.

(c) Valores propios de la matriz asociada a f en las bases canénicas de R? y R%.

8. (2.5 puntos) Sea W C R* el subespacio vectorial determinado por las ecuaciones x — y +
22—t =0y x+vy+ 2+ 4t = 0. Hallar las ecuaciones de YW+ y una base ortonormal de W .
Hallar la proyeccién ortogonal de (0,0,0,1) sobre W.

9. (2.5 puntos) Determinar de una forma razonada la veracidad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

(a) Todo valor propio de una matriz cuadrada tal que su subespacio propio asociado tiene
dimensién uno es una raiz de multiplicidad uno del polinomio caracteristico de dicha
matriz.

(b) La interseccién de dos subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.
(¢) Toda matriz diagonalizable es simétrica.

(d) Dados los vectores u, v y w tales que u es ortogonal a v y v es ortogonal a w. (Es
cierto que u es ortogonal a w?

(e) Sea A una matriz cuadrada. Si |A%| = 0, entonces 0 es un valor propio de A.
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Examen resuelto

Resolver

3" + 22y — 2y = 2 logx + 3.

Solucién. Se trata de una ecuacién de Cauchy—Euler que con el cambio x = €' se transforma
en lineal con coeficientes constantes. Para ello, supongamos que ¥ es la derivada de y respecto a
t. Entonces

, odt 1 »
y —y _— :y — :y 5
dx T
d . dt .
"o —t — —2t 2t
Yy _dt(ye )_d:r Ye ye

d . : dt .. . .
m_ - 672t_ 67215 - 673t _ 36731& 2673t
y o (v (] ) o Yy Y+ (]
y sustituyendo en la ecuacién y simplificando tenemos

Y -3y +4Yy —2y = te* + 3¢
Resolvemos primero la ecuacién homogénea a partir de su ecuacién caracteristica

3 =32 +4t -2 =0,

que procediendo por el método de Ruffini

1 -3 4 =2
1 1 -2 2
11 -2 2 0

y la ecuacion restante t* — 2t +2 = 0 nos da

244438
B

t — 144
por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es
yn(t) = cre’ + coe’ cost + cze’ sint.
Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea la funcién
yp(z) = (At + B)e* + Cte',
que derivando tres veces

Y, (7) = (2At + A+ 2B)e* + (Ct + C)e',

Y, (r) = (4At +4A + 4B)e* + (Ct + 20)é',
Yy (z) = (8At + 12A + 8B)e* + (Ct + 3C)é',
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y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
(2At +4A + 2B)e* — Ce' = te* + 3¢,

e igualando coeficientes y simplificando tenemos

2A=1,
4A+2B =0,
—C =3,
de donde A =1/2, B=—1y C = —3, con lo que la solucién de la ecuacién no homogénea es

y(t) = cre’ + coe cost + czel sint + (/2 — 1)e* — 3te'.
Deshaciendo el cambio

y(x) = c17 + cow cos(log x) + sz sin(logz) + (logz/2 — 1)z — 3xlog z.

Resolver

y// + 2yl o 8y — 967$7

{ y(0) = y'(0) = 0.

Solucién. Resolvemos primero la ecuacién homogénea

y' +2y —8y =0,

mediante su ecuacién caracteristica
22 +20 —-8=0,

que nos da las soluciones

z =143,

L 24E/1+32
N 2

por lo que las raices son —4 y 2 y la solucién de la ecuacién homogénea es

yn(x) = cre™* 4 cpe®.
Proponemos una solucién particular de la forma y,(x) = Ae™, derivamos dos veces

y;)(il?) = _Ae—x,
) = Ac

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
—9Ae™* =9e %,
de donde —9A4 =9 y A = —1, con lo que la solucién general de la ecuacién no homogénea es

y(z) = cre™™ + cpe* — e,
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Derivamos una vez la solucién
/ _ —4x 2z —x
y'(x) = —4c1e7 " + 2c0e™ + 77,
y utilizamos las condiciones iniciales para construir el sistema

y(0)=0=1c; + o — 1,
y'(0) =0 = —4c; + 2¢0 + 1,

de donde ¢; = ¢y = 1/2 y la solucién del problema de condiciones iniciales es

1 1
_6—490 + _62512 —e 7.

yl(z) =5 5

Resolver el sistema lineal

y esbozar su diagrama de fases.

Solucioén. La forma matricial del sistema es

donde

Igualamos el polinomio caracterisitco a cero

p(t):‘?)__zt 1£t‘:t2—4t+520,
de donde
t:4i\/;6f20:2ii'
Calculamos a; y ao,
1w L :(a1+a2)t—a1(2—|—i)—a2(2—i)
p(t) t—24i t—2-—1 p(t) ’

e igulando coeficientes obtenemos el sistema

ay -+ a9 — 0,
a1(24+1)+az(2—1i)=—1,

con lo que ay = —1/4i y ay = 1/4i. Por otra parte

p(t) ,
) = 22 9
a(?) t—2+1 b

¢
P 5y

t -
a(1) t—2—1
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Asi

etA _ q (A) + 6t(2+z‘)a2(A) . C_IQ(A)
it

) 2+9)) + Zz (A-(2- i>12>>

(s o

= ( j (1—_Z —11—i>+%(1—+22 —11—H'>)
< _
(

—e Zt) _(e’it _ e*it) + ,L(e’tt + e*’it)
sint + cost sint
—2sint —sint 4 cost

—it + Z(ezt P zt) eit o e—it >

por lo que la solucién del sistema es

a(t) \ _ " [ sint+ cost sint [ a
y(t) | 2 —2sint  —sint + cost e )’
o equivalentemente

{ z(t) = e—((:2 cost + (c1 + ¢2) sint),
y(t) = G (cacost — (2¢; + cz) sint).

Procedemos a esbozar el diagrama de fases. Es fécil ver que (0, 0) es el tinico punto critico del
mismo y que las isoclinas son y = —3z e y = 2z. En la primera tenemos que 2’ = 0 e ¢y = —bz,
por lo que el vector tangente tendra la direccién del eje y y apuntara hacia arriba si < 0 y hacia
abajo si x > 0. Respecto a la segunda isoclina tenemos que =’ = 5x e ¢y = 0, por lo que el vector
tangente tendra la direccion del eje x y apuntard a la derecha si x > 0 y a la izquierda si z < 0.
Por otra parte, los vectores propios son complejos conjugados con parte real positiva, por lo que
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el diagrama de fases serd de la forma

_____

_____

_____

_____

Un tanque contiene 40 1. de agua pura. Una solucién salina con 100 gr. de sal por litro
entra en el tanque a razén de 1.6 1/min. y sale del tanque a razén de 2.3 1/min. Se pide
calcular la cantidad de sal en el tanque cuando éste tenga 25 litros de agua.

Solucién. Sea x(t) la cantidad de sal en el tanque en el instante de tiempo ¢. Se verifica
entonces que
2/ (t) = ve — v,

donde v, es la velocidad de entrada de la sal y v la de salida. Dado que

ve = 1.6 - 100 = 160,

Vg —

donde V(t) es el volumen de agua en el tanque. Como V(t) = 40 — 0.7¢, tenemos la ecuacién
diferencial lineal

x(t)
'(4) = 160 — 2.3 - —
7 (t) 10 — 0.7t

Resolvemos primero la ecuacién homogénea

/Z(%)dt: —2.3/%,
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de donde 23
log z(t) = 0 log(40 — 0.7t) + ¢,

o equivalentemente

z(t) = k(40 — 0.76)%/7 ) k = ¢°.

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea x(t) = k(t)(40 — 0.7t)?*/7, y derivando
2
2 (t) = K (t)(40 — 0.7¢)%/7 — k(t)(),773<40 —0.78)19/7,

y sustituyendo
k' (t)(40 — 0.7t)%/7 = 160,
con lo que
k(t) = / 160(40 — 0.7t)~2¥/7dt = 100(40 — 0.7¢)"'6/7 4 ¢,

y
z(t) = (40 — 0.7t)*/7 +100(40 — 0.7¢).

Como el agua inicialmente era pura, tenemos que z(0) = 0 y asi
2(0) = 0 = ¢ - 40%/7 4 4000,
de donde ¢ = —4000/40%*/7 y

4000

2(t) = =gz (40 = 0.7)*7 4 100(40 — 0.7¢).

Sea t, el tiempo en que el volumen es de 25 litros. Entonces
V(to) = 25 =40 — 0.7ty,
de donde ty = 150/7 minutos y

150 4000 150\ /7 150

Dada la ecuacién
M(z,y) + N(z,y)y =0, (7.2)

con M, N : R? — R, determinar qué ecuacién debe de satisfacer un factor integrante de
(7.2) que dependa de la variable xy.

Solucién. De la ecuacién de factor integrante

Bl )M (,0) + ) o (0,) = )N (a0) + o) G (5,0),

y dado que
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reescribimos la ecuaciéon como

' (zy) (M (z,y)x — N(z,y)y) = p(ry) (%—Z(% y) — %—A;(x, y)) :

Determinar los puntos criticos del sistema

' =1-—zy;

y =z -y
y estudiar la estabilidad de los mismos, apuntando aquellos resultados que permiten dicho
estudio.

Solucion. Del sistema

1 -2y =0;

T — y3 - 07
tenemos que = = 3, y entonces 1 = y?, de donde y = +1, por lo que (1,1) y (—1,—1) son los
unicos puntos criticos del sistema. La matriz jacobiana es

If(z,y) = ( _19 _;)”;2 ) :

Consideremos ahora el punto (1,1). Entonces

Jf(1,1) = ( _11 :il)) )

e igualando el polinomio caracterfsitco a cero tenemos

—1—t -1
p(t):' ) _3_t‘:t2+4t+4:0,

de donde
. —4+£16-16 5
— 5 =2,
por lo que los valores propios de la matriz jacobiana son negativos y por tanto hiperbélicos.
Aplicamos el Teorema de Hartman—Grobman para concluir que el punto critico es asintéticamente
estable.
Estudiamos ahora el punto critico (—1,—1). Ahora

Igualando el polinomio caracterisitco a cero obtenemos

p(t):' 1It _31_t ':t2+2t—4:O,

y entonces

. —2%./4+16
N 2

t = —1+2V5,
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por lo que los valores propios de la matriz jacobiana son reales no nulos y por tanto hiperbélicos.
Teniendo en cuenta que —1 +2v/5 > 0, aplicamos el Teorema de Hartman-Grobman para deducir
que el punto critico es inestable.

Determinar para qué valores de p y ¢ la siguiente matriz es diagonalizable

5 0 0
A=10 -1 ¢
3 0 »p

Hallar la matriz diagonal y la matriz de cambio de base para los valores p = —1 y ¢ = 0.

Solucién. Calculamos el polinomio caracteristico y lo igualamos a cero

b—t 0 0
pH)=| 0 —1—t q |=(@-5)t+1)p-1)=0,
3 0 p—1

por lo que facilmente vemos que las raices son 5, —1 y p. Distinguimos entonces los siguientes
casos:

e Sip ¢ {—1,5}, entonces los tres valores propios son distintos y por lo tanto la matriz es
diagonalizable.

e Sip = —1, entonces éste tiene multiplicidad dos y hemos de calcular la dimensién de Ker( A+
I3) que vendréd dado por el sistema

T 6 0 0 T 0
(A+Iy)-{ vy |=100 ¢ y |=101,
2 300 2 0

de donde distinguimos los siguientes subcasos:

— Si ¢ # 0, entonces Ker(A + I3) = {(z,y,2) € R* : x = 2z = 0}, cuyas ecuaciones
paramétricas son

x =0,
y=2A MER,
z =0,

de donde (IL’, Y, Z) = A(07 L, 0)7 A€ R, y por tanto una base es BKer(A+13) = {(07 L, 0)}:
por lo que dim Ker(A + I3) = 1 y la matriz no es diagonalizable.

— Sig = 0, entonces Ker(A+13) = {(z,y,2) € R?: z = 0}, cuyas ecuaciones paramétricas
son

r =0,
y=A ANpeR,
z=p,

y por tanto (z,y, z) = A(0,1,0)4+x(0,0,1), A, u € R, y entonces una base es Bxer(A+1,) =
{(0,1,0),(0,0,1)}, obteniéndose que dim Byer(a+1,) = 2 ¥ por consiguiente la matriz es
diagonalizable.
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e Si p = 5, entonces éste tiene multiplicidad dos y de nuevo hemos de calcular la dimensién
de Ker(A — 5I3) que viene dado por el sistema

T 0O 0 0 T 0
(A-5L)-(y |=(0 -6 ¢ |-y ]|]=1]01,
z 3 0 0 z 0

de donde tenemos que Ker(A —5I3) = {(z,y,2) € R®: x = 0, 6y—qz = 0}, cuyas ecuaciones
parametricas son

xz =0,
y=1%\ AER,
z=A,

de donde (xvya Z) = )‘<07 Q/67 1)7 A€ Ra y una base serd BKer(A—513) = {(07(]/67 1)} y por lo
tanto dim Ker(A — 5I3) = 1 y la matriz no es diagonalizable.

Sean ahora p = —1 y ¢ = 0. Como hemos visto anteriormente la matriz serd diagonalizable y
Bker(a+1s) = {(0,1,0),(0,0,1)}. Calculamos Ker(A — 5I3) que viene dado por

T 0O O 0 T 0
(A-5L;)- [y |=(0 —6 0 'y =101,
z 3 0 -6 z 0

por lo que Ker(A —5I3) = {(z,y,2) € R®: y =0, z— 2z = 0}, cuyas ecuaciones pardmetricas son

T =2\,
y=0, AeR,
z= A,

de donde (z,y,2) = A(2

,0,1), A € R, y una base serd Bker(a—s1;) = {(2,0,1)}. asf una base de
vectores propios es B = {(0, 1

,1,0),(0,0,1),(2,0,1)}. Entonces

A=P-D-P
donde
-1 0 0
D= 0o -1 0 |,
0 0 5
00 2
P=1100
011
y la inversa la calculamos
002|100 1007010 1001010
100010 — mxin| 00 21100 | —=gxr| 011001
01 1]001 01 1]001 002|100
100} 010 1 00 0 10
—>%F3011001—>F2_p3010—%01,
001 %00 0 01 %OO



82 CAPITULO 7. 15-6-2001

y asi
0 10
P'=[ -3 01
100
y
00 2 -1 0 0 0 10
A=(100 0 -10 -3 01
011 0 0 5 $ 00

Sea f : R® — R* dada por
fx,y,2) = 22,2y —z,z+y+z,2—y+2).
Hallar en caso de ser posible:

(a) Matriz asociada a f en las bases canénicas de R? y R%.

(b) Nicleo e imagen de f.

(c) Valores propios de la matriz asociada a f en las bases canénicas de R? y R%.

Solucién. (a) Sean C3 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y
C, ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Entonces

MC4C3 (f> =

— = O O

(b) Calculamos en primer lugar el niicleo que vendra dado por el sistema

2 0 0 0
-1 2 0 Y (o
1 1 1 Y 1= o |
1 -1 1 & 0

que al resolverlo nos da z = y = z = 0, por lo que Ker(f) = {(0,0,0)}.
Calculemos ahora la imagen. Para ello démonos cuenta de que (z,y, z,t) € Imf si y sélo si
existe (o, 3,7) € R? tal que

2 0 0 x
-1 2 0 Y |
1 1 1 gl=17
1 -1 1 v t
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Calculamos el rango de las matrices del sistema

2

0 0] = 2 0 0 x 2 00 x
-1 2 0]y 0 2 0| y+iz 020 y+ 3
1 1 1|z ]| 7 PRl 1 1| z-1a ]| 7B 00 1] 2oy
F3—%F1 ]? F4+%F2 % :ZLL

1 -1 1| ¢ mim \0 =1 1] t—gz 00 1| t+3y—1a

2 00 x

020 Y+ 5z

RN BRI z—%y—%x ’
000|t—zty+iz

y para que el rango de la matriz A y la ampliada del sistema coincidan debe ocurrir que = + 2y —
2z + 2t = 0, por lo que

Imf = {(z,y,2,t) € R* : x + 2y — 22 + 2t = 0}.

(c) No es posible calcular los valores y vectores porpios puesto que la matriz no es cuadrada.

Sea W C R* el subespacio vectorial determinado por las ecuaciones ¢t —y +2z —t =0y
r+y+ 2z + 4t = 0. Hallar las ecuaciones de YW+ y una base ortonormal de V. Hallar la
proyeccién ortogonal de (0,0,0, 1) sobre W.

Solucién. Empezamos obteniendo una base de WW. Para ello resolvemos el sistema que forman
sus ecuaciones para obtener las ecuaciones paramétricas.

1 -1 2 —-1] 0 . 1 -1 2 —-1/,0
1 1 1 4]0 B-Bilo 2 -1 5 |0)
que se reescribe como sistema de la forma

rT—y+2z—1t=0,
2y —z+ 5t =0,

que da lugar a las ecuaciones paramétricas

le—%/\;%u,
y_§>‘_2ﬂa

Y A ER,
t=p,

por lo que (x,y, z,t) = %)\(—3, 1,2,0) + %u(—S, —5,0,1), A, € R, por lo que una base de W es
By = {(-3,1,2,0),(—=3,-5,0,1)}. Entonces un vector (z,y, z,t) € W= si y sélo si

= 3z +y+ 2z,
)) = =3z — by + 1,

por lo que
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Obtenemos a continuacién una base ortonormal de V. Para ello empezamos por obtener una
base ortogonal O = {vy, vy} donde vi = (—3,1,2,0) y

((—=3,-5,0,1),vq) 2 15 37 4
=(-3,-5,0,1)— =(-3,-5,0,1)—=(-3,1,2,0) = | ——, ——, —=
Vo ( ) s Yy ) <V1,V1> Vi ( ) s Yy ) 7( ) Ly &y ) 77 77 77 )
y la base ortonormal es N' = {u;,us} donde
1 V14 V14 V14 /14
ul:—vlz_(_3717270>: _3 ) ) 70 )
|[v1]] 14 14 147 7
o 1 V_\/1659 _§_3_7_é1
2T el 2 237 T )
La proyeccién ortogonal de (0,0,0,1) sobre W es
V14 V14
p(0,0,0,1) = ((0,0,0,1),——(-3,1,2,0) ) ——(—3,1,2,0)
14 14
v 1659 15 37 4 v 1659 15 37 4
+ (0707071)7 __7__7__7]- __7__7__7]-
237 7 T 237 7 TT

~ 1659 ([ 15 37 _41
56169 77 T )

Determinar de una forma razonada la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Todo valor propio de una matriz cuadrada tal que su subespacio propio asociado
tiene dimensiéon uno es una raiz de multiplicidad uno del polinomio caracteristico
de dicha matriz.

(b) La interseccién de dos subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.
(c) Toda matriz diagonalizable es simétrica.

(d) Dados los vectores u, v y w tales que u es ortogonal a v y v es ortogonal a w. jEs
cierto que u es ortogonal a w?

(e) Sea A una matriz cuadrada. Si |A?%| = 0, entonces 0 es un valor propio de A.

Solucién. (a) Falso. Basta considerar la matriz

10
=)

cuyo polinomio caracteristico es



por lo que su unico valor propio es 1 que tendrd multiplicidad dos. Sin embargo
Ker(A —1I,) = {(z,y) € R* : 2 = 0},

que tiene obviamente dimensién uno.
(b) Teoria.
(c) Falso. La matriz

10
=(is)

s =| 170 ,0, | =a-oe-o,

cuyo polinomio caracterfstico es

85

tiene claramente dos valores propios, 1 y 2, y por tanto es diagonalizable aunque no es simétrica.
(d) Falso. Consideremos R? con el producto euclideo usual y sean u = (1,0), v = (0,1) y

w = (—1,0). Es facil ver que
(u,v) = (v,w) =0,

y sin embargo
(u,w) = —1.

(e) Verdadero. Dado que |A?| = |A|* = 0, tenemos que |A| = 0. Pero entonces si p(t) es el

polinomio caracteristico de A se verifica que
p(0) = |A — 0L, = [A] = 0,

por lo que 0 es raiz del polinomio caracteristico y por tanto valor propio de A.
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Capitulo 8

4-9-2001

Enunciado
1. Resolver las siguientes cuestiones:

(a) (1 punto) Hallar la curva ortogonal a la familia de curvas dada por la ecuacién dife-
rencial
1+ =a?+cx

que pasa por el punto (1,1).

(b) (1 punto) Resolver la ecuacién
Y =1+ - 2zy +¢°

sabiendo que tiene una solucién particular polinémica de grado uno.

(¢) (1 punto) Resolver la ecuacién lineal

2. (2 puntos) Resolver el siguiente circuito de la figura suponiendolo inicialmente descargado
[i(0) = ¢'(0) = 0] y dibujar el diagrama de fases del sistema de orden uno homogéneo de dos
ecuaciones con dos incégnitas deducido a partir de la ecuacion.

2}

W
@ —— 1F

1H
AN

3. Deducir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

87
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(a) (1 punto) El problema de condiciones iniciales

, T
{ Yy = 72 +y2
y(0)=0
tiene solucién tnica.
(b) (1 punto) El sistema
x = 2z + 9>,
y =z+y,

tiene un punto critico en (0,0) el cual es estable.

(c) (1 punto) La funcién V(z,y) = 2% + 3* es una funcién de Lyapunov para el (0,0),
punto critico del sistema

v =—x+ zy?,
y = —a?y.

4. (2 puntos) Sea f : R* — R? una aplicacién lineal de manera que una base de Ker(f — i) es

{(1,1,0),(1,0,1)} y que £(0,2,1) = (1,1,0). Si denotamos por A la matriz de f respecto de
la base canénica de R3, determinar si A es o no diagonalizable. Hallar los valores propios y
subespacios propios, y en caso afirmativo, la matriz diagonal asociada a A.

. (1 punto) En R* con el producto escalar usual, obtener las ecuaciones del subespacio

ortogonal de

V={(v,y,2,t) ER*:x+y—2+t=0, 2z +y— 2+ 3t =0}.

. (2 puntos) Sea f : R?® — R3 la aplicacién lineal cuya matriz asociada respecto de la base

candnica es

1 00
A= -1 01
3 00

Hallar la matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,0,1), (1,1,0), (1,0,0)}. Determinar
si A es o no diagonalizable. Hallar Ker(f) e Imf.
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Examen resuelto

Hallar la curva ortogonal a la familia de curvas dada por la ecuacién diferencial

l+y =2 +cx

que pasa por el punto (1,1).

Solucién. Derivamos implicitamente la familia de curvas

2y’ =2x +c¢
y reemplazando 3’ por —1/y’ se tiene
2
—?Z// —2r =c,

y sustituyendo c en la ecuacion original
22y + (1 +y* +2%)y = 0.
Si P(x,y) =2xy y Q(z,y) =1+ y? + 22, se tiene que

op 20
2z = a_y(xay) - %(I,y> - 21‘7

por lo que la ecuacion es exacta y por tanto existe una funcién f(x,y) tal que

of

%(xay) = 21’y,
of B 2, 2
ay(x,y) = 142"+ y~

Utilizando la primera condicién tenemos

flz,y) = /medaz =2y + g(y),

y con la segunda
2’ +4'(y) =1+2" + 7,

de donde .

9(y) = /(1+y2)dy:y+y§,

y asi f(x,y) = 2%y +y + y—;, y la solucién general es

Y3
x2y+y+§:c

y utilizando la condicién inicial se tiene que ¢ = 7/3 y por tanto la curva es

3
2 y_ T
:cy—l—y—i—g =3
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Resolver la ecuaciéon
y =1+ 22— 2y + o>

sabiendo que tiene una solucién particular polinémica de grado uno.

Solucién. Se trata de una ecuacién auténoma, que tiene una solucién particular de la forma
yp(r) = Az + B, que derivandola, sustituyéndola y simplificando en la ecuacién se tiene

(A2 —2A + 1)z + (2AB —2B)x + B> - A+1=0,

de donde obtenemos el sistema

A2 —2A+1=0,
2AB — 2B =0,
B2—A+1=0,

y se obtiene A =1y B = 0, esto es y,(x) = x. Ahora se hace el cambio de variable dependiente
z =1y —x Yy se tiene

Z =y —1=2 2oy +y*=(y— ) =22

e

que se resuelve

e integrando

1
—% =x+c,
o equivalentemente
B 1
Ao ==
y deshaciendo el cambio
2’4 —1
y) = r+c
Resolver la ecuacion lineal
Y —y = 8e”.

que al resolver la ecuacion caracteristica

que nos da 0 como solucién y posteriormente por el método de Ruffini

1 -1

—_
= o

0
1 1
1 0



y de la ecuacién resultante 22 + z + 1 = 0 tenemos

—1+/1—1 1 3
e Nt

de donde la solucién de la ecaucién homogénea es

Yn(2) = ¢1 + c26® + cze 2 cos(tV/3/2) + cae 2 sin(tV/3/2).
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Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(x) = Aze”, y derivando

cuatro veces

y,(r) = (Az+ A)e”,

yy(x) = (Az+2A4)e",
yg) (x) = (Azx+3A)e",
() = (Az+4A)e,

y sustituyendo y simplificando en la ecuacién no homogénea
4Ae” = 8e”,
de donde A = 2 y la solucién de la ecuacién no homogénea es

Yn(z) = ¢1 + c26® + cze 2 cos(tV/3/2) + cae 2 sin(tV/3/2) + 2ze”.

ecuaciones con dos incognitas deducido a partir de la ecuacion.

2 ()

w -

Solucién. Sabemos que el voltaje generado se consume en cada elemento del circuito

V(t)=Li' + Ri +q/C,

Resolver el siguiente circuito de la figura suponiendolo inicialmente descargado [i(0)
i'(0) = 0] y dibujar el diagrama de fases del sistema de orden uno homogéneo de dos

donde ¢ es la carga circulante, cuya derivada es la intensidad. Derivando la expresién anterior y

sustituyendo los valores numéricos tenemos el sistema

1=4"42+i.
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Resolvemos primero la ecuacion homogénea a partir de la ecuacién caracteristica
242t +1=0,

de donde

t

e RV Ik S
-~ b

por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es
in(t) = cre™ + cote™.

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea la funcién i,(t) = A, cuyas
derivadas son i(t) = iy(t) = 0, y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
tenemos A = 1, por lo que la solucién general de la ecuacién no homogénea es

i(t) =cre "+ cate F + 1.

Derivamos la solucién
i'(t) = (cg — c1)e”" — cote™

y utilizamos las condiciones iniciales para construir el sistema

i(0)=0=c; +1,
ZI(O) =0= Co — (Cq,

con lo que ¢; = co = —1 y asf la solucién del problema condiciones iniciales es
i(t)=—(1+t)e"+1.

Introducimos ahora la incégina x = i’ y construimos el sistema homogéneo

=,
= —i—2x.

Es facil ver que (0,0) es el tinico punto critico del mismo. Por otra parte, las isoclinas son las
rectas © = 0 e i = —2z. En la primera tenemos que i/ = 0 y 2/ = —i, por lo que el vector
tangente sera paralelo al eje x y apuntard a la derecha si ¢ < 0 y a la izquierda en caso contrario.
En la segunda isoclina tenemos que 2’ = 0 e ¢/ = x, por lo que el vector tangente serd paralelo
al eje i y apuntard hacia arriba si x > 0 y hacia abajo si x < 0. Finalmente, hemos visto
anteriormente que —1 era el dnico valor propio del sistema, cuya recta de vectores propios serd
Ker(A+1,) = {(z,y) € R? : z+i = 0}. Con toda esta informacién tenemos el siguiente diagrama
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de fases

—————

_____

Deducir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) El problema de condiciones iniciales

, oz
{ y .T2 + y2
y(0) =
tiene solucidn unica.
(b) El sistema
1 =2z + 1>,
Yy =z+y,

tiene un punto critico en (0,0) el cual es estable.

(c) La funcién V(z,y) = 22+ y? es una funcién de Lyapunov para el (0,0), punto critico
del sistema

¥ =—z+zy?
y = —a%y

{

f(z,y)

Solucién. (a) Falso. La funcién

:x2+y2
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no estd definida en el punto (0,0).
(b) Es evidente que (0,0) es punto critico. La matriz jacobiana es

Jf(z,y) = ( f 21‘?/ )

que particularizada en el punto critico nos da

Jf(o,o):G (1))

cuyos valores propios se calculan mediante la ecuacién

si=| 2700, —e-ou-0-o

y son 1y 2, reales y positivos, por lo que (0, 0) es hiperbdlico y aplicando el Teorema de Hartman—
Grobman tenemos que dicho punto critico es inestable. Asi la afirmacion es falsa.
(c) Vemos que

e V(0,0) = 0.
e V(x,y) > 0 para todo (z,y) # (0,0).
o V (z,y) = (gradV(z,y),f(z,9)) = ((22,2y), (—z + zy*, —2%y)) = —22° < 0.

Asi, V' es una funcién de Lyapunov y (0,0) es asintéticamente estable.

Sea f : R* — R3 una aplicacion lineal tal que una base de Ker(f —i) es {(1,1,0),(1,0,1)}
y que £(0,2,1) = (1,1,0). Si denotamos por A la matriz de f respecto de la base canénica
de R3, determinar si A es o no diagonalizable. Hallar los valores propios y subespacios
propios, y en caso afirmativo, la matriz diagonal asociada a A.

Solucién. En primer lugar calculamos el rango de la siguiente matriz

110 1 1 0 1 1 0
1 01 —Fh—F 0 -1 1 T F342F, 0 —1 1 5
0 21 0 2 1 0 0 3

por lo que el rango es tres y B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,2,1)} es una base de R? tal que

£(1,1,0) = (1,1,0),
£(1,0,1) = (1,0,1),
£(0,2,1) = (1,1,0),

por lo que

Mes(f) =

s RSN
—_ O =



donde C es la base canénica de R3. La matriz pedida

A = Mec(f) = Mes(f) - Mge(i),

donde .
110
Mpc(i) = [Mes(i)] ' = 1 0 2
011
Calculamos la inversa
1101100 1 1 0 1 00 1
1 021010 - pmn| 0 -1 2] -1 10 | —girp| 0
01 11001 0 1 1 0 01 0
11 0 1 0 0
— %F3 01 -2 11 —11 (1) — Fy+2Fy
(_1)F2 O O 1 —g 5 §
2 1 2
S R
— m-rn| 01 0] 3 33 |
1 1
00 1] -3 3 3
por lo que
2 1l _2
M () :% 31 23
1) = = — = =
e S’
3 3 3
y por tanto
2 1 2 2 1 1
R T T O B D S B
- AN A
010 ~3 3 3 5 735 3
Calculamos los valores propios mediante la ecuacién
gl_t 2% %1 2
p(t) = 3 -t —3 |=-tt—-1)7=0,
1 1 2_y
3 3 3
por lo que los valores propios son 0 y 1.
Calculamos Ker(A) a partir del sistema
2 1 1
N O 0
[ 2
3 3 3 z 0
que al resolverlo tenemos
% % 5|0 2 1 110 1 2
5 2 =310 = sp |1 2 =10 ] —>pm | 2 1
i -1 20 s\ 1 -1 20 1 -1
1 2 —-1]0

—_

=)

oo
[ -

w N O

_ o O

—_ =

Wl =

wl—

N )
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wl—win O
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de donde Ker(A) = {(z,y,2) e R : 2+ 2y — 2 =0, y = 2}.

Dado que Ker(A — I3) = Ker(f —1i), se tiene que una base del mismo es Bker(a-1,) =
{(1,1,0),(1,0,1)}, por lo que un vector (z,y,z) € Ker(A — I3) si y soélo si existen \,u € R
tal que

(x,y,2) = A(1,1,0) + u(1,0,1),

y las ecuaciones paramétricas son por tanto

T=A+ L,
Y= A, A€ R
z =4,

Asi pues, se trata de un sistema con solucién por lo que calculando los rangos de sus matrices

1 1| =z 1 1 T 1 1 T
10 Yy g . 0 —1 y—x - 0 —1 y—x y
01| =z 0 1 z 0 0 z+y—x

tenemos que para que el rango de ambas matrices sea dos debe ocurrir que z +y — x = 0, por lo
que Ker(A —I3) = {(z,y,2) e R®: 2+ y —x =0}

En R*, con el producto escalar usual, obtener las ecuaciones del subespacio ortogonal de

V={(v,y,2,t) ER*:x+y—2+t=0,22+y—2z+3t =0}

Solucién. Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de V

11 -1 1][0Y)_, 1 1 —-11]0
21 -1 310 B2\ g -1 1 1]l0)°

de donde las ecuaciones paramétricas de V son

x:_2u7
y=A+u,

Y A pe R
Y=

Por lo tanto (x,y,z,t) = A(0,1,1,0) + u(—2,1,0,1), \,u € R y entonces una base de V es
By = {(0,1,1,0), (=2,1,0,1)}.
Ahora, un vector (z,y, 2,t) € V* si y sélo si

—2r+y+t,

por lo que
VE={(z,y,2,t) ERY iy +2=0, —2x+y+t=0}
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Sea f : R? — R3 la aplicacién lineal cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

1 00
A=1| -1 01
3 00

Hallar la matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,0,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Deter-
minar si A es o no diagonalizable. Hallar Ker(f) e Im f.

Solucién. La matriz pedida es

Mps(f) = Mpe(i) - Mee(f) - Mes(i)

donde C es la base canénica de R3,

1 11
Mcs(i)=| 0 1 0
100
v Mpge(i) = [Meg(i)] 1, que calculamos
1 1 17100 1 1 1 1 00 1 1 1 1 00
01 0/010 — m-m| 0 1 0 0 10| —=mr!| 01 0 0 10
1 00001 0 -1 -1 -1 0 1 00 -1} —-111
10 0 0 01 1000 0 1
— | 0 1 0 0 10 }—=cyrl 01070 1 O ,
BHEBA 0 0 -1 -1 11 0011 -1 —1
por lo que
0 0 1
Mpe(i)=| 0 1 0
1 -1 -1
y entonces
0 0 1 1 00 111 3 3 3
Mgz(f)={0 1 0 |- -1 01 }|-{010]|=(o0 -1 -1
1 -1 -1 3 00 1 00 -2 -1 -1

Para ver si A es diagonalizable planteamos la ecuacién
pt)=| -1 —t 1 |=t(1-1)=0,

de donde sus valores propios son 0, de multiplicidad dos, y 1. La matriz serda diagonalizable si
dim Ker(A) = dim Ker(f) = 2. Para ver esto, calculamos Ker(A) mediante el sistema

8
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de donde obtenemos fécilmente que x = 2 = 0 y por tanto Ker(A) = {(x,y,2) € R®: z = 2 = 0}.
Sus ecuaciones paramétricas son

z =0,
y=2A MER,
z =0,

por lo que (z,y,2) = A(0,1,0), A € R, y por lo tanto una base del niicleo serd Bker(a) = {(0,1,0)},
y asi dim Ker(A) = 1 y la matriz A no es diagonalizable.

Por 1iltimo, calculamos la imagen de f. Para ello, sabemos que (z,y,z) € Imf si y sélo si
existe (o, 3,7) € R? tal que el sistema

1 00 o T
3 00 v z

tiene soluciéon. Entonces, si calculamos los rangos de las matrices del sistema

1 00| =z 1 00

-1 0 1| vy | =p+rm 0 01 Y+ ,

3 00 B=3l\ 0 0 0

tenemos que para que los rangos de ambas matrices sean dos debe verificarse que z — 3z = 0, de

donde
Imf = {(z,y,2) € R®: 2 — 3z = 0}.



Capitulo 9

29—-11-2001

Enunciado

1. Resolver las siguientes cuestiones:

(a) (1 punto) Hallar la familia ortogonal a la familia de curvas dada por la ecuacién

diferencial

23 — 3xy? = 2.

(b) (1 punto) Resolver la ecuacién
23y + 22%y" = x + sin(log ).
(¢) (1 punto) Demostrar que la ecuacién
ay =y—a*—y°
tiene un factor integrante de la forma

1

way) = = vt

y utilizar éste para obtener la solucién de la ecuacién diferencial que pasa por el punto
y(0) =1

2. (2 puntos) Dado el circuito eléctrico de la figura

se pide

99
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(a) Demostrar que éste puede ser modelizado por las ecuaciones

L% + Riy = V(b),
RC’d—;Jer—zl =0.

(b) Si V(t) =60V, L =05H, R=50Qy C = 10"*F, resolver el sistema anterior y
calcular lim,_,  ;(t) para j = 1,2, 3.

(c) Esbozar el diagrama de fases del sistema anterior cuando V' (t) =0V
3. (2.5 puntos) Sea f : R — R3 una aplicacién lineal dada por
f(x,y,2) = 2z — 2y, —z + 3y, (a — 1)z + (o — 1)y + az),
donde a € R. Se pide:

(a) Calcular a para que Ker(f) # {(0,0,0)}.
(b) Hallar Im f en funcién del parametro a.

(¢) Comprobar, para el valor de « obtenido en el primer apartado, si la matriz asociada a
f respecto a la base canénica de R? es o no diagonalizable, hallando en caso afirmativo
su forma diagonal junto con las matrices de cambio de base.

4. (2.5 puntos) En R?, con el producto escalar usual, obtener las ecuaciones implicitas del
subespacio ortogonal de

W = {(x,y,z,t) cR*: 2=t y=2z2}

Calcular la matriz asociada a la base canénica de R* de la aplicacién lineal f : R* — R* que
verifica que Ker(f) = W y todos los vectores del subespacio ortogonal de W son vectores
propios asociados al valor propio 3.
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Examen resuelto

Hallar la familia ortogonal a la familia de curvas dada por la ecuacién diferencial

2

3 — 3xy? = .

Solucién. Derivamos implicitamente la ecuacién
322 — 3y? — 6zyy =0,
y reemplazando 3’ por —1/y’ obtenemos la ecuacién diferencial de la familia ortogonal
6xy + (32° — 3y*)y’ = 0.
Sean P(z,y) = 6xy y Q(z,y) = 322 — 3y?. Entonces

oP, . 9Q

6x = a—y(:c,y) = (x,y) = 6,

por lo que la ecuacion es exacta y existe f(z,y) tal que

of B
%(x, y) = 6y,

of

ay(xvy) = 3.T2—3y2,

y usando la primera condicién

f(x,y) = /6wydw = 32%y + g(y).

Usando la segunda condicién
32% + ¢'(y) = 32 — 3y,

por lo que
gly) = /—3y2dy =y’
Asi f(x,y) = 32%y — 4® y la familia ortogonal es

32%y — 9y =c.

Resolver la ecuaciéon
?y" + 22%y" = x + sin(log 7).

Solucién. Se trata de una ecuacién de Cauchy—Euler que con el cambio x = ¢! y denotando
por ¥ la derivada de y respecto de la variable t se verifica

y/ :y _— :y l :y eit
dx x ’
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" d, . dt v —2t

_a A 2t
_dt(ye >dx Ye

Y _y.eiv

d . . dt .. - '
y/// _ a(f‘/ 6—2t_ Y 6_2t)% =y 6—3t _ 36—3t Y +26_3t v

y sustituyendo en la ecuacién y simplificando tenemos
Y — Y= e +sint.
Resolvemos primero la ecuacion homogénea a partir de la ecuaciéon caracteristica
0=t —t*=tt—1),

que nos da las soluciones 0, de multiplicidad dos, y 1, por lo que la solucién de la ecuacién
homogénea es
Yn(t) = c1 + cot + €.

Proponemos como solucién particular y,(t) = Ate' + B cost + C'sint, derivamos tres veces

Y, (t) = (At+ A)e' — Bsint + C cost,
Y, (t) = (At+2A)e' — Bceost — Csint,
Y, (t) = (At+3A)e' + Bsint — C cost,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
Ae' + (B + C)sint + (B — C) cost = €' + sint,

de donde obtenemos el sistema

A=1,
B+C=1,
B-C=0,

y A=1, B=1/2y C = 1/2. Entonces la solucién de la ecuacién no homogénea es

1 1
Z/(t) =+ et + Cget + tel + 5 cost + 5 sint.

Deshaciendo el cambio tenemos

1 1
y(z) =1 + clogx + c3x + wlogx + 3 cos(log z) + 5 sin(log z).

Demostrar que la ecuacién
oy =y — 2% —y?
tiene un factor integrante de la forma

1

M%@Z;:?,

y utilizar éste para obtener la solucién de la ecuacién diferencial que pasa por el punto
y(0) = L.
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Solucién. Sean P(z,y) = 2 +y*> —y v Q(x,y) = x. Planteamos la ecuacién de factor

integrante

Z—Z(ﬂf, y)P(x,y) + p(z, y)z—];(% y) = %(ﬂf, Y)Q(x,y) + u(x, y)g—g(ﬂf, y).

y poniendo los datos

2% (1 )y 1 20 ,( 1 1
—~ - 2y—1) = — L
(1172 + y2)2’u <$2 + y2> (:E +y y)_’_’UJ .TQ + y2 ( Y ) (.T2 + y2)2’UJ 1'2 + y2 $+[L .T2 + y2

de donde

(1 ?x%)ix;;if)ur <x2 Jlr y2) =1 -yu (:ﬁ;erQ)

o haciendo ¢t = 1/(z?® + y?) e integrando

[2ta- [

y ast
log u(t) = logt,
Y 1
w(x,y) = m
Entonces la ecuacién
4yt -y _
2Y =

2+ y? 2ty

es exacta y existe f(z,y) tal que

of 4yt -y
== (z,y) —
Ox x? 4 y?
ﬁ(m ) = — 2
gy Y T i

Integrando la primera condicién

4yt —y y T
f(x,y):/wdm:/<l—x2+y2) dx = x — arctan <§> +g(y),

y derivando la anterior expresién y usando la segunda condicion

T T

_ /
x2+y2 _I2+y2+g(y>7

de donde ¢'(y) = 0 y por tanto g(y) es constante. Asi una funcién f(z,y) = x — arctan ( ) Ast

la solucion general de la ecuacion es

T
T — arctan (—) =c
Yy
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y utilizando las condiciones iniciales ¢ = 0, por lo que la tinica solucién es

T — arctan (f) =0,
Y

o equivalentemente

Dado el circuito eléctrico de la figura

O g

se pide
(a) Demostrar que éste puede ser modelizado por las ecuaciones

L% + Riy = V(1),

1 . .
Rcd—t2+Z2—21:0.

(b) SiV(t) =60V, L=05H, R=50Qy C = 10"*F, resolver el sistema anterior y
calcular lim,_, . i;(t) para j = 1,2, 3.

(c) Esbozar el diagrama de fases del sistema anterior cuando V' (t) = 0V.

Solucién. (a) De la ley de los nudos se obtiene que
il - 7:2 + ig.

Suponiendo ahora que la corriente gira en cada subcircuito en sentido contrario a las agujas
del reloj, y teniendo en cuenta que el voltaje generado en cada subcircuito se consume en cada
elemento del mismo se tienen las ecuaciones

V(t) = Vi + Vg,

para el subcircuito de la izquierda y

0= Ve — Vg,
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de donde substituyendo cada voltaje por su valor se tiene

»

LEL 4 Riy =V (1),
dt di

q3 2

B _p_

C dt ’

donde ¢3 es la carga correspondiente a la intesidad i3. Derivando la segunda ecuacién y teniendo
en cuenta que i3 = i; — 13 Se consigue
di
Ld—1 + Riy = V(t),
CO
RC— +1y —i; = 0.
o +12 =10

(b) El sistema se escribe como
i\ i 120
()= (2) (%),

0 —100
A‘(zoo —200)'

donde

Resolvemos la ecuacion

—t —100

— — 42 —
p(t) _’ 500 200 ¢ ‘—t + 200t + 20000 = 0,

con lo que
. —200 + \/4(;000 — 80000 _ 100 + 1005,
Calculamos a; y ao,
1 a as (a1 + az)t + a1(100 4 ¢100) + a9(100 — ¢100)
p() T+ 100—100 74100 +i100 p(t) !

de donde igualando coeficientes obtenemos el sistema

a1 +ax = 07
a1 (100 + i100) + a5(100 — i100) = 1,

y al resolverlo a; = —ay = 1/i200. Por otra parte
p(t) .
alt) = o0 —qro0 L0000,
t
gs() p(t) — t + 100 — §100.

t + 100 + 2100

Entonces

A= HTIO0HI0N G (A) gy (A) 4 1010 g (A) gy (A)
6710075

= oo (¢ (A + (100 +i100)T;) — e (A + (100 — 7100)I,))
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e 100t/ oos {100 + 1004 —100 _+100i [ 100 — 1003 —100
= e —e
200z 200 —100 + 1002 200 —100 — 1002
100t/ H100i _ o—t100i 4 (#1005 | o—t100i) _t100i 4 o~t100i
Y < 9(ef100F _ ¢ t100i) 100 | o=t100i 4 (o4100i 11001 >
_ oot sin(100t) + cos(100¢) — sin(100¢)
N 2sin(100t) cos(100t) — sin(100¢) /~

por lo que la solucién del sistema homogéneo es

()=o)

Proponemos una solucién particular de la forma i1 ,(t) = A e i2,(t) = B, derivando, sutituyendo
en el sistema no homogéneo tenemos

0= —100B + 120,
0 = 2004 — 2008,

por lo que A = B =6/5 y la solucién del sistema es

( gl(t) ) _ 100t ( sin(100¢) + cos(100¢) — sin(100¢) ) . ( c1 > N <

ullout oy
N——

ia(t) 2sin(100t) cos(100t) — sin(100¢) &
Entonces
lim 1 (£) = lim ia(t) = ©
tilg) h o tir?o ‘2 5
y

t—o0 t—o00

(c) El sistema es

i = —1004s,
i) = 2004, — 200i,.

Es sencillo ver que (0,0) es el tnico punto critico del mismo, y que las isoclinas son las rectas
i = 0 e i1 = i5. En la primera tenemos que i} = 0 e i, = 200i;, por lo que el vector tangente serd
paralelo al eje i5 y apuntard hacia arriba si ¢; > 0 y hacia abajo en caso contrario. Respecto a
la segunda isoclina tenemos que ¢} = —100i5 e i, = 0, por lo que el vector tangente serd paralelo
al eje 7; y apuntard a la derecha si 5 < 0 y a la izquierda en el otro caso. En cuanto a los
valores propios, tenemos que éstos son complejos conjugados con parte real negativa, por lo que
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el diagrama de fases serd aproximadamente

_____

—————

_____

Sea f : R?* — R3 una aplicacién lineal dada por
f(z,y,2) = 22 —2y,—z + 3y, (a — Dz + (a — 1)y + az),
donde a € R. Se pide:
(a) Calcular a para que Ker(f) # {(0,0,0)}.
(b) Hallar Im f en funcién del parametro a.

(c) Comprobar, para el valor de « obtenido en el primer apartado, si la matriz asociada
a f respecto a la base canénica de R? es o no diagonalizable, hallando en caso
afirmativo su forma diagonal junto con las matrices de cambio de base.

Solucién. (a) Si C es la base canénica de R?, se tiene

2 -2 0
Mece(f) = -1 3 0
a—1 a—1 «

Entonces el nicleo se calcula a partir del sistema

2 -2 0 T 0
-1 3 0 1y =10 |,
a—1 a—-1 « z 0
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que al resolverlo

2 -2 010 2 =2 010 2 =2 00
-1 3 010 )= piip 0 2 010 |- m-@umr| 0 2 0]0],
a—1 a—-1 a| 0O p+izem \ 0 20—-2 a| O 0 0 a| O

por lo que el rango de la matriz del sistema serd 3, y por lo tanto Ker(f) = {(0,0,0)}, si y sélo si
a # 0. Asi para que Ker(f) # {(0,0,0)} ha de verificarse que o = 0.

(b) Si a # 0, entonces dim Im f = dim R3 — dim Ker(f) = 3 -0 = 3, por lo que Im f = R3. Asi,
supongamos que a = 0. Un vector (z,y, z) € Imf si y s6lo existe (a,b, c) € R? ta que si el sistema

2 =20 a T
-1 3 0 . b = Y
-1 -1 0 c z

tiene solucién. Si calculamos los rangos de las matrices del sistema

2 20 = 2 =2 0 T 2 =2 0 T
—1 3 0 Yy _>F2+%F1 0 2 0 Yy + %.T TP+ P 0 2 0 Yy + %.T )
-1 -1 0| =2 Ftin \ 0 =2 0| z+3z 00 0| z+y+uz

por lo que los rangos coinciden si y sélo si  + y + z = 0, de donde
Imf = {(z,y,2) €ER® : 2 +y+ 2z =0}

(c) Calculamos los valores propios de la matriz

2 =20
A= -1 3 0
-1 -1 0
mediante la ecuacién
2—t -2 0
pt)=| -1 3—t 0 |=—t{t*-5t+4)=0,
-1 -1 -t

de donde 0 es una solucién y las otras dos son

t_5:|:\/25—16_5:|:3

2 2

esto es 4 y 1. Al ser los tres valores propios distintos la matriz es diagonalizable.
Calculamos los subespacios propios empezando por Ker(A) = Ker(f), que vendrd dado por el
sistema

x 2 =20 x 0
z -1 -1 0 z 0
que al resolverlo nos da
2 =2 010 2 =200
-1 3 00 —mylR 0 2 0 0],
-1 -1 00 p+in \ 0 =2 0] 0
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con lo que Ker(A) = {(z,y,2) € R*: z =y = 0} y una base del mismo es Bxe(a) = {(0,0,1)}.
Para calcular Ker(A — 41I3) planteamos el sistema

x -2 =2 0 x 0
(A—4L3)- | vy | = -1 -1 0 1wy ]=101],
z -1 -1 —4 z 0
que al resolverlo
-2 =2 0 2 =2 0 0

0
-1 -1 0 [0 ) —=p1p|0 0 0|0/,
-1 -1 4] 0 B-im \ 0O 0O —41] 0

de donde Ker(A — 4I3) = {(z,y,2) € R* : © =y, z = 0} por lo que una base es Bxer(a_415) =

{(1,1,0)}.

Finalmente calculamos Ker(A — I5) mediante el sistema

x 1 -2 0 x 0
A-I)- [y ])=[-1 2 0 y |=(0],
z -1 -1 -1 z 0
cuya resolucién
1 =2 0 1 =2 0 |0

BB\ 0 -3 —41] 0

nos depara que Ker(A — I3) = {(z,y,2) € R* : # — 2y = 0, 3y + 4z = 0}, cuyas ecuaciones
paramétricas son

xz%)\,
-2, AER,
z=A,

por lo que (z,y,z) = $(8,—4,3), A € R, y por tanto una base es Bxer(a_15) = {(8,—4,3)}.
Entonces B = {(0,0,1), (1 1,0),(8,—4,3)} es una base de vectores propios y

A=P-D-P
donde
0 0O
D= 040
0 01
01 8
P=1]101
10 3
y calculando su inversa
01 8 1 00 1 0 3 0 01 10 3 0 0 1
01 —41010 — pxis | 01 41010 | —=p-pn|01 —4]0 1 0
1 0 3 0 01 01 8100 00 121 -1 0
11 1 1
1 0 0 —i g 1 1 00 T
—~ mun | 0L 0 5 g 0 =apn | 0 L0 53
A-irm \ 0 0 12 1 =10 0 01 1—12 —1—12
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porlo que
-1 1 7
4 4
P'=[ % £ 0
L _L 9
12 12

2 =20 01 8 000 -+ 11
-1 3 0]=([01 —4 040 : 20
-1 -1 0 10 3 001 &= —15 0

En R*, con el producto escalar usual, obtener las ecuaciones implicitas del subespacio
ortogonal de
W = {(x,y,z,t) cR*:z =t y=2z}

Calcular la matriz asociada a la base canénica de R* de la aplicacién lineal f : R* — R*
que verifica que Ker(f) = W y todos los vectores del subespacio ortogonal de W son
vectores propios asociados al valor propio 3.

Solucién. Las ecuaciones paramétricas de YV son

T =M,
y=A
S A AueER,
t_:uu

por lo que un vector de W es de la forma (
tanto una base de W serd By = {(0,1,1,0

(0,1,1,0) 4+ u£(1,0,0,1), A\, p € R y por lo
. Entonces (z,y, 2,t) € W+ si y sélo si

8
g
o N
o=
=
Hf—/y

a0)>:y+za
1)) =2+t

de donde
WL:{(‘rayuzat) €R4:y—|—z:07 flf—f—t:O},

Las ecuaciones paramétricas de W+ son
x
==X
z_ T ApER,
t

por lo que (z,y,z,t) = A(0,—1,1,0) + u(—1,0,0,1), A, » € R y por lo tanto una base de W serd
By ={(0,—-1,1,0),(—1,0,0,1)}.
La aplicacion lineal buscada satisface las relaciones

£(0,1,1,0) (0,0,0,0),
£(1,0,0,1) (0,0,0,0),
£(0,—1,1,0) = (0,—3,3,0),
f(—1,0,01) = (—3,0,0,3),
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por lo que

donde C es la base canénica de R* y B = {(0,1,1,0),(1,0,0,1),(0,-1,1,0),(=1,0,0,1)}. La

matriz pedida es

donde

Haciendo los cdlculos

0100
1 000
-1 10

0
0

0

-1 0
-1

10

-1 0

10

1

0

-1 0

10

-1 0

10

~
O O O HI

S O —HNO

—a
— O _ (]

1 0 -1
1
0
0

|

~—
O HIND —HIN

—NO HNDO

|
=N _ @]

|
O —HINO _

1000
0100

0010
0001

— Fi+F3
F+Fy

por lo que

—
S —HINOD —HI™

N —HINO

|
=N _ @]

|
O —HNO _

N~
I

=

SN~—
2

=

y por lo tanto

[2p] [a\l
_ S O ;N

[aal e
] _ M»NO

Bella)]
O Ml _ (e

3l [a]
®»NO O [

~_
I

~—
O —HNO HI

N N

—|a
—NO _ [a)

—| N
S —HNO _
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Capitulo 10
4—2—-2002

Enunciado
1. (2.5 puntos) Sea f : R* — R? dada por f(z,y,2) = (x +y — 2,2y, —x + y + z). Se pide:

(a) Calcular la matriz asociada a f en la base canénica de R3.
(b) Hallar una base, dimensién y ecuaciones del nicleo y la imagen de f.

(c) Si denotamos por A la matriz obtenida en el primer apartado, demostrar que ésta es
diagonalizable y calcular su potencia n—ésima.

2. (2.5 puntos) Consideremos R* equipado con el producto escalar usual y sea
W:{<£E,y,z,t) €R4:x+y—|—z+t20, x:y}
Se pide:

(a) Calcular el subespacio ortogonal a W.
(b) Hallar la aplicacién lineal f : R* — R* de manera que W = Ker(f) y W es un
subespacio propio del valor propio —1.

3. (2.5 puntos) Se considera el espacio euclideo V de las funciones reales continuas definidas
sobre [1, 2], con el producto escalar

(f.9) 3:/1 f(x)g(z)dz.

Se pide:

(a) Hallar el éngulo entre f(x) =1y g(z) = .
(b) ;Para qué valores de a son ortogonales los vectores © —a y = + a?

(c) Sea W el subespacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 2. Ortonor-
malizar la base de dicho subespacio {1, , z?}.

(d) ;Cuél es el polinomio de grado menor o igual que 2 que mejor aproxima la funcién
f(z) =logz.
(e) Enuncia y demuestra el Teorema de la mejor aproximacién en espacios euclideos.

113
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4. (2.5 puntos) Responder a las siguientes cuestiones:

(a) Probar que una aplicacion lineal f : V — V' es inyectiva si y sélo si Ker(f) = {0}.
(b) Probar que si dimV es finita, entonces una aplicacién lineal £ : V — V es inyectiva si
y s6lo si es suprayectiva.

(c) Sea Ry[x] el conjunto de polinomios de grado menor o igual que 2. Consideremos la
aplicacion
T : RQ[.T] — RQ[.T]
definida por

T(p(e)) 1= - ((az +B)p(a)

x

con a y b constantes reales. Se pide:

(i) Probar que T es lineal.

(ii) Hallar la matriz asociada a T en la base B = {1, z, z*}.

(iii) ¢Es diagonalizable la matriz obtenida en el apartado anterior?
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Examen resuelto

Sea f : R® — R3 dada por f(z,y,2) = (x +y — 2,2y, —z +y + z). Se pide:
(a) Calcular la matriz asociada a f en la base canénica de R3,

(b) Hallar una base, dimensién y ecuaciones del nicleo y la imagen de f.

(c) Si denotamos por A la matriz obtenida en el primer apartado, demostrar que ésta
es diagonalizable y calcular su potencia n—ésima.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R?,

1 1 -1
Mcc(f)= 0 2 0
-1 1 1

(b) Empezamos calculando el nicleo mediante el sistema

1 1 -1 T 0
020 |-ly]|=1{0],
-1 1 1 z 0
que al resolverlo
1 1 -1 0 11 -1]0
0 2 0 0 | —=r+m 02 0 01,
-1 1 1 0 02 0 0
de donde obtenemos que Ker(f) = {(z,y,2) € R® : y = 0, x = z}. Las ecuaciones paramétricas

del nicleo son

T =\,
y=0, \eR3
z= A,

por lo que (z,y,2) = A(1,0,1), A € R3 y entonces una base es Bie = {(1,0,1)}. Asf
dim Ker(f) = 1.

Calculamos ahora la imagen. Para ello démonos cuenta que (x,y, z) € Imf si y sélo si existe
(o, B3,7) € R? solucién del sistema

1 1 -1 Q T
020 |- |8 |=]v].
-1 1 1 ol z

por lo que al calcular los rangos de las matrices del sistema

1 1 -1 =z 1 1 -1 T 1 1 -1 T
0 2 0 y e 0 2 0 Y —F—F 0 2 0 Y s
-1 1 1 z 02 0 z4+x 00 O z4+x—y
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y ambos rangos son iguales si x —y + z = 0, y entonces Imf = {(z,y,2) e R® : x —y + 2 = 0}.
Las ecuaciones paramétricas son

SU:)\—,LL,
y=2X = ApeR’
z =y,

y ast (z,9,2) = A(1,1,0) + u(—1,0,1), A, € R® y una base es B¢ = {(1,1,0),(=1,0,1)} y la
dimensién es dos.
(c) Calculamos los valores propios de la matriz mediante la ecuacién

-t 1 —1
pt)=| 0 2—t 0 |=—t{t—-2)*=0,
-1 1 1-t

de donde los valores propios son 2, de multiplicidad dos, y 0. La matriz serd diagonalizable si
dim Ker(A — 2I3) = 2. Calculamos entonces las ecuaciones de este subespacio propio mediante el
sistema

T -1 1 -1 T 0
(A—-2L)-| vy = 0 0 O -y =101,
z -1 1 -1 z 0

que nos da Ker(A —2I3) = {(z,y,2) € R® : z—y+2 = 0} = Imf, por lo que dim Ker(A —2I3) = 2
y una base es Bker(a—21,) = {(1,1,0),(—1,0,1)}. Por tanto la matriz es diagonalizable. Como
Ker(A) = Ker(f) y una base es Bkerr) = {(1,0, 1)}, se tiene que B = {(1,1,0),(-1,0,1),(1,0,1)}
es una base de vectores propios. Entonces

A=P.D.-P !,

donde

y calculando su inversa

1 -1 1100 1 -1 1] 1 00
1 0 0[{010]| - mm|l0 1 1] -110
01 1|00 1 01 1|0 01
1 -1 1 0 0

— pm| 0 1 —1| -1 1 0

00 2| 1 —11

1 -1 1] 1 0 0

= a0 1 1] -1 1 0

N e
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NI
0o 1 0| -4+ 1 1
— Bl 2 2. 2
wri\o o] g
1 00 0 1 0
o010 -+ 1 1
— [+F p) 2 ) s
o0 1] 4
de donde
0 1 0
Pl= 1 1 1
TR |
2 2 2
Entonces
A" = P-D"-P!
1 -1 1 2" 0 0 0 1 0 gn—l gn=1_on-—l
= 1 0 O 0 2 0 —% % % = 0 2n 0
0 1 1 0O 0 0 % _% % _9n—1 9n-1  9n-1

Consideremos R* equipado con el producto escalar usual y sea
W= {(z,y,2,t) ER*:z+y+2+t=0, v =y}
Se pide:
(a) Calcular el subespacio ortogonal a W.

(b) Hallar la aplicacién lineal f : R* — R?* de manera que W = Ker(f) y W+ es un
subespacio propio del valor propio —1.

Solucién. (a) Tomamos el sistema proporcionado por las ecuaciones de W y lo resolvemos

11 11]0Y)_, 1 1 1 110
1 -1 0010 B-Ril g —2 -1 —1] 0 )"

de donde obtenemos las ecuaciones paramétricas

=3 5#7
Y A ER,
t =,
y ast (z,y,2,t) = —5(1,1,-2,0) — £(1,1,0,-2), A\, x € R, por lo que una base de W es By, =
{(1,1,-2,0,.(1,1,0,-2)}.

Un vector (x,y, z,t) € W si y sélo si

0= ((z,y,2,t),(1,1,-2,0)) =z +y — 2z,
0= {((z,y,2,1),(1,1,0,-2)) =z +y — 2t,
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por lo que Wt = {(z,y,2,t) e R* :z+y —22=0, z +y — 2t = 0}.
(b) Hallamos una base de W+ resolviendo el sistema formado a partir de las ecuaciones de W+

11 -2 0/]0Y)_ 11 -2 010
11 0 =210 BE-A{loo0o 2 —2|0

r=—-\+2pu,
y=A
Z = Wy
t=p,
asf que (z,y, z,t) = A\(—1,1,0,0)+u(2,0,1,1), A\, p € R, y una basees By,. = {(—1,1,0,0),(2,0,1,1)}.
Entonces B = {(1,1,-2,0), (1,1,0,—-2),(—=1,1,0,0), (2,0,1,1)} es una base de R*.
La aplicacion lineal que debemos calcular cumple las siguientes condiciones

de donde

A ER,

f(1,1,-2,0) = (0,0,0,0),
£(1,1,0,—2) = (0,0,0,0),
f(-1,1,0,0) = (1,-1,0,0),
£(2,0,1,1) = (-2,0,—1,-1),
y entonces
00 1 =2
00 -1 0
Mes(f) = 00 0 -1
00 0 -1

donde C es la base canénica de R*. Entonces

Mee(f) = Mes(f) - Mpe(i),

donde )
1 1 -1 2\
_ 11 1 0
MBC(I) - [MCB(I)] = -2 0 0 1 )
0 -2 0 1
y calculando la inversa
1 1 -1 211000 1 1 -1 2 1 000
11 1 00100 . 0o 0 2 -2 -1100
-2 0 0 1/0010 meml 02 =2 3] 2 010
0 -2 0 1]0001 0 -2 0 1 0 001

- FoxFy
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Se considera el espacio euclideo V de las funciones reales continuas definidas sobre [1, 2],
con el producto escalar

h0) = [ st
Se pide:
(a) Hallar el éngulo entre f(z) =1y g(z) = =.
(b) ;Para qué valores de a son ortogonales los vectores x —a y z + a?

(c) Sea W el subespacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 2. Orto-
normalizar la base de dicho subespacio {1, z, z%}.

(d) ;Cuél es el polinomio de grado menor o igual que 2 que mejor aproxima la funcién
f(z) =logwx.

(e) Enuncia y demuestra el Teorema de la mejor aproximacién en espacios euclideos.

Solucién. (a) Dicho dangulo « verifica

1,z) [} xda _3/2 33
||1|| . ||5I7|| ) \/f12dx\/f12332d:1: N 7/3 N 2\/7’

CcCosa =

de donde

Q. = arccos ﬁ ~ 0.19.

2V/7

(b) Imponemos la condicién de ortogonalidad

7
0= (r—a,z+a)=(z,z) —a®(1,1) =3 —a?,
de donde
7
— 44/ <
¢ 3
(c) Caculamos en primer lugar una base ortogonal O = {vy,vs,v3}, donde vi =1y

(x,1) 3

—r— l=g—2

Vo i <1’ 1> €T 5

Obtenemos ahora la base ortonormal NV = {u;, uy, us3}, donde

uw = TV = ]_,
[[vall
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m(xi),

—V2:
[[val| 2

us = LV = ﬁ x2+x—§
57 Qvsll 2 V1861 6)

d) Ese polinomio serd la proyeccién ortogonal de log x sobre el subespacio YW dado por
Y

p(logz) = (logz,u;)u; + (logx,uz) u; + (log z, uz) ug

= <log:p,1>1+<logw,\/ﬁ($—g>>\/ﬁ(:ﬁ—g)
+( logz 180 x2+:c—§ 180 x2+:c—§
5%\ 1861 6 1861 6
1 5
= <logx,1>+12<log:z:,:r—;> <x—%)+%<logm,x2+x—g> (x2+x—6)

3 1081log2 — 5 5)
= 2log2—1+3(3—4log2) <x——) p 58270 (x2+x—6)

2 1861
36770 80641 1 1
= T log2 — —— + ——(16624 — 217921og 2)7 + —— (540 log 2 — 125)2>.
1561 52~ B5e3 + 1ge1 100 92log 2) + 1557 (5401og 5)a

(e) Teorfa.

Probar que una aplicacién lineal f : V — V' es inyectiva si y sélo si Ker(f) = {0}.

Solucién. Teoria.

Probar que si dimV es finita, entonces una aplicacién lineal f : V — V) es inyectiva si y
sélo si es suprayectiva.

Solucién. Si f es inyectiva, entonces Ker(f) = {0} y por tanto dim Ker(f) = 0. Entonces

dimImf = dimV — dim Ker(f) = dim V

y por lo tanto f es sobreyectiva.

Reciprocamente, si f es sobreyectiva, entonces Imf = V), y por lo tanto dimImf = dim V.
Entonce

dim Ker(f) = dimV — dimImf = 0,

con lo que Ker(f) = {0}, y asi f es inyectiva.



122 CAPITULO 10. 4-2-2002

Sea Ry[z] el conjunto de polinomios de grado menor o igual que 2. Consideremos la
aplicacion
T : Ro[z] — Ryx]

definida por ;
T(p(x) = (o + bp(x)

con a y b constantes reales. Se pide:

(i) Probar que T es lineal.

(i) Hallar la matriz asociada a T en la base B = {1, z, z%}.

(iii) ;Es diagonalizable la matriz obtenida en el apartado anterior?

Solucién. (i) Sean p(z),q(z) € Ry[z] y o, 5 € R. Entonces

Top() + fae)) = = ((ax +b)(ap(z) + o))

- dix (a(azx + b)p(x) + B(azx + b)q(x))

= dix (a(ax + b)p(z)) + % (B(az +b)q(z))

— dixa ((ax +b)p(x)) + ﬁdix ((az +b)gq(z))
= aT(p(x)) + BT (q(x)),

por lo que T es lineal.
(ii) Dado que

d
T(1) = . (ax +b) = a,
d
T(z) = e (az® + bx) = 2azx + b,
d
T(2?) = - (az® + ba?) = 3az® + 2ba,
se tiene que
a b 0
MBB(T) = 0 2a 2b
0 0 3a

(iii) Calculamos los valores propios de | amatriz mediante la ecuacién

a—1 b 0
pt)=| 0 2a—t 2b |=(a—1t)(2a—1t)(3a—1t)=0,
0 0 3a—1

de donde los valores propios son a, 2a y 3a. Se distinguen entonces los siguientes casos:

e Sia # 0 los tres valores propios son distintos y por tanto la matriz es diagonalizable.
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e Si a = 0 entonces hay un tnico valor propio 0 que tendrd multiplicidad tres. Para que la
matriz sea diagionalizable el subespacio propio de 0 ha de tener dimensién 3. Supongamos
que p(z) = a + Bz + yx? y calculamos entonces Ker(Mpg(T)) mediante el sistema

0b 0 a 0
oo |-|sl=10],
00 0 5 0

que nos proporciona los siguientes casos:

— Si b # 0, entonces Ker(Mpp(T)) = {v2? : v € R} y por tanto {z?} es una base del
subespacio propio por lo que dim Ker(Mpp(T)) = 1 y la matriz no es diagonalizable.

— Si b =0, la matriz es nula que trivialmente es diagonalizable.
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Capitulo 11
4—-6—2002

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (1 punto) 2z + y? + 2zyy’ — e¥y' — (1 +4/) cos(z +y) = 0.
(b) (1 punto) ¥ = z+/1 — 9%, y(0) = yo, donde yo € (—1,1).

(c) (2 puntos) 2’ =y+2z;y =z +z; 2 = x+y. Estudiar la estabilidad del punto critico
del sistema.

(d) (1.5 puntos) 3z%y” + 11lzy’ — 3y =8 — 3logx, y(1) =1, y/(1) = 4/3.
2. Dado el sistema

{f:f—@+z

se pide

(a) (2 puntos) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) (0.5 puntos) ;Son estables los puntos criticos aislados? ;Son asintéticamente estables?

3. (2 puntos) Tenemos un tanque que contiene 1000 litros de agua pura. Vertemos en el mismo
una solucién de salmuera con una concentracién de 1 K¢/l a una velocidad de 61/ min. Si
el agua mezclada sale del tanque a una velocidad de 71/ min, determinar la cantidad de sal
que habrd en el tanque al cabo de 999 y 1001 minutos. ;Te parecen razonables los resultados
obtenidos? Razona tu respuesta.

125
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Examen resuelto

Resolver

22 + 9% + 2xyy — ¥y’ — (1 +y) cos(z +y) = 0.

Solucién. Reescribimos la ecuacién como
27 +y* — cos(z +y) + (2vy — €Y — cos(z +y))y =0
y siendo P(z,y) =2z + y* — cos(z +y) y Q(z,y) = 2xy — e¥ — cos(z + y) se tiene que

_ oP 0 .
20+ sinfa + 3) = G {,0) = G a,) =20+ sinfa + ),

por lo que la ecuacion es exacta y existe f(x,y) tal que

0
Le,y) = 2049~ cos(e +9),

af

) = 2 —e¥ — + )
ay(w y) zy — ¥ — cos(z +y)

e integrando respecto de = en la primera condicién

fla,y) = /(2117 +y* — cos(z +y))dz = 2® + zy® —sin(z +y) + g(y),
y derivando esta expresién respecto de y y sustituyendo en la segunda condicién
22y — ¥ — cos(z +y) = 2zy — cos(z +y) + ¢'(y),

de donde
gly) = [ —e’dy = —¢’

y por lo tanto f(x,y) = x? + zy* — sin(x + y) — e¥. Entonces la solucién general de la ecuacién es

v+ xy? —sin(z +y) — e =c.

Resolver

donde yp € (—1,1).

Solucién. Resolvemos la ecuacién que es de variables separadas integrando

/—%dz = /mdm,
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de donde

o equivalentemente

Utilizando la condicién inicial
y(0) = yo = sing,

2 2
y(z) =4/1—y2sin (%) + Yo cos (%) .

Resolver ' =y + z; ¥ = ¢ + z; 2/ = x + y. Estudiar la estabilidad del punto critico del
sistema.

de donde

Solucion. Escribimos el sistema en foema matricial

T T
vy | =A-l v |,
Z z

donde
011
A=1101
1 10

Calculamos los valores propios de dicha matriz con la ecuacién

-t 1 1
p)=] 1 —t 1 |=-t34+3t4+2=0,
1 1 —t
y por el método de Ruffini
-1 0 3 2
—1 1 -1 2
-1 1 2 0

y la ecuacién restante t> — 2t — 2 = 0 nos da

tzzi— V24+8:1¢\/§,

Calculamos aq, as y az mediante

I B L
p(t) t+1 t—1—-+3 t—1+3
(a1 + ag + a3)t®> — (2a1 + (2 — V/3)ag + (2 + V3)as)t — 2a; + (1 — v/3)ag + (1 + V3)as

—p(t) ’
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e igualando coeficientes obtenemos el sistema

a1+ ao +ag = O,
2a; + (2 — V3)ay + (2 + V/3)az = 0,
2a; — (1 —v/3)ag — (1 +V3)as =1,

y al resolverlo

1 1 1 0 1 1 1 1 1
2 2 - \/g 2 + \/g O — -2 0 _\/g \/g 0 —>F3+F2 O _\/g \/§
2 V3-1 —1-+v3] 1 Fsthu \ 3 3 0

0

0

1

de donde a; = 1/3, as = a3 = —1/6. Por otro lado

p(t)

Q) = —1——t2+2t+2
. p(t) 42 . _
o) = o5t 0 V3)t— 143,
. p(t) ) 1
@) = PRyt 24+ (2+V3)t—1—-3.

Entonces
etA _ efta1 (A) . Q1(A) + et(1+\/§)a2<A) . q2(A) + et(lf\/g)a?’(A) . Q3(A)

ot ) et(1+V3) )
— (-A% 424+ 20) — (—A2+ (2—V3)A — (1 - V3)I,)

et(l= V3)

(—A2+ (2+V3)A — (1 +V3)1,)

6
e 011 6t(1+\/§) 3—\/§ \/§—1 \/5—1
z? 1 01 s V3—1 3—-v3 V3-1
110 V3—-1 V3-1 3—+3

oH(1-V/3) —3-v3 V3+1 V341
= V34+1 —-3—v3 V3+1
V3+1 V341 —-3-3

I
> o Q
Q oo

b
a
b

donde

a=(3—3) +(3+\/§)e

)



Asi la solucién del sistema es

x(t) a b b ¢
yt) | =1 b a b | |
2(t) b b a 3
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Como el valor propio 1 + v/3 es positivo, tenemos que el punto critico (0,0,0) es inestable.

Resolver

3z2y" + 112y’ — 3y = 8 — 3log z,
y(1) =1, y'(1) = 4/3.

{

Solucién. Se trata de una ecuacién de Cauchy—Euler que con el cambio x = ¢! y denotando

por ¥ la derivada de y respecto de t, se tiene

/_yﬂ_ —=yet

y= de ~© ’

d dt .
" ad Sl VR -2t 2t
y dt(ye )dm Ye ye

y entonces tenemos el problema de condiciones iniciales

{ 3Y+8Y -3y =8—t,
y(0) = 1,7/(0) = 4/3.

Resolvemos en primer lugar la ecuaciéon homogénea mediante la ecuacién caracteristica
3t2+8t—-3=0,

de donde
f —8+y64+36 —8+10
B 6 6
por lo que las raices son —3 y 1/3 y la solucién de la ecuacién homogénea es

yn(t) = cre ™ + coel!?.

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea y,(t) = At + B, de donde y,(t) = A e

y, (t) = 0y sustituyendo y simplificando en la ecuacién
_3At +8A—3B =8t

e igulando coeficientes tenemos el sistema

—3A = —1,
8A — 3B =8,
que nos da A =1/3 y B = —16/9 y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

1 16
y(t) = cre3 + cpet/® + §t —35
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Derivando una vez ]
_ Co
y'(1) cie 3¢ T3

y utilizando las condiciones iniciales

y(0) = 14: €1+ co — 1—967 ,
y'(0)=3=-3a+%+3,

de donde ¢; = —2/90 y co = 124/45 y la solucién del problema de condiciones iniciales es
2 124 1, 16
) = —— —3t - t/3 T
V=g TEY T
Deshaciendo el cambio y simplificando
21 124, 1 16
=———+— =1 - —.
Vo) = —pm Vet gler g

Dado el sistema homogéneo

se pide

(a) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) ;Son estables los puntos criticos aislados? jSon asintéticamente estables?

Solucién. (a) Calculamos los puntos criticos mediante el sistema

{y2—3y+2:0,
(1-2)(y—2)=0.

De la primera ecuacién

_3Ev9-8 3+£1
y - 1 - 1 9
de donde las soluciones son y = 2 e y = 1. De la segunda ecuacién tenemos trivialmente que
r=1ey =2, por lo que combinando ambas tenemos que y = 2 es una recta de puntos criticos y
ademds (1,1) es un punto critico aislado.

Las isoclinas son por tanto las rectas y = 1 y = 1. En la primera vemos que '’ = 0ey = z—1,
por lo que el vector tangente es paralelo al eje y y apuntard hacia arriba si > 1 y hacia abako
en caso contrario. La segunda isoclina verifica que Y = 0y 2/ = 4y> -3y +2 = (y — 2)(y — 1),
por lo que el vector tangente serd paralelo al eje x y apuntard a la izquierda si y € (1,2) y a la
derecha en otro caso. Si y > 2, entonces 3y > 0siz <1 ey <0 en otro caso.

Calculamos ahora las integrales primeras mediante la ecuacién

,_(Q-2)y—-2) =z-1

YT e sy r2 g1

de donde integrando

Jtw@) =1 @e = = [ @ =1y,
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y asi

que es la circunferencia de ecuacion
(z =1+ (y—1)* =2

que no cortara a la recta de puntos criticos si ¢ < 1/2, serd tangente con dicha recta si ¢ =1/2y
serd secante si ¢ > 1/2. Con esta informacién tenemos el diagrama de fases

= r-1

(b) A partir del diagrama de fases vemos que cerca del unico punto critico aislado (1,1) las
soluciones son periédicas, por lo que el punto critico serd estable. Como ninguna solucién converge
a (1,1) por ser éstas periédicas, concluimos que no es asintéticamente estable.

Tenemos un tanque que contiene 1000 litros de agua pura. Vertemos en el mismo una
solucién de salmuera con una concentracién de 1 K¢/l a una velocidad de 61/ min. Si
el agua mezclada sale del tanque a una velocidad de 71/ min, determinar la cantidad de
sal que habra en el tanque al cabo de 999 y 1001 minutos. ;Te parecen razonables los
resultados obtenidos? Razona tu respuesta.

Solucién. Sea x(t) la cantidad de sal en el tanque en el instante de tiempo ¢. Entonces

2 (t) = ve — s,
donde v, y v, son la velocidad de entrada y salida de la sal. Como

ve=1-6
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' t
)
(t)
donde el volumen V' (t) = 1000 — ¢. Asi tenemos la ecuacién
b x
T =0 00—
Resolvemos la ecuaciéon homogénea
x
/ — _7—
! 1000 — ¢
integrando
2 (t) 7
dt = | ————dt
/ x(t) / 1000 — ¢
de donde

log x(t) = 71og(1000 — t) + ¢,

o equivalentemente

z(t) = k(1000 — t)7, k = e°.

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea
x(t) = k(t)(1000 — t)7,

y derivando
7' (t) = K'(¢)(1000 — ¢)" — 7k(¢)(1000 — t)°,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
K'(t)(1000 — )7 = 6,

y entonces

6 1
(®) / (1000 — 7™ ~ (w000 —¢p  ©

por lo que la solucién general de la ecuacién no homogénea es
z(t) = ¢(1000 — )7 + 1000 — .
Como el agua al principio era pura se tiene que
z(0) = 0 = ¢1000” + 1000,
de donde ¢ = —10007% = —10718. Asf
x(t) = —10"¥(1000 — ¢)7 4 1000 — ¢.

Entonces
£(999) = 1078 + 1~ 1.

No es posible calcular 2(1001) porque el tanque estard vacio.

CAPITULO 11.

4-6-2002



Capitulo 12

14—-6—2002

Enunciado

1. (3 puntos) Sea la aplicacién lineal f : R® — R? definida por
f(x,y,2) = (—x + 3y — 3z,y, —3x + 3y — 2).
Se pide:

(a) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

(b) Utilizar el apartado anterior para calcular la matriz asociada a f respecto de la base
canénica de R3.

(c) Hallar el micleo y la imagen de f.

(d) ;Es diagonalizable la matriz asociada a f respecto de la base canénica? En caso afir-
mativo hallar su forma diagonal.

(e) Utilizar el ejercicio anterior para obtener la solucién del sistema

i T
Yy | =A-| vy
2 z

donde A es la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.

2. (2 puntos) Sea Rs[z] el conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual que 3. Se pide:

(a) Demostrar que

p(x),q(z) € Rz, es un producto escalar.
(b) Hallar el subespacio ortogonal al subespacio vectorial W generado por {x,z — z?}.

(c) Hallar la proyeccién ortogonal de x3 + x? + x + 1 sobre W.

133
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3. (2 puntos) Se considera el circuito de la figura

|
1H ||
0.5 H
151%
Q@ Y?‘E
b, || s

Calcular las intensidades i1, 42, € i3 si inicialmente el circuito estaba descargado [i;(0) = 0].

4. (1 punto) Hallar la trayectoria ortogonal a la familia de curvas 2% — y? = kx, k € R, que
pasa por el punto (1,1).

5. (2 puntos) Obtener el diagrama de fases del sistema

=z —y,
Yy =x+y.

.Es estable el punto critico del sistema?



Examen resuelto
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Sea la aplicacion lineal f : R® — R3 definida por
f(x,y,2) = (—x + 3y — 3z,y, —3x + 3y — 2).
Se pide:
(a) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

(b) Utilizar el apartado anterior para calcular la matriz asociada a f respecto de la base
canénica de R3.

(¢) Hallar el micleo y la imagen de f.

(d) ;Es diagonalizable la matriz asociada a f respecto de la base canénica? En caso
afirmativo hallar su forma diagonal.

(e) Utilizar el ejercicio anterior para obtener la solucién del sistema

T T
v | =A-| vy
2 z

donde A es la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.

Solucién. (a) Calculamos

f(l, 1, 1) = (—]_, 1, —].) = all(l, 1, 1) + CL21(1, ]., 0) + CL31(1, O, 0)

= (an + a2 + as1, a11 + asy, a11),

de donde tenemos el sistema

ai + ag +az; = —1,
an + az = 1,
ap; = —1,

de donde alp = —1, 91 = 2 Yy as1 = —2. Ahora

£f(1,1,0) = (2,1,0) = a12(1,1,1) + ax(1,1,0) + az2(1,0,0)

= (ai2 + asn + ass, a1z + as, a12),

de donde tenemos el sistema
a2 + ag + asy = 2,

a2 + agz = 1,
Q12 = 07

de donde a3 = 0, ass = 1 y azy = 1. Finalmente

f(l, 0, 0) = (—1, 0, —3) = CL13(1, 1, 1) + CL23(1, 1, 0) + CL33(1, O, 0)

= (@13 + ags + ass, a13 + a3, a13),
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de donde tenemos el sistema

a3 + agz +azz = —1,
a3 + agz = 0,
a3 = _37
y entonces a13 = —3, as3 = 3 y azz = —1. La matriz es por tanto
-1 0 -3
Mpgs(f) = 2 1 3
-2 1 -1

(b) Si denotamos por C la base canénica de R?, la matriz pedida es

Mps(f) = Meg(i) - Mpg(f) - Mge(i),

donde
111
Mces(i)=| 1 1 0
1 00
vy Mpc(i) = [Meg(i)] 7! y calculando la inversa
111100 1 00} 001 10000 1
110010 — x| 110010 )| —=p-r|(01001 —1
100001 111100 B=B\o1 1|10 -1
1000 0 1
— F3—F 010 0 1 -1
0011 -1 0
y asi
0O 0 1
Mpe(i)= 0 1 -1
1 -1 0
por lo que
1 11 -1 0 -3 0O 0 1 -1 3 -3
Mpgs(f)=( 110 }|-1{ 2 1 3 |]-{0 1 -1 ]=| 010
1 00 -2 1 -1 1 -1 0 -3 3 -1
(c) Calculamos el niicleo con el sistema
-1 3 -3 x 0
0O 1 0 1y =10
-3 3 -1 z 0
que al resolverlo
-1 3 -3] 0 -1 3 =310 -1 3 =3]0
0 1 0 0 —F3—3F; 0 1 0 0 —F346F, 0 1 0 0 y
-3 3 —-1]0 0 -6 8 0 0 0 8 0

nos da que z =y = x = 0 y por tanto Ker(f) = {(0,0,0)}.
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Respecto a la imagen, tenemos que
dim Im f = dim R* — dim Ker(f) = 3 — 0 = 3,

de donde Im(f) = R3.
(d) Calculamos los valores propios de la matriz mediante la ecuacién

~1—-t 3 -3
p(t) = 0 1—-t 0 = (1 —t)(t* +2t +10) = 0,
~3 3 —1-—t

de donde t = 1 es solucién y las dos restantes son

_ —2+/1—40
- 2

t

= —1+3i,

por lo que hay valores propios complejos y por tanto la matriz no es diagonalizable.
(e) Dado que conocemos los valores propios de la matriz, calculamos

1 B aq + (05} + as
p(t)  t—1 t+1-3i t+1+3i
(a1 + az + a3)t* + (2a1 + 3iag — 3iaz)t + 10a; — (1 + 3i)ay — (1 — 3i)az

—p(t)

de donde obtenemos el sistema

a; +as +as = O,
2a1 + 3iay — 3taz = 0,
10a; — (1 + 3i)ag — (1 — 3i)ag = —1,

que al resolverlo

1 1 1 0 1 1 1] 0 1 1 1

2 3 —3i 0 — mam | 2 3 =3i| 0 | omen | 2 30 =3

10 —1—3i —1+3i| —1 12 -1 -1 | -1 13 0 0
1 11| 0

— pysim | 2+30 61 0 0
13 0 0 -1

con lo que a; = —1/13, ay = (3 —2i)/7T8 y a3 = (3 +2i)/78 y

at) = % = —(t* + 2t + 10),
q2(t) = %z—(t2+3it—l—3i),
q3(t) ﬂ. = —(t* = 3it — 14 3i).

Entonces

et = eai(A) - q(A) +eTay(A) - go(A) + e Tag(A) - g5(A)
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t ) —
= 133(A2 +2A — 10I5) + et(lgi)%(AQ +3iA — (1 + 3i)I3)
et L2 (a7 A — (1 - 3iy)
-2 =3 0 sy [ —33+110 3612 —27+09i
= 13 0o -7 0 |+ 3 0 0 0
0 -3 -2 —27T+91 36—-12¢ —-33+11:
sy (334110 —36—12i 27+09i
— 0 0 0
27491 —36—12¢ 334 117
o -2 -3 0
- =0 -7 0
0 -3 -2
ot [ 33 cos(3t) — 11sin(3t) 36cos(3t) + 12sin(3t) —27cos(3t) + 9sin(3t)
+-= 0 0 0
39\ —27cos(3t) + 9sin(3t) 36cos(3t) + 12sin(3t) —33cos(3t) — 11sin(3t)
a b ¢
= o -2 o
c b a
donde
a= 2 i(_33 cos(3t) — 11sin(3t))
13 39
et et
- 125si
b E + 39 (36 cos(3t) + 12sin(3t)),
Y -t
c= 5(—27 cos(3t) + 9sin(3t)).

Entonces la solucién del sistema es

z(t) a b — 3016; sin(6t) ¢
y(t) | = 0 0 0 .
2(t) — 30" sin(6t) b &

Sea R3[z] el conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 3.
Se pide:

(a) Demostrar que

p(x),q(x) € R3[z], es un producto escalar.

(b) Hallar el subespacio ortogonal al subespacio vectorial W generado por {z,z — 2%}.

(c) Hallar la proyeccién ortogonal de x® + z* + = + 1 sobre W.
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Solucién. (a) Se verifican las siguentes propiedades:

e Dados p(z),q(x),r(x) € R3[z] y o, f € R se tiene
(ap(z) + Ba(z),r(z)) = j{ (ap(@) + fa(e))r(x)de
- qu@V@Mx+@Aq@%@ﬂwza@@%Mwwﬂﬂﬂ@m@»,

por lo que es lineal respecto de la primera coordenada.

e Dados p(z), q(x) € Rslx] se tiene

mmwmzlmmmmzlﬁwmmzmmmm,

por lo que es simétrica.

e Finalmente, dado p(z) € Rs[z| se tiene

(p,p) = /Olp(x)de >0

dado que p(z)? > 0 para todo x € [0,1]. Ademss,

/Olp(x)de =0

si y s6lo si p(x) = 0 para todo = € [0,1] al ser los polinomios funciones continuas en el
intervalo [0, 1].

(b) Un polinomio p(x) = az® 4+ bz? + cx + d € Rs[z] si y s6lo si

1

b d

O:<aac3+bx2+cx+d,x>:/ (am4+bx3+cx2+dx)dx:%+Z+§+§,
0

0 = (az’+bs® +cx+d,z— %)
= <am3+bx2+caz+d,x>—<am3+bx2+caz+d,x2>

d 1
— —+—+—+—_/ (az® + bx* + cz® + do?)dx
0

ybhipepd fa boc d
4 6 5 4 3
b

De donde

b ¢ d a b c d
TR S deRy: 242,808 g L2 2 ¢l
w {ax—l—x+cx+ € R3 5+4+3+2 ’30+20+12+6
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(¢) Calculamos en primer lugar una base ortonormal de V. Primero construimos una base
ortogonal O = {vy,vy} dada por vi =z y

2
v = oz o)
(x, )

2 <:L‘,CL’> - <:L‘,$2>
(z,z)
»_13-1/4 3,

= - —T.

1/3 1

= I —

Posteriormente obtenemos una base ortonormal N' = {u;, us} mediante

Entonces la proyeccién ortogonal es
p(@®+ 2 +z+1) = <x3+x2+x+l,\/§x>\/§m
+<$3—|—x2 +x+ 1,4\/5 <2x —x2>>4\/5 <2x—x2>
7 80 (3 2) _ 477 80 ,

- —X

4

Se considera el circuito de la figura

Calcular las intensidades iy, i3, € i3 si inicialmente el circuito estaba descargado [i;(0) =
0].

Solucién. Por la ley de los nudos tenemos la ecuacién i, = io+i3. Por otra parte, si suponemos
que la corriente recorre cada subcircuito en sentido contrario a las agujas del reloj, y teniendo en
cuenta que el voltaje generado se consume en cada uno de los elementos del subcircuito, tenemos

V(t) =V, + Vg,
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para el subcircuito de la izquierda y
0="Ve — Vg,

para el de la derecha por lo que, poniendo las férmulas de cada elemento y sustituyendo los valores
numeéricos, construimos el sistema

1 =i, +is,
0 = 2g3 — s,

donde g3 es la carga cuya derivada da lugar a la intensidad i3. Derivando la segunda ecuacién y
sustituyendo i3 por i; — i3 tenemos

le = 1 - ig,

i) = iy — 3iy.

Calculamos primero la solucién del sistema homogéneo

()-+(2)
a=(5 %)

Calculamos sus valores propios mediante la ecuacién

donde

|-t =1 9 B
p(t)—‘ 9 _3_+4 =t"+3t+2=0,
de donde
L -3+v9-8 —-3+1
B 2 2
por lo que los valores propios son —2 y —1. Calculamos ahora
1 . aq X (05} - (a1+a2)t+a1+2a2
p(t) t+2 t+1 p(t) ’
de donde igualando coeficientes construimos el sistema
a; + as = 0,
a + 2&2 = ].,
cuyas soluciones son a; = —ay = —1. Por otra parte
p(t)
t) = —==t+1
ailt) ty2 Th
p(t)
t) = —==t+2.
a(1) ir1 0T
Entonces

e = ea(A) - q(A) + e az(A) - g2(A)
= —e(A+1L)+e"(A+2l)

1 -1 2 -1
-2 —t
- o) (30

B 2e—t _ e—2t e—2t o e—t
2e—t _ 26—2t 26_2t _ e—t )
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por lo que la solucién del sistema homogéneo es

ip(t) \ [ 2et—eH e et [«
ion(t) )\ 267t —2e7H 2e7% — et cy )

Proponemos ahora como solucién particular del sistema no homogéneo iy ,(t) = A e iy,(t) = B
cuyas derivadas son nulas y sustituyendo en el sistema no homogéneo tenemos

0=1- B,
0=24-3B,

de donde B =1y A =3/2 y la solucién general del sistema no homogéneo es

a(t) \ _ [ 27— e eF—et\ [a n 2
ia(t) et —2e7H 27 — et 2 1)

Utilizando las condiciones iniciales

(Caim ) = (5) =2 (5)

de donde ¢; =3/2 y ¢y = 1. Asi

— Nl
N——

y finalmente

Hallar la trayectoria ortogonal a la familia de curvas 2 — y? = kz, k € R, que pasa por
el punto (1,1).

Solucién. Derivamos implicitamente la ecuacién de las curvas

2z —2yy’ =k,
sustituimos y' por —1/y/,
2
21 + —3,/ =k,
Yy

y sustituimos k en la ecuacién original
2
v —y? = <2:E+—Z,J) z,
Y

de donde obtenemos la ecuacién
22y + (2 + 92y = 0.

Sean entonces P(z,y) = 2zy y Q(z,y) = 2% + 32, de donde

oP 20
2z = 8—y($7y) - %(I,y> - 21‘7



por lo que la ecuacién es exacta y por tanto existe f(z,y) tal que

of

%(x7y) = 2$y7
of 2, 9
ame = "4y

Utilizando la primera condicién obtenemos que

flz,y) = /medaz = 2%y +g(y),
y derivando ésta iltima identidad respecto de y y utilizando la segunda condicién
2y’ =2+ g'(y),

y simplificando e integrando
3

g@z/ﬁ@z%

Entonces f(z,y) = 2%y + y—; y la ecuacién algebraica de la familia ortogonal es

3

2 Y
rYy+—=c
Y3
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Obtener el diagrama de fases del sistema

v =x—y,
y=z+y.

. Es estable el punto critico del sistema?

Solucién. Es ficil ver que (0,0) es el unico punto critico del sistema y que las rectas z = y
e y = —x son las isoclinas. En la pimera tenemos que 2’ = 0 e vy = 2x, por lo que el vector
tangente serd paralelo al eje y y apuntard hacia arriba si z > 0 y hacia abajo en otro caso. La
segunda isoclina verifica que ¢y’ = 0 y 2’ = 2z, por lo que el vector tangente sera paralelo al eje

y apuntard a la derecha si x > 0 y a la izquierda en caso contrario.

Por otra parte los valores propios de la matriz del sistema los obtenemos mediante la ecuacién

L=t _1‘:t?—%+2:0,

MO:‘ 11—t

y entonces

t

_2=VI-8
e S e

por lo que las soluciones del sistema son de la forma

z(t) \ _ g [ cost ing [ Sint
(y(t))_eMl (Cost)+eM2 (sint)’
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y asi las soluciones son espirales que van creciendo en médulo debido al factor e'. Entonces
esbozamos el diagrama




Capitulo 13
4—-9—-2002

Enunciado
1. (2 puntos) Dada f : R® — R3 definida por
f(r,y,2) = (x+2y+3z,—z+y,z+y+22),
se pide:

(a) Hallar la matriz de f en la base candnica y decidir si es diagonalizable.
(

)
b) Hallar bases y dimensiones del micleo y la imagen de f.
(c) Averiguar si (8,1,5) pertenece a la imagen de f. jPertenece (3,0, 1) al nicleo?
)

(d) Utilizando el primer apartado y las matrices de cambio de base, hallar la matriz de f
respecto de la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

2. (2 puntos) Sean R* con el producto escalar usual y W el subespacio vectorial generado por
los vectores (1,1,1,1), (1,0,1,0) y (0,1,0,1). Se pide:

(a) Calcular las ecuaciones implicitas y la dimensién de W.

(b) Dada una base obtenida a partir de los vectores generadores de W, obtener una base
ortonormal.

(c) Hallar el subespacio ortogonal a W.

(d) Obtener la proyeccién ortogonal del vector (1,2,3,4) sobre W.
3. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) (1 punto) y' = —= —£+y? sabiendo que y; () = + es solucién particular de la misma.

(b) (1 punto) y* — 2y +y = e +sin .

¥ =x+2y+3z

y =—r+y
Z=x+y+2z

y(0) = 2(0) = 2(0) = L.

(c¢) (2 puntos) . Es estable el punto critico del sistema lineal

anterior?

y
y2—4"

4. (1 punto) Esbozar el diagrama de fases de la ecuacién auténoma y' =

145
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5. (1 punto) Hallar la familia de curvas que cumple que para todo punto (z,y) de la misma,
la distancia entre (z,y) y el origen de coordenadas es igual a la longitud del segmento de la
recta normal comprendido entre (z,y) y el punto de corte de la recta normal con el eje x.
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Examen resuelto

Dada f : R?* — R? definida por
f(r,y,2) = (x+2y+3z,—z+y,z+y+22),
se pide:
(a) Hallar la matriz de f en la base canénica y decidir si es diagonalizable.
(b) Hallar bases y dimensiones del micleo y la imagen de f.
(c) Averiguar si (8,1,5) pertenece a la imagen de f. ;jPertenece (3,0, 1) al nicleo?
)

(d) Utilizando el primer apartado y las matrices de cambio de base, hallar la matriz de
f respecto de la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R?, se tiene que

1 2 3
Mce(f)=| -1 1 0
112

Para ver si es diagonalizable planteamos la ecuacién

1—t 2 3
pt)=| =1 1—t 0 |=—t{t*—4t+4)=0,
1 12—t

de donde un valor propio es 0 y el otro es

4 VIET6 _
-

con multiplicidad dos. Asi la matriz serd diagonalizable si y sé6lo si dim Ker(Mce(f) — 213) = 2.
Este subespacio propio estd definido por el sistema

2,

x -1 2 3 x 0
(Mece(f) —2L)- |y | = -1 10 ][y ]={0].
z 1 1 0 z 0
que al resolverlo nos da
-1 2 310 -1 2 3]0 -1 2 3|0
-1 -1 0|0 | —=psm| -1 =1 0| 0 | =p_-n 0 -3 0] 0 ],
1 1 00 0O 0 0] 0 0 0 0] 0

de donde Ker(Mcc(f) — 2I3) = {(z,y,2) € R® : y = 0, = 3z}, con ecuaciones paramétricas

T =3\,
y=0, XeR,
z=A,
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por lo que (z,y,2) = A(3,0,1), A € R, y por tanto una base es Bxer(Mcc(r)—215) = 1(3,0,1)}.
Entonces dim Ker(Mcc(f) — 2I3) = 1 y consecuentemente la matriz no es diagonalizable.
(b) Calculamos el niicleo que satisfard el sistema

1 2 3 x 0
-1 10 vy |l=101,
1 1 2 z 0
que al resolverlo
1 2 3|0 1 2 3 0
-1 10| 0| —=mrn| 0 3 3 01,
1 12]0 B\ o -1 1] 0

de donde obtenemos tras algunas simplificaciones que Ker(f) = {(z,y,2) € R® : x + 2y + 2z =
0, y + 2z = 0}. Las ecuaciones paramétricas son por tanto

==\,
y=-\ XER,
z= A,
y entonces un vector del nicleo es de la forma (x,y,z) = —A(1,1,—1), A € R, por lo que una base

del niicleo es Byer(r) = {(1,1,—1)} y su dimensién es 1.
Procedemos ahora al célculo de la imagen teniendo en cuenta que (z,y,z) € Imf si y sélo si
existe (o, 3,7) € R? solucién del sistema

1 2 3 o T
-1 10 B l=1v |,
1 1 2 ol z

por lo que al calcular los rangos de las matrices del sistema

1 2 3] z 1 2 3 x 1 2 3 x
-1 10|y |—m+rnr| 0 3 3 y+z | 2msn, | 0 0 O y—2x+ 32
1 1 2] 2 Bl \ g -1 -1 2—2z 0 —1 —1 z—x

con lo que para que ambas matrices tengan rango dos debe cumplirse que y — 2x + 32 = 0 y asf
Imf = {(z,y,2) € R’ : y — 2z + 32 = 0}

Las ecuaciones paramétricas son

T =\,
y=2X—3p, ApeR,
z =,

y entonces (x,y, z) = A(1,2,0)+u(0,—3,1), A\, u € R.y asi una base serd By, r = {(1,2,0), (0, —3,1)}
y la dimensién es dos.
(c) Dado que
1-2-8+3-5=0,

se tiene que (8,1,5) € Imf. Por otra parte

0+1=1#0,
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y por tanto (3,0, 1) no satisface la segunda ecuacién del niicleo y consecuentemente no pertenece
a este subespacio.
(d) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcc(f) - Meg(i),

donde
110
Mes(i)=| 1 0 1
011
y Mpc(i) = [Meg(i)] 7!, por lo que calculando la inversa
110100 1 1 0 1 00 1 1 0 1 0
101/010) —- mpr|l0-11]-110]|—=pr|0 -11]-11
0111001 0 1 1] 0 01 0 0 2 1 -1
11 0 1 0 O 1101 0 O
= 1p (01 =111 -1 0| =gsmr (0103 5 3
1 1
(pe\00 1|31 -2 1 oo1[i 11
100 —3% %3 —1%
- m-r| 010 5 —5 35 |,
1 1 1
001l 3 -3 3
de donde
1 3 1
. 32 23 12
Mge(i)=| 5 —3 2
1 1 1
2 2 2
y entonces
-3 £ 2 1 2 3 110 -2 5 -2
Mps(f)=| 2 -2 3 -110 101 |=(4% 9 2
5 -1 3 1 12 011 s 4 1

Sean R* con el producto escalar usual y W el subespacio vectorial generado por los vectores
(1,1,1,1), (1,0,1,0) y (0,1,0,1). Se pide:

(a) Calcular las ecuaciones implicitas y la dimensién de W.

(b) Dada una base obtenida a partir de los vectores generadores de W, obtener una
base ortonormal.

(c¢) Hallar el subespacio ortogonal a W.

(d) Obtener la proyeccién ortogonal del vector (1,2,3,4) sobre W.

Solucién. (a) Calculamos el rango de los tres vectores que generan W para hallar una base.

0000
010 ],
1 01

TR —Fy—F3

—_ 0
—_ O =

1 1
1 1 1
0 0 0

O =

~———— O O
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por lo que el rango es dos y Byy = {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} es una base de W. Entonces (x,y, z,t) €
W si y sélo si existen a, § € R tales que

(z,y,2,t) =a(1,0,1,0) + £5(0,1,0,1),

por lo que las ecuaciones paramétricas son

T =q,
y =0,
Y —a a, B eR,
t=p,
siendo un sistema compatible. Calculando los rangos de las matrices del sistema
1 0] =z 10 T
0 1| vy 0 1 Y
10| 2| BBloo| -2
0 1| ¢ 0 0| t—y

y para que ambos rangos coincidan z = x e y = t, por lo que
W= {(z,y,2,t) E Rz =z, y=1t}.

(b) Dado que
((1,0,1,0),(0,1,0,1)) = 0,

se tiene que la base Byy es ortogonal. Obtenemos una base ortonormal O = {u;,us} donde

1 V2
w o= ———(1,0,1,0) = ¥£(1,0,1,0),
L0501 2
1 V2
w = ————(0,1,0,1) = 2(0,1,0, 1).
ORIk 2 )

c) Un vector (z,y, z,t) € W+ si y sélo si
(c) y y

0 - ((x,y,z,t), (1707 1,0)) =T —|— z,

0 = <(m7 y? Z? t)’ (O’ ]‘707 1)) = y + t’

por lo que
Wt ={(z,y,2,t) ER* z+2=0, y+t=0}.

(d) La proyeccién viene dada por

;e

p(1,2,3,4) = <(1,2,3,4), (1,0,1,0)> g(l,O,l,O)

+ <(1,2,3,4), g(O, 1,0, 1)> g(o, 1,0,1)

= 2(1,0,1,0) +3(0,1,0,1) = (2,3,2,3).
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Resolver

sabiendo que y1(z) = < es solucién particular de la misma.

Solucién. Se trata de una ecuacién de Riccati que con el cambio de variable dependiente
z=1y— % se transforma en

1 1 z
Z’Zy’+—2=—g+y2=y<y——) =22+ =,
x x x x

que es de Bernuolli que con el cambio u = % se convierte en

x x

que es una ecuacién lineal. Resolvemos primero la ecuacién homogénea
!/
u'(x 1
( )dx = — [ —dx,

logu(z) = —logx + ¢,

de donde

o equivalentemente

k
u(z) ot e
Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea u(x) = @, que derivdandose
K(z)  k(z)
, f— —_— —
u'(x) = . >

y sustituyéndose en la ecuacién no homogénea nos da

K(z)

T

=1,

de donde
72
k(x) = /—xdx =—3 +c,

y por tanto la solucién de la ecuacién no homogénea es

Deshaciendo los cambios

y finalmente
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Resolver

yY — 2y +y = e +sinx.

Solucién. Resolvemos primero la ecuaciéon homogénea
y4)_2yll+yzo

mediante la ecuacién caracteristica
=222 4+1=0

que nos da

de donde z = +v/1 = +1, ambos de multiplicidad dos, por lo que la solucién de la ecuacién
homogénea es

yn(z) = c1€” + coxe” + cze™ " 4 cuwe™”.

Proponemos la solucién particular y,(z) = Az?e” + Bcosz + C'sinz, que derivando cuatro veces

Y (r) = (Ax® 4 2A4x)e” — Bsinz + C cos ,

p

Y, () (Az? + 4Ax +2A)e® — Beosx — Csin,
yg) (x) (Az* + 6Ax +6A)e” + Bsinx — C cos ,
yﬁ) (r) = (Az*+8Ax + 12A4)e” + Beosz + Csin,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
8Ae” +4Bcosx +4Csinz = € +sinx

e igualando coeficientes

8A =1,
4B =0,
AC =1,

de donde A =1/8, B=0y C = 1/4, de donde la solucién general de la ecuacién no homogénea
es

1 1
y(z) = c1€” + core” + cze” " + cuwe™ " + gachx + 1 sin .

Resolver
¥ =x+2y+ 3z,
y =—z+y,
Z=x+y+ 2z,

y(0) = z(0) = 2(0) = 1.

. Es estable el punto critico del sistema lineal anterior?
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Solucién. Sea la matriz del sistema

1 2
A=| -1 1
1

—
N O W

la matriz obtenida en le primer ejercicio. Entonces sus valores propios son 0 y 2, éste tltimo de
multiplicidad dos. Buscamos entonces ay, y as(t) = bot + as tales que

1 aq bgt + as o (CLl + bg)tz + (CL2 — 4a1)t + 4&1

p(t) ¢t (t—2)2 —p(t) ’

e igualando coeficientes tenemos el sistema

a + bg = 0,
Qa9 — 4@1 = 0,
4@1 = —]_,

de donde a; = —1/4, ay = —1 y by = 1/4. Por otra parte

t
w) = Mo op
o)
QQ(t) = (t—2)2_ t.
Entonces
1 .
A
et = a1(A) - qi(A) + e az(A) - a(A) ) (A —2L5) =
o 1.
N A 2t(1A—1>-A-(I + (A = 20y)0)
= 1 3 (& 1 3 3 3
1 2 -1 -3 o2 -2 -1 -3 0 —6 —6
212_1_3_Z 2 -5 -3 |+t 0 6 6
-2 1 3 -2 1 -1 0 —6 —6

24 2% —1+4 e +6te?  —3+ 3e? + 6te*
= 2 —2e%t  —14 he? —6te?t —3 + 3e* — 6te?t
—24+2e% 1 — 2t 4 Gte? 3+ e + 6te?t

Entonces la solucién general del sistema es

z(t) L 2T 2t —1+4e* +6te*  —3+ 3e* + 6te* c1
yt) | == 2—2¢* —1+5e* —6te?® —3+3e* —6te® |- |
2(t) —2+42e2 1 — e 4 6te? 3+ e + 6te* cs

z(0) 1 & 1

z(0) 1 C3 C3
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or tanto la solucién al problema de condiciones iniciales es

z(t) = —1 + e + 3te*,
y(t) = —% + %eZt — 3te?,
2(t) = 1 + 3€* + 3te”.

Al tener la matriz del sistema un valor propio positivo se tiene que el punto critico es inestable.

y
y?—4’

Esbozar el diagrama de fases de la ecuaciéon auténoma y' =

Solucién. La funcién que define la ecuacién es

_ ¥

que estard definida en R\ {42}, que serd por tanto el espacio de fases. Es facil ver por otra parte
que 0 es el tdnico punto critico. Ademsds:

y 1

(]
=
(]

Hallar la familia de curvas que cumple que para todo punto (z, y) de la misma, la distancia
entre (z,y) y el origen de coordenadas es igual a la longitud del segmento de la recta
normal comprendido entre (z,y) y el punto de corte de la recta normal con el eje x.

Solucién. La recta tangente en cada punto P = (z,y) de la curva es
Y —y=v¢(X — 1),

a recta normal es por tanto
1
Y —y= —?(X—il’}).

Hallamos el punto de corte de la recta normal con el eje x mediante el sistema

Y =0,
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de donde X = yy' + z y el punto de corte C' = (yy’ + x,0). Entonces

Va2 +y? =d((0,0), P) = d((0,0),C) = V/(yy' + z)?,
o equivalentemente
0=y*(y)* +2zyy — v,
y ast
,  —2xyE\Jda?y? —4y? ot Va2 -1
2y° y '
Resolvemos la primera ecuacién integrando

de donde

y la segunda ecuacion

obteniéndose ) 2 1
y(x) __r —xvz?2 — 1+ —arcchx + c.
2 2 2 2
Nota:
2t 9t
SR _ €T = Cht _ 2 — € + € — 2
/\/x ldz { dr — shtdt } /sh tdt /—4 dt
2t _ -2t t 1 t 1 t
_ e -e v _ —sh(2t) — = = =shtcht — -
8 2 4 2 2 2
1 t
— 5\/ch2t — 1cht — 3
1

1
= §x\/ 2 —1-— §arcchx.
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Capitulo 14

3—2—-2003

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (1 punto) zy’ = (=3 +27* —1)/y, « € R.
(b) (1 punto) y"” —y" +y' —y = cost, y(0) = ¢'(0) = y"(0) = 0.

(¢) (2 puntos) 2’ =2z +y; vy =z + 2y; 2 = —z. Estudiar ademés la estabilidad del
punto critico del sistema.

2. (3 Puntos) Sea Rj[z| el conjunto de los polinomios con coeficientes reales de grado a lo
sumo tres. Definimos para todo p(z), ¢(z) € Rslx],

(p(x),q(x)) ::/0 p(z)q(z)dx.

(a) Comprobar que se trata de un producto escalar.
(b) Obtener una base ortonormal a partir de la base B = {1, z, 2% z3}.

(c) Calcular el valor del pardmetro a para que los polinomios ax® + x? + 1y z + 1 sean
ortogonales.

(d) Calcular el valor de a para que az? + 1 sea normal o unitario.

3. (3 Puntos) Sea la aplicacién lineal f : R* — R3dada por
f(z,y,2) = 2z +y,z + 2y, \2).

(a) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) Hallar el micleo y la imagen de f dependiendo de los valores del pardmetro A.

(c) Calcular para qué valores de A la matriz obtenida en el primer apartado del ejercicio
es diagonalizable.

(d) Obtener la matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0)}.

157
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4. (2 Puntos) Sea la matriz A = ( L2 ) Calcular A™ para todo n > 0. Dado

2 1

()=o)

obtener lim,,_,., —
Yn

5. Decidir la validez o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) (1 Punto) Sea C[0,1] el conjunto de las funciones continuas reales definidas en el
intervalo compacto [0, 1]. Definimos la aplicacién I : C[0,1] — CJ[0,1] tal que si la
funcién f € C[0,1], entonces I(f) es la funcién continua definida para todo x € [0, 1]
por I(f)(z) = [; f(t)dt. Entonces I es lineal.

(b) (1 Punto) Sea A una matriz cuadrada con determinante no nulo. Si A es un valor
propio de A, entonces 1/) es un valor propio de A~*.
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Examen resuelto

Resolver

3 —a
zy = (—§y2 +2 % —1)/y,

con o € R.

Solucién. Reescribimos la ecuacion de la forma

3
§y2 — 27+ 1+ zyy =0.

Sean P(z,y) = 2y —2 >+ 1y Q(z,y) = zy, y entonces

oP 0
3y = 8—y(ﬂf,y) # a—g(rﬁ,y) =,

por lo que la ecuacién no es exacta y por tanto hemos de buscar un factor integrante u(x,y)
mediante la ecuacion

88—];(90, y)u(r,y) + P(r, y)g—g(x, y) = g—g(w, y)pu(z,y) + Q(, y)%(w, )

que nos da
Byu(z,y) + (%yQ -z %+ 1> Z—Z(ﬂc, y) = yplz,y) + fvyg—g(fv, y)-
Suponiendo que u(x) la ecuacién queda de la forma
2u(x) = o/ (),

que la resolvemos integrando

de donde

y la ecuacién

3
§y2x2 B R )
es exacta por lo que existe f(x,y) tal que
of 3 9 9 2-a | 2
—(z = —yrt—=x x
g 5 Y) 5Y +a,

a—y(fc,y) = z’y.

Utilizamos la primera condicién e integramos respecto de x obteniendo

3

_ 3 5 9 2-a 2 1y, T
f(x,y)—/<2yw Pt ) do = oyt - o— + 4 ()
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sia#3y
3 1 1 x3
flz,y) = / (§y2x2 - + :E2) dr = §y2x3 —logz + 3 +g(y)
si a = 3. Utilizando la segunda condicién tenemos que
2’y = yz® + ¢'(y)
en ambos casos, por lo que g(y) es constante y por tanto

.72370‘ 5173 .

fag) = PV 5wt Sed

Y=Y 1,2.3 R
vy —logr + % sia=3,

y la solucion general de la ecuacion es

1 3—a 3

G R T

VY T3Ta 3T
si a # 3 y en otro caso

1 3

JVy —logr+— =

Resolver

{ " I

Solucién. Calculamos en primer lugar la solucién de la ecuacién homogénea mediante la
ecuacién caracteristica

B —t?+t—1=0,

que resolvemos mediante el método de Ruffini

1 -1 1 -1
1 1 0 1
|1 0 1 0

por lo que 1 es una solucién y las otras dos salen de la ecuacién 2 + 1 = 0, de donde ¢t = . Asf,
la solucién de la ecuacion homogénea es

yn(t) = cre’ + ey cost + cysint.

Proponemos una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma y,(t) = Atcost +
Btsint, y derivando tres veces

y,(t) = (Bt+ A)cost+ (—At+ B)sint,
y,(t) = (—At+2B)cost — (Bt + 2A)sint,
y, (t) = —(Bt—3A)cost+ (At — 3B)sint,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando

(4A —2B)cost — (2A + 2B) sint = cost,
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de donde obtenemos el sistema

4A—-2B =1,
2A+2B =0,
con lo que A=1/6 y B= —1/6y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

1 1
y(t) = cre’ + cycost + czsint + gtcost — Et sin t.

Utilizamos las condiciones iniciales, derivando previamente dos veces la solucién general

Y (t) = cie' —cysint + czcost + (1 - 1t> cost — (175 + 1) sint,
6 6 6 6
y'(t) = cie' —cycost —cysint — <1t + 1) cost + (175 — 1) sint,
6 3 6 3
para obtener el sistema
Y(0) =0=c; + ¢y,
y(0)=0=c1+cz+3,
y'(0)=0=c1 —cy — %,
que resolvemos
11 0] O 11 0] 0
L0 1§ fopn |0 L 1] )
1 -1 0| 3 TR0 =2 0 3
de donde ¢y = —1/6, ¢c; =1/6 y c3 = 0 y asi la solucién del problema de condiciones iniciales es
y(t) = 1elt - 1(:ost + 1t(:ost — 1tsint.
6 6 6 6
Resolver ' = 2z 4+ y; v = x + 2y; 2/ = —z. Estudiar ademads la estabilidad del punto

critico del sistema.

Solucién. Dénomos cuenta que la tercera incégnita puede calcularse directamente con la
tercera ecuacion 2z’ = z, que tiene la solucioén z(t) = cze’. Escribimos el sistema de forma matricial
el sistema restante

donde
2 1
A-(21)
Obtenemos los valoresp propios mediante la ecuacién

mw:‘2;t2it‘:ﬁ—u+3za

con lo que

4+ V1612 442

t
2 2

=241,
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por lo que las raices son 3 y 1. Calculamos ahora

1 _ a; n ag _ (CL1 ‘f‘az)t— (CLl +3CL2>
p(t) t—=3 t-1 p(t) ’
de donde igualando coeficiente escribimos el sistema
a; + ag = O,
ai + 3&2 = —1,
y asi a; = 1/2 y ap = —1/2. Por otra parte
p(t)
t) = ——=t—1
ql( ) t—3 9
p(t)
t) = —==1t—-23.
all) = 79 k
Entonces
etA = e3ta1 (A) . ql(A) + €tG2(A) . QQ(A)
Ca-1)- a1
- S(A-T) - (A-3L)
et et -1 1
—o2\11) 2\ 1 -1
1/ &3t 4ot 3t — et
= §(€3t_et e3t+et>7
de donde

z(t) | 1 e+t et — et ( a
y(t) - 2 e3t _ et 63t _I__ et C2 )
y la solucién del sistema es por tanto
_ c1+e2 3 c1—C:
n(t) = et 4 g,

y(t) = 0142rc2 e3t 4+ C2561 et’
z(t) = cze'.

Sea Rs[z] el conjunto de los polinomios con coeficientes reales de grado a lo sumo tres.
Definimos para todo p(z), ¢(z) € R3],

(a) Comprobar que se trata de un producto escalar.
(b) Obtener una base ortonormal a partir de la base B = {1, z, 2% z3}.

(c) Calcular el valor del pardmetro a para que los polinomios ax® + 2%+ 1y x + 1 sean
ortogonales.

(d) Calcular el valor de a para que az?® 4+ 1 sea normal o unitario.

Solucién. (a) Se verifican las siguentes propiedades:
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e Dados p(z),q(x),r(x) € R3[z] y a, § € R se tiene

(ap(z) + fa(x),r(z)) = / (ap(z) + Ba(x))r(x)dx
~ . / p(e)r()dz + B / ((@)r(@)dz = a (p(z), r(2)) + B {g(z), r(2))

por lo que es lineal respecto de la primera coordenada.

e Dados p(z), q(x) € Rs[x] se tiene

por lo que es simétrica.

e Finalmente, dado p(z) € Rs[z| se tiene

(p,p) = /0 p(z)*dz >0

dado que p(x)? > 0 para todo = € [0,1]. Ademss,

/0 (@i = 0

si y s6lo si p(x) = 0 para todo = € [0,1] al ser los polinomios funciones continuas en el
intervalo [0, 1].

(b) Obtenemos en primer lugar una base ortogonal O = {u;, us, uz,us}, donde u; =1y

(z,1) 1
Ty

us = 2% — <<x:’11>>1 <x<gi _‘r;_2>_> ( —%) g S

Uy =T —

N IR

1 9 1 3 1 3 3 1
_ .3 _+ < I 2 2y 3_°22, °2 =
= 1 10(3: 2> (x T + ) x L o .

Ahora obtenemos una base ortonormal N = {vy, vy, v3, v4} donde

1

Vi =-—Uu; = 1,
||
1 1
Vg = ——= U9 — \/12(.%'——),
|z 2
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1 1
Vg = — :6\/5<:E2—x—l——>,

| |us]| 6

V4 =

3 3 1
——uy =20V (2} — =P S — — ).
Toaa]| ™ f(x 2" Y 20>

(c) Ambos polinomios seran ortogonales si se satisface

0 = <ax3—|—x2—|—1,x—|—1>

9 25
= 3 1 241 D) =a—+—
a{zd ez + 1)+ (@ +Le+1) =ags+ 5,
de donde
125
a=——=.
27

(d) Dicho vector serd normal si

1 = (az®+1,a2® +1)
a®(z*, %) + 2a (2?, 1) + (1,1)

1 2
== SCL2+§CL+1,
de donde
1 2+2a
—Qa —_ —
5 3 ’

0 A — 10
conloquea=06a=—73.

Sea la aplicacion lineal f : R? — R3dada por

f(x,y,2) = 2z +y,z + 2y, A\2).
(a) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) Hallar el nicleo y la imagen de f dependiendo de los valores del pardmetro A.

(c) Calcular para qué valores de A la matriz obtenida en el primer apartado del ejercicio
es diagonalizable.

(d) Obtener la matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0)}.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R? se tiene que

210
Mec(f)=1 1 2 0
00 A
(b) El nicleo viene dado por el sistema
210 x 0
120 y |=(o0],
0 0 A z 0
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que al resolverlo

2100 2100
120|0 ] —p1pn 200,
00 A|O 0 A0

nos da los siguientes casos:
e Si \#0, entonces z =y = z = 0 y por tanto Ker(f) = {(0,0,0)}.
e Si A\=0, entonces x =y =0y Ker(f) = {(z,y,2) e R®: z =y = 0}.
Calculamos ahora la imagen. Para ello notemos que si A # 0, entonces
dimImf = dim R*® — dim Ker(f) =3 — 0 = 3,

por lo que Imf = R3. Si A\ = 0, entonces (7,9, z) € Imf si y sélo si existe (o, 3,7) € R? solucién
del sistema

210 « T
1 20 g l=1yv |,
000 7y z
que al resolverlo
21 0| = 210 T
120y |—pp|0 50| y—3z |,
00 0] =z 0 0O z

vemos que para que coincidan los rangos de las matrices del sistema ha de verificarse z = 0, por
lo que
Imf = {(z,y,2) €R*: 2 =0}.

(c) Se trata de una matriz simétrica para todo A, por lo que siempre es diagonalizable.
(d) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcce(f) - Mes(i),

donde
1 11
Mes@) = 1 0 0
010
v Mpc(i) = [Meg(i)] ™!, que al calcularla
1111100 100|010 100010
100/010) - mem| 111100 =mm|010]l00T1
01 0001 010]001 111,100
1000 1 O
— m-r-n| 01 0] 0 0 1 ,
0011 -1 -1

obtenemos que
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y asi
0 1 0 210 111 3 1 1
Mgs(f)=| 0 0 1 120 100]=]10 X 0
1 -1 -1 00 X 010 0 1—X 1

1 2

Sea la matriz A = ( 5 1

>. Calcular A™ para todo n > 0. Dado

Tn \ _an (1
()-~(5):
obtener lim,, ﬁ.

n

Solucién. Calculamos los valores propios de la matriz mediante la ecuacién

1=t 2 2 o o
p(t)—‘ 9 l—t‘_t 2t —3 =0,
de donde
t:2:|:\/24+12:1i27

y obtenemos los valores propios 3 y —1. Calculamos los subespacios propios empezando por
Ker(A — 3I,), que satisfard el sistema

au (5)-(3 3) (2)-(8)

con lo que Ker(A — 3L,) = {(z,y) € R* : z = y} y por tanto una base es Bger(a—s1,) = {(1,1)}.

Calculamos ahora Ker(A + I,) mediante el sistema

(A+Ig)-<§>:<§ g)<§>:(8>

obteniéndose que Ker(A +Ip) = {(z,y) € R* : 2 +y = 0} y por tanto una base es Bker(a—s1,) =

{

,—1)}.

Entonces existe una base de vectores propios B = {(1,1), (1, —1)} de manera que

A=P.-D.-P!

donde
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y calculando su inversa

=
|
&
VR
[a)
— o
_— N
N[0~
| D=
N[
N———
N[— =
=
N[
N———

con lo que

ﬁ
L
I
N
[N T
| B [—=
[N
N———

Entonces para todon > 1

A" = P-D"-P!

n 11 S et D A e O
= < 1 11 ) ' ( 30 (i n ) . ( 1% ) =| »-lor sl
- (=1) 3 T3 2 2
y asi
Tn \ _ an (1
( Yn > - A ( 0 >
_ 2 2 . = 2
R G D L (O ol DT ( 0 > 3n—(=n"
2 2 2
y 3n4(—1)"
n . — : 3” —"
n—0oo Y, n—oo 2 A ) n—oo 3" — (_1)n

Decidir la validez o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Sea C[0,1] el conjunto de las funciones continuas reales definidas en el intervalo
compacto [0, 1]. Definimos la aplicacién I : C[0,1] — C|0, 1] tal que si la funcién
f € C[0,1], entonces I(f) es la funcién continua definida para todo z € [0,1] por
I(f)(z) = [} f(t)dt. Entonces I es lineal.

(b) Sea A una matriz cuadrada con determinante no nulo. Si A es un valor propio de
A, entonces 1/ es un valor propio de A=t

Solucién. (a) Como sabemos la funcién [ f(¢)dt es continua para toda f € C[0, 1], por lo que
la aplicacion I estd bien definida. Veamos que es lienal. Para ello sean g, f € C[0,1] y o, 5 € R.
Entonces para todo x € [0, 1] se tiene que

I(af +Bg)(x) — / “(af () + Bg(t))dt
- /0 " af(t)dt + /0 " Blt)dt
. / " (dt+ 4 / "yt = al(£)(x) + B1(g)(x),
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por lo que I(af + Bg) = alI(f) + BI(g), y consecuentemente I es lineal.
(b) Esta afirmacién es verdadera. Para ello sea v un vector propio asociado a A. Entonces

A-v=)v,
y multiplicando ambos lados de la igualdad por la inversa de A
v=A1-(v)=) A"V,

y asi

At v="Tv,

con lo que efectivamente 1/ es valor propio de AL



Capitulo 15

10-6—-2003

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (1 punto) 2? +y* + x + zyy = 0.
(b) (1 punto) y"” — 3y” + 4y’ — 2y = cost, y(0) = 3/ (0) = y”(0) = 0.

(c) (2 puntos) 2’ = z+y+z;y = —z; 2/ = —y. Estudiar ademds la estabilidad del punto
critico del sistema.

2. Dado el sistema homogéneo

se pide

(a) (2 puntos) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) (1 punto) ;Son estables los puntos criticos aislados? ;jSon asintéticamente estables?

3. (3 puntos) Un cierto elemento radioactivo A se descompone en otro elemento radiactivo
B con constante de proporcionalidad k; (recordar de la velocidad de la descomposicién es
proporcional a la cantidad del elemento radiactivo). A su vez, B se descompone en otro
elemento C' con constante de proporcionalidad ks. Si llamamos z(t) e y(t) a las cantidades
de Ay B en el instante de tiempo ¢ y x(0) = 100 gramos, calcular y(¢). (El resultado debe
aparecer en funcién de kyy ks).

169



170 CAPITULO 15. 10-6-2003

Examen resuelto

Resolver

2+ +x+ayy = 0.

Solucién. Sean P(z,y) = 2? +y* + x y Q(x,y) = zy. Entonces

B OP 0Q B
2y = 3y (z,v) e (z,y) =y,

por lo que la ecuacién no es exacta y hemos de buscar un factor integrante p(z,y) mediante la

ecuacion

oP ol

G (0 n(a.0) + Plog) o) = 52

(z, y)u(z, y) + Q(w, y)%(x, )

que nos da
ol ol
2 | 2 op _ op
2yp(w,y) + (2 +y” + x) 3y (z,9) = yu(z,y) +zy5—(z,y).

Suponiendo que p(x), la ecuacién anterior se simplifica a

p(z) =z (2),
que integrando
/ plz), _ [dz
p(x) z’
con lo que obtenemos
plz) =

Entonces la ecuacién
2} e+t 2ty =0

es exacta, por lo que existe f(z,y) tal que

%(m, y) = 23 + % + 2%,
of 9
By (z,y) = z7y.

Utilizando la primera condicién

3

X
+ = +9(y),

2t y2r?
2 3

f(z,y) I/(:r3+y2x+:c2)dx: Z_i_

y derivando esta expresién respecto de y y sustituyendo en la segunda condicién

2’y + ¢'(y) = 2%y,



S
o
[N

de donde ¢'(y) = 0y por tanto g(y) es constante y asf la funcién buscada es f(z,y) = G +%5~+ x—;
y la solucién general de la ecuacién diferencial es

4

T 3
4

+

ya? o
—_— =c.
2

3

Resolver

y" —3y" + 4y — 2y = cost,

{ y(0) = '(0) = y"(0) = 0.

Solucién. Resolvemos primero la ecuaciéon homogénea mediante la ecuacién caracteristica

3 —3t2+4t—2=0,

que haciendo uso del método de Ruffini

1 -3 4 -2
1| 1 -2 2
T —2 2 0

por lo que 1 es una solucién y las dos restantes se obtienen a partir de t> — 2t +2 = 0, y asf

2+4-8
==

t =141
Se obtiene asi la solucién de la ecuacién homogénea

yn(t) = cre’ + coe’ cost + cze’ sint.

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(t) = Acost + Bsint, y
derivando tres veces

y,(t) = —Asint+ Bcost,
y,(t) = —Acost— Bsint,
y, (t) = Asint — Bcost,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
(A+3B)cost + (—3A + B)sint = cost,

e igualando coeficientes obtenemos el sistema

A+3B=1,
—3A+ B =0,

que nos da A =1/10 y B = 3/10, de donde la solucién general de la ecuacién no homogénea es

1 3
y(t) = cre’ + cae’ cost + cze’ sint + T cost + 10 sin t.
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Utilizando las condiciones iniciales dervando previamente dos veces

1 3
Y (t) = cre’ + (e + c3)ef cost + (c3 — cp)et sint — — sint + — cost,

10 10
y'(t) = cre’ + 2cze’ cost — 2cpe’ sint — 1 cost — 3 sint,
10 10
obtenemos el sistema
y(0) =0 =i+t 1,
y'(0) =0=rc1+co+cs+ 15,
y"(0) =0=c; + 2¢3 — 55,
que al resolverlo
1 10| & 1 1 0] 55
111 = —p-r | 0 0 1 :
102—1—10 3_10—12—%
se tiene que c3 = 1/5, ¢c; = 3/5 y ¢ = —1/2, y entonces la solucién del problema de condiciones
iniciales son
y(t) = —let + =€ cost + let sint + L cost + 3 sint.
2 5 5 10 10
Resolver ©’ =z +y + z; v = —z; 2/ = —y. Estudiar ademds la estabilidad del punto
critico del sistema.

Solucién. Las dos iltimas incégnitas pueden calcularse por separado a partir del sistema

con

Calculamos los valores propios a partir de la ecuacién

s =| 73 T =e-1-0.

de donde t = +1. Sea ahora

1 ay 1 a9 _(a1+a2)t+a1—a2
pt) t—1 t+1 p(t) ’
e igualando coeficientes
ai -+ a9 = 0,
a; —ag = 1,
y a; = 1/2y ay = —1/2. Por otra parte
p(t)
t ——=t+1
p(t)
t —— =t—1.
% () t+1
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Entonces
et = ea(A)-q(A) +eax(A) - 2(A)
(A+1,) —

et et et _ gt
et —et e 4et )

La solucién general es por tanto

y asi
y(t) — 62503 et + 02—503 €—t7
__c3—co .t co+c3 —t
2(t) = S5%2e! + 2%,

Por otra parte, la primera variable se calcula con la ecuacién
! —t
r=x+y+z=a0+(ca+c3)e "

La solucién de la ecuacién homogénea es z(t) = cie', y como solucién particular proponemos
zp(t) = Ae”*, que derivada, z,(t) = —Ae~" y sustituida en la ecuacién no homogénea nos propor-
ciona

—2Ae7" = (cy + c3)e,

de donde —2A = ¢5 + c3, y asf

Co + C3
5 .

Entonces la solucién de la ecuacién no homogénea es

A= -

Dado el sistema homogéneo

se pide

(a) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) ;Son estables los puntos criticos aislados? ;Son asintéticamente estables?

Solucién. (a) Calculamos en primer lugar los puntos criticos mediante el sistema

{y2—3y+2:0,
2—2)(y—1)=0.
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De la primera ecuacién tenemos que

3+xv9-8 3=£1
y: =

2 2

de donde obtenemos las soluciones 2 y 1. De la segunda ecuacién deducimos facilmente que x = 2
y y = 1 son soluciones. Juntando ambas soluciones tenemos que la recta y = 1 es de puntos
criticos y existe otro punto critico adicional (2, 2).

Las isoclinas son las rectas y = 2 y = 2. En la primera tenemos que 2’ =0 e ¢y = 2 — z, por
lo que el vector tangente es paralelo al eje y y apuntard hacia arriba si x < 2 y hacia abajo en
caso contrario. La segunda isoclina verifica que 4/ =0y 2’ = (y — 2)(y — 1), por lo que el vector
tangente serd paralelo al eje x y apuntard a la derecha si y € (—oo, —2) U (—1,00) y a la izquierda
en otro caso. Por otra parte, si y < 1 se verificaque 2’ >0ey/ >0siz>2ey <0six < 2.

Finalmente las integrales primeras vienen dadas por la ecuacion

de donde integrando

obtenemos

que es la familia de circunferencias concéntricas

(r—2)*+ (y — 2)? = 2c.
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Entonces podemos esbozar el diagrama de fases, teniendo en cuenta que dichas circunferencias
son disjuntas con la recta de puntos criticos si ¢ < 1/2, tangente si ¢ = 1/2 y secantes si ¢ > 1/2.

! T =2

(b) Vemos que las érbitas alrededor del punto critico aislado son periédicas y por tanto dicho
punto critico es estable, pero no asintéticamente estable.

Un cierto elemento radioactivo A se descompone en otro elemento radiactivo B con cons-
tante de proporcionalidad k; (recordar de la velocidad de la descomposicién es proporcio-
nal a la cantidad del elemento radiactivo). A su vez, B se descompone en otro elemento
C' con constante de proporcionalidad k. Si llamamos x(t) e y(t) a las cantidades de A
y B en el instante de tiempo ¢ y x(0) = 100 gramos, calcular y(¢). (El resultado debe
aparecer en funcién de kyy ks).

Solucién. Como sabemos por la ley de descomposicién radiactiva

2 (t) = kyx(t),

que nos da la solucién

y usando la condicién inicial
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por lo que
x(t) = 100e™,

Por otra parte
y/<t) = Ve + Vg,

donde v, es la velocidad de creacién del elemento B a partir del A, que viene dado por
Ve = —kyx(t)

v vq es la velocidad de descomposicién de B que es

Vg = ka(t)a

que dan lugar a la ecuacion

Y (t) = koy(t) — 100k e™

La solucién de la ecuacion homogénea es
th
yn(t) = Ce™,

y como solucién particular proponemos y,(t) = Ae', que se deriva y (t) = Ak;e'* y se sustituye
en la ecuacién no homogénea y simplificando

A(ka — ko)e™ = —100k; ™,

e igualando coeficientes
ki

ky — ki’

y asf la solucién general de la ecuacién no homogénea es

A =100

k1
t) = Ce'™ + 100 )
y(t) e + - kle

Usamos la condicién inicial

k1
p— p— 1
y(0) =0 = C + 100,

y entonces

kl tk tk
t) = 100-————(e™ — e*2).
(1) = 1007 (e = ™)



Capitulo 16

11-7-2003

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:
(a) (3 puntos) zy” — (z+ 1)y +y = 22 sabiendo que y;(z) = €” es una solucién particular
de la ecuacién homogénea.
(b) (2 puntos) ¥ = 1+ cos*(x — y). (Ayuda: Hacer el cambio z = x — y).
(c) (5 puntos)

x 1 -2 2 T —9¢
v = -2 1 2|y |+ o
2 2 2 1 z —18&t

2. Dado el sistema homogéneo
¥ =z—y,
y =2z+y,
se pide

(a) (9 puntos) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) (1 punto) Estudiar la estabilidad del punto critico del sistema.

3. (10 puntos) Hallar las curvas del plano que pasan por el punto (1,1) y que cumplen que
la distancia del origen de coordenadas con el punto de corte de la recta normal a la curva
en cada punto con el eje X es igual a la primera coordenada de dicho punto.

4. Dada la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por
f(x,y,2) = (ax + z,ay + z,x + y + az)
se pide:

(a) (1 punto) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) (4 puntos) Nicleo e imagen de f en funcién del pardmatro c.

(c) (3 puntos) Matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,1,0), (1,0,0), (1,1,1)}.

177
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(d) (2 puntos) Estudiar en funcién del pardmetro o cudndo es diagonalizable la matriz
obtenida en el apartado primero.

5. Sea Ry[z] el conjuto de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales.
Dados p(x),q(z) € Rq[z], se define

< p(e), glz) >= / 2p(z)g(z)dz.

1
Se pide:

(a) (2 puntos) Comprobar que se trata de un producto escalar.
(b) (4 puntos) Dada la base B = {1,1 + x,1 + = + 2%}, obtener a partir de ella un base
ortonormal de Ry|[x].

(c) (2 puntos) Calcular a para que el polinomio x? 4+ « sea normal.

(d) (2 puntos) Calcular 3 para que los polinomios 32?4+ 1y 1+ x + 2% sean ortogonales.

6. (10 puntos) Determinar una aplicacién lineal f : R® — R? que cumple las siguientes
condiciones: Ker(f) = {(z,y,2) e R®* : z +y+2 = 0, z = 2y}, £(0,1,1) = (3,0,0) y
(1,1,1) es un vector propio de f asociado al valor propio —3. Determinar ademas si la
matriz asociada a f respecto de la base canénica es o no diagonalizable, obteniendo en caso
afirmativo su forma diagonal y las matrices de cambio de base.
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Examen resuelto

Resolver
vy’ — (z+ 1)y +y =2’

sabiendo que y;(x) = e* es una solucién particular de la ecuacién homogénea.

Solucién. Proponemos otra solucién de la ecuacién homogénea de la forma y,(z) = k(x)e”,
que derivada dos veces
Yo(x) = K (z)e” + k(z)e”,
yo(z) = K" (2)e” + 2K (x)e” + k(z)e”,

y sustituyendo en la ecuacién homogénea y simplificando tenemos

k" () + (x — 1)K (x) = 0,

[ [

e integrando

obtenemos
log k' (z) = logz — x,
y ast
2. Ju==2x du = dz
k(z) = /:z:e du = { dv=e*dx | v=—e" }
= —xze T+ /exd:c =—(x+1)e ",
por lo que la segunda solucién yo(z) = —(z+1) y la solucién general de la ecuacién homogénea es

yn(z) = c1€” + co(x + 1).

Proponemos una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma y,(x) = ¢1(x)e® +
ca(x)(z + 1) y calculamos las incégnitas ¢1(x) y co(x) mediante el sistema

d(x)e” + cy(x) =z,
de donde
0 z+1 ‘
) | 2+
pu— p— p— 1
alz) e x+1 xer ez +),
e’ 1
y asi
e u=z+1 du = dx
a(r) = /6 (z+1)dz = { dv=e%dx | v=—e" }
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y similarmente

x €T xr
i) = == =1,

con lo que

y la solucion particular es
Yp(r) = —(z+2) —2(z+1) = —2* — 20— 2,
y la solucion general de la ecuacién no homogénea es

y(r) = cre” + oz +1) — 2 — 22 — 2.

Resolver
Y =1+ cos’*(z — y).

(Ayuda: Hacer el cambio z = = — y).

Solucién. Si hacemos el cambio sugerido tenemos que
2 =1—19y =cos’z,

de donde integrando

obtenemos
tan z(x) = z + ¢,

de donde
z(z) = arctan(z + ¢).

Deshaciendo el cambio
y(x) =z — arctan(z + c¢).

Resolver

Solucién. Sea
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y calculemos sus valores propios mediante la ecuacion

1—t -2 2
pt)=| -2 1-t 2 |=—+32+9-27=0,
2 21—t

y utilizando el método de Ruffini

1 -3 -9 27
3] 3 0 -2o1
T 0 9 0

por lo que 3 es solucién y obtenemos las otras dos de la ecuacién 2 —9 =0, con lo que t = 3, y
asf 3 es un valor propio de multiplicidad dos y —3. Calculamos ahora

1 N bot +ay  (ag + bo)t® + (—6ay + az + 3by)t + 9a; + 3ap
p(t) t+3  (t—3) —p(t)

con lo que construimos el sistema

a1+b220,
—6a1+a2—|—3b220,
9a1+3a2:—1,
que al resolverlo
1 01 0 1 0 1 0 1 01 0
-6 1 3 0 — 65, 01 9 0 — Rt 019 0 ,
9 30| —1 BB \0 3 —9| -1 04 0] —1

de donde ay = —1/4, by = 1/36 y a; = —1/36 con lo que a4(t) = —1/36 y as(t) = ¢/36 — 1/4. Por
otra parte

p(t) 2
t)y = ——=—(t—3
alt) = L& ——(t-3"
p(t)
t) = = —(t+3).
q2( ) (t — 3)2 ( + )
Entonces
1 .
_ Z.t’
e = e ay(A) - @(A) + e’az(A) - @(A) - Z(A —3I) a
i=0 :
e s a1 1
- %(A - 313) —€ %A - ZIS . (A + 313) . (Ig + (A — 313)t)
_3¢ 12 12 —12 —% % 1
— 2—6 12 12 —12 | —e¥| 1 2 —%
-12 —-12 12 —% _% -2
o3l 4 93t Bt _ o3t _ =3t 4 o3t
_ 1 e Bl _ Bt Bt {903t =3 | o3t
3 _e—3t + egt _e—gt + egt e—3t + 2e3t ’
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y asf la solucién de la ecuacién homogénea

zh(t) . o3 1963t @Bt _ 3t =Bt 4 o3t B
ut) | == e —ed eBpast _estipt || g
2n(t) —e 3t 3t et p Bt T3t L et Cs

Proponemos como soluciones particulares del sistema no homogéneo

(@p(t), yp(t), 2p(t)) = (At + B,Ct+ D, Et + F'),

cuya derivada es
(25,(2), 4p(1), (1)) = (A, C, E),

y sustituyendo en el sistema no homogéneo

A 1 -2 2 At + B —ot
cl=|-2 12| lct+D |+ o ],
E 2 2 1 Et+F —18¢

y simplificando e igulando coeficientes

[ A—2C +2E = -9,
—A+B—2D+2F =0,
—2A+C+2E =0,
—2B—-C+ D+2F =0,
2A+2C + E = —18,
2B+2D+ —-FE+ F =0,

\

y resolviendo el sistema por las ecuaciones primera, tercera y quinta

1 -2

21 -9 1 -2 2 -9 1 -2 2] =9
—2 1 2 0 — Fh+42F; 0 -3 6 —18 T F342F, 0 -3 6 —18 s
2 2 1| -18 B2\ o 6 -3] 0 0 0 9| —36
con loque F=—4, C = -2y A= -5y asf utilizando las ecuaciones segunda, cuarta y sexta
1 -2 2| =5 1 -2 2 -5 1 -2 2| =5
-2 1 2| -2 | —p+2r | 0O =3 6 —12 | =pqom, | 0 =3 6| =12 |,
2 2 1| —4 B2\ 0 6 -3| 6 0 0 9| —18
y F=-2, D=0y B=—1, con lo que la solucién general del sistema no homogéneo es
z(t) 1 e84 2e3t e g3t 73 4 ¥ a1 —5t—1
yt) | = 3 e 3t — 3t e 4 2e3t e et | | ey | + —2t ,
2(t) —e 3t p 3t et p Bt T3t L 9 3 —4t —2
y por tanto

x(t) = _‘31+%2—C3 €—3t + 261—§2+63 e3t — 5t — 17

y(t) — C1+632—63 3t 1 —atleates o3t ot,
Z(t) — _c1+¢:32—¢:3 e—St 4 01+c§+263 e3t — 4t — 9.
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Dado el sistema homogéneo
=1z -y,
y =2x+y,
se pide

(a) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) Estudiar la estabilidad del punto critico del sistema.

Solucién. (a) Es sencillo ver que (0, 0) es el unico punto critico del sistema. Las isoclinas son
las rectas x = y e y = —2x. En la primera se tiene que 2’ = 0 e ¥ = 2z, por lo que 3/ > 0 si
x>0ey <0six<0. En lasegunda isoclina se verifica que y = 0 y 2’ = 3z, por lo que 2’ > 0
sizx>0ex <0siz<0. Calculamos ahora los valores propios de la matriz del sistema con la
ecuacion

1=t -l ‘:t2—2t+320,

p(t>:‘ 21—t

con lo que

t

24 AI—12
=0 =1+iV2,

por lo que las soluciones del sistema serdn de la forma

donde M; y M, son dos matrices reales de orden dos. Tenemos entonces que las soluciones son
espirales que van aumentando en médulo debido al factor e'. Entonces tenemos el diagrama de
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fases

Ll y:T

Vol

| —

AN

LI

(b) Dado que los valores propios de la matriz del sistema tienen parte real positiva, se verifica
que el punto critico es inestable.

Hallar las curvas del plano que pasan por el punto (1,1) y que cumplen que la distancia
del origen de coordenadas con el punto de corte de la recta normal a la curva en cada
punto con el eje X es igual a la primera coordenada de dicho punto.

Solucién. Sea y = y(z) la curva y calculamos su recta tangente en cada punto (z,y),

Y —y=9'(X —2x),

y la recta normal
1
Y —y= —?(X—il’}).

El punto de corte de la recta normal con el eje X se consigue mediante la resolucion del sistema

Y—y:—i(X—{E),
Y =0,

de donde X = z + yy/, con lo que dicho punto de corte es (z + yy’,0). La distancia de este punto

al origen, y que debe ser igual a x, es
Vie+yy)? =u,
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de donde simplificando tenemos la ecuacién diferencial
yy' =0

con lo que ¢y = 0 y por tanto y(z) = ¢. Utilizando las condiciones iniciales y(1) = 1 = ¢, con lo

que
y(r) = 1.

Dada la aplicacion lineal f : R® — R3 definida por
f(x,y,2) = (ax + z,ay + 2,2 + y + az)
se pide:

a) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.

(a)

(b) Ntcleo e imagen de f en funcién del pardamatro a.

(¢) Matriz asociada a f respecto de la base B = {(1, 1,0), (1,0,0),(1,1,1)}.
)

(d) Estudiar en funcién del pardmetro o cudndo es diagonalizable la matriz obtenida
en el apartado primero.

Solucién. (a) Sea C la base canénica de R?. Entonces

a 0 1
0 o 1
1l 1 «

(b) Calculamos en primer lugar el niicleo que ha de satisfacer el sistema

Mece(f) =

a 0 1 T 0
0 a1 -ly |=1201],
1 1 « T 0
y al resolverlo
a 0 110 1 1 o] 0 1 1 o 0
0 o 1 0 — FixF3 0 o 1 0 — F3—aF) 0 (6] 1 0
1 1 a0 a 0 1[0 0 —a 1—a%2] 0
1 1 « 0
— R+ 0 « 1 0
00 2—a%2]0

Distinguimos entonces los siguientes casos:

e Sia ¢ {0,+v/2}, entonces el rango de la matriz Mec(f) es tres y por tanto z =y = z = 0
y Ker(f) = {(0,0,0)}.

e Sia =0, entonces z =0y z+y = 0y por tanto Ker(f) = {(z,y,2) e R® : x+y =0, 2z = 0}.
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e Si a = /2, se tiene que el sistema se reduce a z +y + 2v/2 =0y v2y + 2z = 0, y por tanto
Ker(f) = {(z,9,2) €R®:z+y+2v/2 =0, V2y + 2z = 0}.

e Finalmente, si & = —v/2, entonces el sistema se reduce a z +y — 2v/2 =0y 2y —2=0, y
por tanto Ker(f) = {(z,y,2) e R® 1z +y — 2v/2 =0, V2y — 2 = 0}.

Procedemos ahora a calcular la imagen. Distinguimos también los siguientes casos:
o Sia ¢ {0,412}, se verifica que
dim Im f = dim R* — dim Ker(f) = 3 — 0 = 3,
y consecuentemente Im f = R3.

e Si a =0, entonces (z,y,2) € Imf si y sélo si existe (o, 3,7) € R? solucién del sistema

0 01 « T
Oo0o1])-{B]=|vy],
1 10 ¥ T

y al calcular los rangos de las matrices del sistema

00 1] 2 0 00| z—y
001 Y TR-F 00 1 ) )
1 10| 2 110 z

tenemos que para que ambos rangos coincidan debe cumplirse que x = y, por lo que Imf =
{(z,y,2) eR® 1z =y}

e Si a = /2, entonces (x,y, z) € Imf si y sélo si existe (o, 3,7) € R? solucién del sistema

1 o x
0 V2 1 B l=1vy |,
1 1 V2 y x

y al calcular los rangos de las matrices del sistema

V2 0 1 |z 1 1
O \/§ ]- y - F1><F3 0 \/§
1 1 V21 =z V2 0

7 F3—V2F (
1
0
0

V2| 2z

Y
T

1

1

1 V2 z
V2 1 y
-2 - T —/2z
1 \/5 Z

V2

1
0 0 x+y—¢}

o O =

— FtFR

por lo que para que ambos rangos coincidan debe cumplirse que z +y — v/2z = 0, y esto
tltimo implica que Imf = {(x,y,2) € R®: 2 +y — /22 = 0}.
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e Si a = —+/2, entonces (z,y,2) € Imf si y sélo si existe (o, 3,7) € R? solucién del sistema
-2 0 1 @ x
_\/§ 1 : ﬁ = Yy y
1 1 =2 v T
y al calcular los rangos de las matrices del sistema
V2 0 1 |z 1 1 =2 2
0 —v2 1 |y | — mxm| 0 —V2 1 |y
1 1 V2| =z -2 0 1 |z
I 1 -2 z
7 B+V2F 0 \/i 1 Y
0 V2 -1 | 2++22
1 1 =2 z
— F3+F> 0 \/5 1 y 9
0 0 0 T+y+2z2

por lo que para que ambos rangos coincidan debe cumplirse que = + y + v/2z = 0, y esto
tiltimo implica que Imf = {(z,y,2) € R® : x +y + /22 = 0}.

(¢) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcc(f) - Meg(i),

donde
1 11
Mes()=[ 1 0 1
0 01
v Mpc(i) = [Meg(i)] 7!, y al calcular la inversa
1117100 1 1 1 1 00 1111 0 O
101010 - rr| 0 -10| -11TO0|—yprp|( 0101 -10
0011001 0 0 1 0 01 00110 0 1
1000 1 -1
— F—-F,—F3 010 1 -1 0 y
0010 0 1
tenemos que
0 1 -1
Mge(i)=| 1 -1 0
0 0 1
Asi
0 1 -1 a 0 1 1 11 a—2 —1 -1
Mps(fy=( 1 -1 0 0 a1 1 01 = 0 o 0
0 0 1 1 1 « 0 01 2 1 a+2
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(d) Como puede observarse, la matriz es simétrica por lo que serd diagonalizable para todo
valor del pardmetro a.

Sea Ra[z] el conjuto de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales.
Dados p(x), q(z) € Ry[z], se define

Se pide:
(a) Comprobar que se trata de un producto escalar.

(b) Dada la base B = {1,1+z, 1+ + 2%}, obtener a partir de ella un base ortonormal
de RQ [‘T]

(c) Calcular a para que el polinomio x2 + « sea normal.

(d) Calcular 3 para que los polinomios Sz + 1y 1 + z + x? sean ortogonales.

Solucién. (a) Se verifican las siguentes propiedades:

e Dados p(z),q(x),r(x) € Ry[z] y , f € R se tiene

(ap(@) + fale),r(z)) = / 2(ap(x) + Ba())r(x)de

— a/_l 2*p(z)r(z)dz + ﬁ/_l 2q(x)r(z)dz = o (p(z),r(x)) + B {q(x),r(x)),

por lo que es lineal respecto de la primera coordenada.

e Dados p(z), q(x) € Ra[z] se tiene
1 1
@) a(@) = [ apaaa)ds = [ saple)ds = (a(o).pla)).
~1 -1
por lo que es simétrica.
e Finalmente, dado p(z) € Ry[z] se tiene
1
w.p) = [ aplafido =0
-1
dado que z?p(x)? > 0 para todo z € [—1,1]. Ademss,
1
/ 2*p(z)2dz =0
-1

si y s6lo si z2p(z)? = 0 para todo x € [—1,1] al ser los polinomios funciones continuas en el
intervalo [—1,1]. Como x? # 0, debe verificarse que p(x) = 0 para todo = € [—1,1].
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(b) Obtenemos primero una base ortogonal O = {vy, vy, v3} donde vi =1y

1 1 (1+z)d
v2:1+x—%1:1+x fl . =z,
(1,1) f_lxdx
1 21 1 2
Vs = 1+m—|—x2—< + 2 + 27, )1_( —l—a:—i—x,m)m:
(1,1) (z,z)
11
= l+x+2? —E—x—mQ—E.

Obtenemos a continuacién una base ortonormal ' = {u;, uy, uz} donde

1
W = —vi = V3,

[val]
u ! v \/ém
2 = 2= 57,
hell 2
1 \/4830( ) 11)
U3z = r ——1.
|]v3|] 92 5
(c) Hemos de imponer que
1=("+a,2° + o) = (¢,2°) + 22 (¢*,1) + a* (1, 1) :2—%%@—1—2@2
Y Y ) Y 7 5 3 )
de donde
—75 4 84a + 700” = 0,
con lo que

—84 4 /7056 + 21000  —84 £24/7014  —42 + /7014
140 B 140 B 70 '
(d) Imponemos la condicién

o =

0={(B2*+1,14+z+2") =3z, 1+x+2)+ (1,1 + 2 +2?),

con lo que
(1,14 x + 2?) 14

ﬁ:_<I2,1+x+x2> 9

Determinar una aplicacién lineal f : R* — R3 que cumple las siguientes condiciones:
Ker(f) = {(z,y,2) e R® : z+y+2 =0, z = 2y}, £(0,1,1) = (3,0,0) y (1,1,1) es un
vector propio de f asociado al valor propio —3. Determinar ademads si la matriz asociada
a f respecto de la base canénica es o no diagonalizable, obteniendo en caso afirmativo su
forma diagonal y las matrices de cambio de base.

Solucién. Calculamos en primer lugar una base del micleo resolviendo el sistema que definen

Sus ecuaciones
11 110 . 11 1 0
1 =200 Brli\g -3 -1 0 )’
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de donde las ecuaciones paramétricas son

x =2\,
Y=, , A eR,
z = =3\,

y por tanto (z,y,z) = A(2,1,-3), A € R y consecuentemente una base del micleo es Bger(ry =

{(2,1,-3)}.
Sea B = {(2,1,-3),(0,1,1),(1,1,1)} y comprobemos que se trata de una base de R? calculando
el rango de la matriz

2 1 -3 11 1 1 1 1 11 1
O 1 ]_ _>F1><F3 0 1 ]_ _>F372F1 O 1 ]_ _>F3+F2 O 1 ]_ s
1 1 1 2 1 -3 0 -1 -5 0 0 —4

por lo que el rango es tres y los tres vectores son linealmente independientes y forman una base.
La aplicacion lineal que buscamos ha de satisfacer

£(2,1,-3) = (0,0,0
£(0,1,1) = (3,0,0
£(1,1,1) = (-3

),

),
Y 37 3)

por lo que si denotamos por C la base canénica de R? se verifica que

03 -3
Mes(f)=| 0 0 —3
00 -3

y la matriz respecto a la base candnica es

Mec(f) = Meg(f) - Mpe(i),

donde .
0 1Y\
Mpe(i) = [Mes()) ' = | 1 11 ;
-3 11
y obteniendo la inversa
2 01} 100 1 111010
1 1 11010 —  BxP 2 01} 100
-3 1 1] 001 -3 1 1] 001
1 1 1 0 1 0
— pop | 0 -2 =1 1 =2 0
Bshi\g 4 410 3 1
1 1 1 0 1 0
— myom | 0 =2 =1 1 =2 0
0 0 2 2 -1 1
111 0 1 0
ST R
%Fa 0 0 1 1 —3 3
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110} —1 % _%
- Fy—1F; 0 10 —1 Aél _%
Fi—F3 0 01 1 —% %
1 00 0 i —i
— - 01 0] -1 % —i ,
0 0 1 1 —% %
y asi
L =5 3
y
03 -3 0 1 -6 & _9
;T 1
Mec(f) = 00 -3 —1 T =7 = -3 2 -3
00 -3 1 —% % -3 % _%

2 9 t
ST ) ([
=3 5 3 z
3

Para ver si la matriz asociada en la base canénica es diagonalizable calculamos en primer lugar
sus valores propios mediante la ecuacion

g

—
~
SN—
I

[

w
[\ [V

= —t(t* + 6t +9) = 0,

| \V] [SLNN Ne)

-3

wlee | e[

[\ [S) |

que nos da 0 como solucién ademads de

,_ 6+ V3636 _
— - -

_3’

que serd doble. La matriz serd diagonalizable si dim Ker(Mcc(f) + 3I3) = 2. Calculamos dicho
subespacio propio mediante el sistema

T -3 % —% T 0
(Mcc(f) + 313) : Yy = -3 % —% Yy = 0 s
z -3 % % z 0
que al resolverlo
21 9 21 9 21 9
B RO R
=3 3 3| 0| —r-n —1 1 | V0] 7R —3 1| 0
Fs—F
-3 % % 0 s 0 —% % 0 0O 0 O 0
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de donde Ker(Mce(f) + 3I3) = {(x,9,2) € R3: 2 = y, 122 — 21y + 92 = 0}, cuyas ecuaciones
paramétricas son

SIS
I
> > >

A €eR,

por lo que (z,y,z) = A(1,1,1), A € R y por lo tanto una base es {(1,1,1)} y consecuentemente
dim Ker(Mec(f) 4 313) = 1, por lo que la matriz no es diagonalizable.



Capitulo 17

16—9-2003

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2.5 puntos) v’ — 2y +y = x* + €.
(b) (2.5 puntos) 222 +y + (z%y — z)y’ =0, y(1) = 1.
(¢) (5 puntos)

x’ 1 -4 -3 x 1
vy =13 4 -1 y |+10
Z' 1 4 5 z 0
2. Dado el sistema homogéneo
' =dx + 2y,
{ Y =2x+y,

se pide

(a) (8 puntos) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) (2 puntos) Estudiar la estabilidad de los puntos criticos del sistema.

3. (10 puntos) La absorcién (variacién de la concentracién) de una determinada droga por los
tejidos es proporcional a la concentracién de dicha sustancia en dicho tejido. La Thoephylina
es administrada para tratar el asma. Una concentracion en sangre por debajo de 5 miligramos
por litro apenas produce efectos beneficiosos al paciente, mientras que si la concentracién
supera los 20 miligramos por litro aparecen efectos secundarios nocivos. Se administra
al paciente una dosis inicial de 14 miligramos por litro, y una hora después se mide una
concentracién de 10 miligramos por litro. Determinar a qué hora se debe administrar una
segunda dosis para evitar que la accién de la medicacién sea ineficaz.

4. Dada la aplicacion lineal f : R? — R3 definida por
f(x,y,2) = (x +y+ 2,220+ 2y + 22,2y + 32)

se pide:
(a) (1 punto) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.

193
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(b) (2 puntos) Nucleo e imagen de f.
(c) (3 puntos) Matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,1,0), (1,0,0), (1,1,1)}.

(d) (4 puntos) Estudiar si la matriz obtenida en el apartado primero es diagonalizable y
obtener en caso afirmativo su forma diagonal.

5. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) (2 puntos)Sea Ry[z] el conjuto de polinomios de grado menor o igual que 2 con coefi-
cientes reales. Dados p(z), ¢(x) € R[], se define

< pla), qlz) >= / 24p(z)q(c)d.

1

Probar que se trata de un producto escalar.

(b) (3 puntos) Dada la base B = {1,z,2?}, obtener a partir de ella un base ortonormal
de Ry[z] (usando el producto escalar anterior).

(c) (2 puntos) Si A es una matriz cuadrada tal que |A*| = 0, demostrar que 0 es un valor
propio de dicha matriz.

(d) (3 puntos) Sean A\ y u dos valores propios de una matriz cuadrada. ;Es cierto que
A+ i es también un valor propio de A?

6. (10 puntos) Determinar una aplicacién lineal f : R* — R? que cumple las siguientes
condiciones: Ker(f) = {(z,y,2,t) e R* : 2 +y+2 =0, z = 2y}, £(0,1,1,0) = (3,0,1,1)
y (1,1,1,0) es un vector propio de f asociado al valor propio 2. Determinar ademds si la
matriz asociada a f respecto de la base canénica es o no diagonalizable.
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Examen resuelto

Resolver

y"—2y'+y=x2+6x.

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea mediante su ecuacién caracte-
ristica
P -20+1=0=(z—1)3

por lo que 1 es la tnica raiz y entonces la solucién de la ecuacién homogénea es
yn(z) = c1€” + coxe”.

Proponemos como solucién particular de la ecuaciéon no homogénea y,(z) = Az?+ Bz +C+ Dx?e”,
y derivando dos veces
yo(z) = 24z + B + (Da* + 2Dz)e",

yn(x) = 2A + (Da* + 4Dz + 2D)e",
y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando

2A — 2B+ C + (—4A+ B)x + Ax® + 2De” = 2° + €%,

e igualando coeficientes
24— 2B+ C =1,
—4A+ B =0,
A=1,
2D =1,

yD=1/2, A=1,B=4y C =7,y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

1
y(fl:) = Clem + 02.’136:[ + {f2 -+ 4 + 7 + 5332696,

{

Resolver

222 +y + (2%y — )y =0,
y(1) =1L

Solucién. Sean P(z,y) =222 +y y Q(z,y) = 2%y — x. Entonces

opr 0Q,

por lo que hemos de buscar un factor integrante p(z,y) mediante la ecuacién

B . n(e.9) + (o) o (o) = 52w g)a(e.) + Qo) gl (0,0)
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que sustituyendo los datos

)+ (20 4 4) 5 (0,0) = 20y = Do) + (2% = )3 2,9,

y suponiendo que u(z) y simplificando

—2(zy — Dp(r) = x(vy — 1)/ (z),

cuya solucién la calculamos integrando
/
2
/'u(x)dx: —/—dx,
() x

log pu(z) = —2log z,

que nos da
por lo que el factor integrante es p(z) = 1/2? y la ecuacién

1
2+%+(y——>y’:o
T x

es exacta. Existe por tanto f(x,y) tal que

of B Yy
ax<x7y) - 2+I27
Of (o L

Integrando respecto de x la primera condicién tenemos

flz,y) :/<2+%) d$:2x—%+g(y).

Derivando esta expresion respecto de y y sustituyendo en la segunda condcion

1 1
——+gW=y--,
T T

por lo que
2

9(y) = /ydy: %

y flz,y) =22 —¥ + % La solucién general de la ecuacién es

2
y .y
Y A —
T - + 5 c,
y utilizando las condiciones iniciales
1 3
=2—-14+=-==
c + 5= o
por lo que
2
y oy 3
20— =4+ == -.
SR
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Nota. Despejando la variable dependiente obtenemos las soluciones

Notar que no se satisface el Teorema de existencia y unicidad de soluciones de problemas de

condiciones iniciales.

Resolver

Solucién. Sea

1 -4 -3
A= 3 4 -1
1 4 5

y calculemos sus valores propios mediante la ecuacion

1—t -4 -3
pt)=| 3 4—t -1 |=-—
1 4 5—t

3+ 10t — 48t + 64 = 0,

que mediante el método de Ruffini
—1 10 —48 64
2 -2 16 —64
|-1 8 —-32 0

vemos que 2 es solucién y resolviendo la ecuacién t? — 8t 4 32 = 0,

+ v64 —12
:8 62 8:4j:8i.

t

Calculamos ahora
1 . aq as as
p()  T—2 i—4-8 i—itsi
(a1 + az + az)t* — (8ay + (6 — 8i)az + (6 + 8i)as)t + 32a; + (8 — 16i)ay + (8 + 16i)as

N —p(t)

e igualando coeficientes
ay +ag+az3 = O,
8a; + (6 — 8i)as + (6 + 8i)ag = 0,
32a; + (8 — 16¢)ay + (8 + 16i)az = —1,
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y resolvéndolo

1 1 1 0
8 6—8 648 0 —
32 8—160 8+ 16¢ | —1

con lo que
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1 1 1 0
Fy_8F) 0 —2-—-8 -2+ 87 0
Fs=32F1 \ 0 _924 —16; —24+16i | —1
1 1 1 0
p-2p | 0 —2-8 —2+8 ) 0
0 —20 -20 | -1
1 1 1 0
F2_2—10(2+8i)F3 0 0 162 % + 5 )
0 —20 —-20 -1

6
a _ L 1—1—{—}2' —i—l— !
2790 28 ) 40 160"
1
a); — 20
Por otro lado
t
@u(t) = —figz—(t2—8t+32),
@lt) = —QEL—:r{ﬂ—(G—&ﬁ+8—1&)
t—4—8i ’
Q) = —fﬁ——:—@%46+&ﬁ+8+mw
t—4—8i

Entonces

et = €ay(A) - qu(A) + e ay(A) - g2(A) + e ag(A) - gs(A)

e2t ) e(4+8i)t i )
= —(A? —8A +32I;) — 1+-)(A%2—(6—8)A —164)I
20( 8A + 32I5) 0 + 4> ( (6 —8i)A + (8 — 16)I5)
6(4781)75 i
S O—tO(A?—m+8mA+@+J&ﬂg
o2 10 0 10 s —10—11i —34i 10 — 23¢
= 5 —-10 0 —10 —jﬁé” —104+23i —20+12i —10—11¢
10 0 10 10 + 114 34i —10 + 23:
o —10 4 114 34i 10 + 23¢
-jﬁe&t —10—23i —20—12i —10+11¢
10 — 114 —345 —10 — 23¢
Q2 10 0 10
= 3 —-10 0 —10
10 0 10
At 10 cos(8t) — 11 sin(8t) —34 sin(8t) —10cos(8t) — 23 sin(8t)

10 cos(8t) + 23 sin(8¢)
—10cos(8t) + 11 sin(8t)

20 cos(8t) + 12sin(8t)

10 cos(8t) — 11 sin(8t)

34 sin(8t) 10 cos(8t) + 23 sin(8¢)
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1 10e? + et —34 sin(8¢) 10e? — e
= 3 —10e* 4+ e*'b 20 cos(8t) + 12sin(8¢) —10e* + e*a
10e* — e*ta 34 sin(8t) 10e* + e*'b
donde
a = 10 cos(8t) — 11 sin(8t)
y

b = 10 cos(8t) + 23 sin(8t)

y por lo tanto la solucién de la ecuacién homogénea es

xp(t) 1 10e? + e*a —34 sin(8t) 10e* — e*h 1
yn(t) | = 20 —10e* + e*'b 20 cos(8t) + 12sin(8t) —10e* +eta | - | e
2 (t) 10e* — etta 34 sin(8¢) 10e* + e*b C3

Proponemos una solucién particular del sistema no homogéneo (x,(t), y,(t), 2,(t)) = (A, B,C),
cuya derivada es (0,0,0) y sustituyendo en el sistema no homogeneo y simplificando tenemos el
sistema

1 —4 -3 A —1
3 4 -1 |- B]|=[ 0|,
1 4 5 C 0
que al resolverlo
1 -4 -3 -1 1 —4 -3 -1 1 -4 -3 —1
3 4 -1 0 |—msn| 016 8| 3 |=paem|[0 0 —8] 1 |,
1 4 5 0 Bl \op 8 8 1 B=Fi\ o 8 8§ 1

de donde C'= —1/8, B=1/4y A= —3/8, y por tanto la solucién general del sistema

x(t) 1 10e* + e*a —34 sin(8¢) 10e* — e*'h ¢ —3
y(t) | = % —10e* 4 e*b 20 cos(8t) + 12sin(8t) —10e* +e*a |- | o |+ | 1
2(t) 10e? — etta 34 sin(8t) 10e* + e*'b 3 —3

Dado el sistema homogéneo
x' = dx + 2y,
y =22+y,

se pide

(a) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) Estudiar la estabilidad de los puntos criticos del sistema.

Solucién. (a) Es facil ver que 2z + y = 0 es una recta de puntos criticos del sistema. Por
tanto no hay isoclinas. Vemos que en la region 2z + y > 0 se verifica que 2’ > 0 ey’ > 0. Lo
contrario ocurre en la regién 2z + y < 0. Finalmente las integrales primeras son

) 2x +y _ 1

4 442y 2
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por lo que integrando tenemos las rectas y = % + ¢, que cortardn a la recta de puntos criticos
en un punto, dividiendo cada integral primera en tres orbitas: dos semirrectas separadas por un
punto critico. Con esta informacién esbozamos el diagrama

| E——

(b) Vemos a partir del dibujo que las érbitas se alejan de la recta de puntos criticos, por lo
que éstos serdn inestables.

La absorcion (variacién de la concentracién) de una determinada droga por los tejidos es
proporcional a la concentracién de dicha sustancia en dicho tejido. La Thoephylina es ad-
ministrada para tratar el asma. Una concentracién en sangre por debajo de 5 miligramos
por litro apenas produce efectos beneficiosos al paciente, mientras que si la concentracién
supera los 20 miligramos por litro aparecen efectos secundarios nocivos. Se administra
al paciente una dosis inicial de 14 miligramos por litro, y una hora después se mide una
concentracién de 10 miligramos por litro. Determinar a qué hora se debe administrar una
segunda dosis para evitar que la accién de la medicacién sea ineficaz.

Solucién. Sea x(t) la concentracién de medicacién por unidad de tiempo. Entonces

o' (t) = kx(t),

con las condiciones iniciales (0) = 14 y (1) = 10. Entonces integrando la ecuacién diferencial

/ i((tt)) dt = / kdt,
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de donde
de la primera condcién inicial

y de la segunda
z(1) = 10 = 14e°,

con lo que

5
c:log?,

y la concentracién sigue la ley .
z(t) = 14e''8 7,

Dicha funcién es estrictamente decreciente al verificarse que 2'(t) < 0, por lo que calculamos el
tiempo to tal que z(ty) = 5, momento a partir del cual la accién del medicamento es ineficaz.
Resolviendo la ecuacion

5= ldefolos ?

obtenemos

por lo que la siguiente dosis ha de suministrase a las tres horas aproximadamente.

Dada la aplicacion lineal f : R? — R3 definida por
f(x,y,2) = (x +y+ 2,2z + 2y + 22,2y + 32)
se pide:
(a) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) Nucleo e imagen de f.

)
)

(c) Matriz asociada a f respecto de la base B = {(1, 1,0), (1,0,0),(1,1,1)}.
)

(d) Estudiar si la matriz obtenida en el apartado primero es diagonalizable y obtener
en caso afirmativo su forma diagonal.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R? tenemos que

1 11
Mee(f) = | 2 2 2
0 2 3
(b) El nicleo satisface el sistema
1 11 x 0
2 2 9 y |=(0o],
0 2 3 z 0
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que al resolverlo

11110 1110
2 2 2 0 —h-2F 0 0O 0 y
02 3|0 0 2 3|0
por lo que Ker(f) = {(z,9,2) e R®:x+y+2=0, 2y + 32 = 0}.
Por otra parte, un vector (x,y, z) € Imf si y sélo si existe (a, 3,7) € R3 solucién del sistema

1 11 o T
2 2 2 G l=1wuy
0 2 3 ¥ z

Calculamos los rangos de las matrices del sistema

111 x 1 11 T
2 2 2|y — 2R 000 y—2x |,
0 2 3| = 0 2 3 z

y para que ambas matrices tengan rango dos debe de cumplirse que y — 2x = 0, por lo que
Imf{(z,y,2) € R?:y — 2z = 0}.
(c) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mece(f) - Mes(i),

donde
111
Mes(i)=| 1 0 1 |,
0 01
vy Mpge(i) = [Meg(i)] 7, v al calcular la inversa
1111100 1 1 1 1 00 1 0 0] 0 1
1011010 - p-rn| 0 -10] -110|—=p-pmr|0 -10] —-11
001001 0 0 1 0 01 0 0 1 0 0
10070 1 -1
— (-1 Py 010 1 -1 0 y
0010 0 1
tenemos que
0 1 -1
Mpe(i)=| 1 -1 0
0 0 1
y por tanto
0 1 -1 1 11 111 2 2 1
Mps(f) =11 -1 0 |-[2 2 2 101 |=-2 -1 -3
0 0 1 02 3 0 01 2 0 5

(d) Calculamos los valores propios mediante la ecuacién

1—t 1 1
pt)=| 2 2—t 2 |=—t{t*—6t+5)=0,
0 2 3t
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por lo que 0 es valor propio y los otros dos se calculan

t_6¢d36—20_6i4
a 2 2

=342,

por lo que los otros valores propios son 5 y 1. Al ser los tres valores propios distintos se verifica
que la matriz es diagonalizable y su forma diagonal es

D:

O O O
O ot O
_ O O

Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) Sea Ro[z]| el conjuto de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes
reales. Dados p(z),q(x) € Ry[z], se define

< plz), qlz) >= / 4p(z)q(c)d.

Probar que se trata de un producto escalar.

(b) Dada la base B = {1, x, 2%}, obtener a partir de ella un base ortonormal de Ry[z]
(usando el producto escalar anterior).

Solucién. (a) Se verifican las siguentes propiedades:

e Dados p(z),q(x),r(x) € Ry[z] y a, f € R se tiene

(ap(z) + fa(a),r(2)) = / Hap(e) + Ba(a))r(z)dz

1
1 1
— o [ s+ s [ s = o o), (@) + 6 ala) ().
—1 -1
por lo que es lineal respecto de la primera coordenada.

e Dados p(z), q(x) € Rylx] se tiene

(p(z), q(z)) = / whp(a)q(x)de = / ri(@)p(a)dz = (g(z), p(z) |

1

por lo que es simétrica.

e Finalmente, dado p(z) € Rq[z] se tiene

(p.p) = /_ z*p(x)?dz > 0

1
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dado que z*p(x)? > 0 para todo x € [—1,1]. Ademss,

1
/ z*p(z)2dz =0

1

si y sélo si zp(z)? = 0 para todo = € [—1,1] al ser los polinomios funciones continuas en el
intervalo [—1,1]. Como z* # 0, debe verificarse que p(z) = 0 para todo = € [—1,1].

(b) Construimos en primer lugar una base ortogonal O = {vy,vs,v3} donde vi =1,y

21 2 -2 5 5 30 5 30 530
V3:x2—<<$1’1>>1_<<x 5"” 6>5>(x—6>:mQ———l——(x——):x?—i-—x——.
) x—gax—g

A continuacién obtenemos una base ortonormal N' = {u;, uz, uz} donde

1 V10

_—V] = —
vl 2

Il R
Tl T T 6)’

1 21 30 530
e = 1562 (a2 D - 22T
Us = TV T 256 v 0 (x T 497>

Si A es una matriz cuadrada tal que |A*| = 0, demostrar que 0 es un valor propio de
dicha matriz.

Solucién. Como |A*| = |A]* = 0, se tiene que |A| = 0. Entonces

)

u; =

Uz

p(0) = |A — OL,| = |A| =0,

por lo que 0 es raiz del polinomio caracteristico y por lo tanto valor propio de A.

Sean \ y u dos valores propios de una matriz cuadrada. jEs cierto que A + p es también
un valor propio de A?

Solucién. Falso, basta tomar una matriz diagonal, por ejemplo

10
(0 4)

que tiene por valores propios +1 y su suma que es cero no es valor propio ya que el determinante
de la matriz es distinto de cero.
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Determinar una aplicacién lineal f : R* — R* que cumple las siguientes condiciones:
Ker(f) = {(z,y,2,t) e R*: 2 +y+2 =0, 2 = 2y}, £(0,1,1,0) = (3,0,1,1) y (1,1,1,0) es
un vector propio de f asociado al valor propio 2. Determinar ademas si la matriz asociada
a f respecto de la base canénica es o no diagonalizable.

Solucién. Calculamos en primer lugar una base del nicleo mediante sus ecuaciones para-
métricas

T =2\,
y=A
z = —3\, ApeR,
t=p,

por lo que (z,y, z,t) = A(2,1,-3,0) 4+ 1£(0,0,0,1), A\, u € R, y por lo tanto una base del niicleo es
Bkerey = {(2,1,-3,0),(0,0,0,1)}. Tomamos B = {(2,1,-3,0),(0,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,0)} y
veamos que se trata de una base de R* comprobando que son linealmente independientes mediante
el calculo

21 -3 0 11 1 0 1 1 1 0
00 0 1 . 00 0 1| 0 0 0 1
01 1 0 AxBal g1 1 0 B2 g 1 1 0
11 1 0 21 -3 0 0 -1 —4 0
1 1 1 0 1 1 1 0
0 -1 —4 0 0 -1 —4 0

_>F4><F201 10_)F3+F2 00_307
0 0 0 1 0 0 0 1

de donde se ve que el rango de la matriz es cuatro y por lo tanto B es una base. Entonces la
aplicacién lineal que buscamos satisface

( 713_3 0) (0707()’0)’
£(0,0,0,1) = (0,0,0,0),
£(0,1,1,0) = (3,0,1,1),
£(1,1,1,0) = (2,2,2,0),
por lo que
00 3 2
000 2
Mes®) =190 12 |
0010

donde C denota la base canénica de R*. Buscamos

Mee(f) = Mes(f) - Mpe(i)

con 1
2 00 1Y\
B 1 011
Mpe(i) = [Mcp(i)] ™ = -3 011 ’
0 100
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y al calcular la inversa
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|

0110100
0011000

0010
0 0] 0O0O0T1

-3 011
1

~
OO —H
o O - O
o —H O O
— O O O
— - - O
S —H — O
o O O -
N
~_

=}

O O~ | @ | =«
=N mNO 5_41_2
S _ _ 1_405_41ﬂ2
[[a\] 1011
i
o O O H
O —HlN— OO O A
—\ O — O
o - O OO H O
o —H O O
— O O o —H O O
— O O O
o OO — O O O
N~
(
e
< e <
X [ I
al —
4 = <3

por lo que

Y
o —H O O

—|<f — | <f
| @ | 7

— N
It O ol _

—
00_1

~
I
E
=

o - O O

—|<t —i <t
_ o _ —

— |
=IO ol _
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Entonces

t

f(x,y,2,t) =

—_

[N SR N 2
OO OO
+ N8

=

= —1—11 +1 2 + +1 +3 +5 -
= x 4y 42, rT—y+zx 4y 4z, x 4y 42 .

Para ver si la matriz es diagonalizable calculamos sus valores propios mediante la ecuacién

11 1
_12_t 14 % 8 5 13
_ —1—1 _ 22 2 _
p(t) = 1 ! 5t g =1 (t+4t 2)—0,
5 1
—1 i 1t

de tonde 0 es valor propio de multiplicidad dos y los otros valores propios son

,_TiEYRE® 5

2 8 2./26’

que son distintas. Como dim Ker(A) = dim Ker(f) = 2, se tiene que la matriz es diagonalizable.
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Capitulo 18

14—2-2004

Enunciado

1. Dada la aplicacién lineal f : R3 — R3 definida por
f(x,y,2) =(x —y— 2,2y, —x —y +2)
se pide:
(a) (1 punto) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b)
(c) (3 puntos) Matriz asociada a f respecto de la base B = {(0,1,0), (1,0,0), (1, —1,1)}.
)

(d) (4 puntos) Estudiar si la matriz del apartado primero es diagonalizable y en caso
afirmativo hallar su forma diagonal junto con las matrices de cambio.

(2 puntos) Nucleo e imagen de f.

2. Sea R* dotado con el producto escalar usual. Sean

Wy ={(z,y,2,t) ER* 12+ y+2+t=0}

WQZ{(:E,y,Z,t) €R4:$—yzo, Z_tzo}
Se pide

(a) (5 puntos) Comprobar que W; y W, son subespacios vectoriales de R* y calcular
los subespacios W) N Wy y Wi + W;. ;Es la suma directa? Obtener ademas bases y
dimensiones de Wy, W, Wi N Wy v Wi + W

(b) (5 puntos) Obtener una base ortonornal de W; y hallar las coordenadas en dicha base
del vector (1,—1,1,—1).

3. (10 puntos) Determinar una aplicacién lineal f : R® — R3 que cumple las siguientes
condiciones: (1,1,1) es un vector propio asociado al valor propio —1, y para todo (z,y, z) €
W = {(z,y,2) € R® : x = —y} se cumple que f(x,y,2) = (y,0,z). Obtener la matriz
asociada a la base candnica de R3, determinar si es diagonalizable, y en caso afirmativo
obtener su forma diagonal.

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

209
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(a) (3 puntos) y’ — 6y + 5y =t + ¢, y(0) =0, y'(0) = 1.
(b) (2 puntos) (z* +y? + z) + zyy’ = 0. (Repetido 10-6—2003)

(c) (5 puntos) Resolver el sistema

¥ =2z +y+e*,
y =z +2y,

con las condiciones iniciales z(0) = y(0) = 1. ;Es estable el punto critico del sistema
homogéneo?

5. (10 puntos) Dado el sistema homogéneo

x’ =2y,
y =z+y,

estudiar su diagrama de fases. Estudiar la estabilidad del punto critico del sistema.
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Examen resuelto

Dada la aplicacién lineal f : R* — R3 definida por
fr,y,2) =(x —y— 2,2y, —x —y + 2)
se pide:
(a) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) Nucleo e imagen de f.
(c) Matriz asociada a f respecto de la base B = {(0, 1,0),(1,0,0),(1,—1,1)}.
)

(d) Estudiar si la matriz del apartado primero es diagonalizable y en caso afirmativo
hallar su forma diagonal junto con las matrices de cambio.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base cacnénica de R?, se tiene que

1 -1 -1
Mec(f)=[ 0 2 o0
~1 -1 1

(b) Los vectores del micleo satisfacen el sistema

1 -1 -1 x 0
0o 2 0 'y =101,
-1 -1 1 z 0
que al resolverlo
1 -1 —=1] 0 1 -1 =110
0 2 0 O | —=msm, | O 2 O 01,
-1 -1 1 0 0 1 0 0

nos da que y = 0 y = = z, por lo que Ker(f) = {(z,9,2) e R®: y =0, z = 2}.
Por otra parte, un vector (x,y, 2) € Imf si y sélo si existe (a, 3,7) € R? solucién del sistema

1 -1 -1 « T
0 2 0 A B8 l=1v ],
-1 -1 1 0% z

y al calcular los rangos de las matrices del sistema

1 -1 -1 =z 1 -1 -1 T 1 -1 -1 T
0 2 0 Y | 7R+R 0 2 0 Y — - 2F 0 0 O y—2x—2z |,
-1 -1 1 z 0O 1 0 z+x 0O 1 0 z+x

tenemos que para que ambos rangos sean dos debe verificarse que y — 2z — 2z = 0, por lo que
Imf = {(x,y,2) € R®:y — 22 — 22 = 0}.
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(¢) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcc(f) - Meg(i),

donde
01 1
Mes(i) = 1 0 -1
00 1
v Mpge(i) = [Meg(i)] 7, v al calcular la inversa
01 1 100 10 —-1] 010 1 00 01 1
10 =1]1010 | —mxm 01 1 1 0 0 | —r+m 01 0|10 -1
00 1 ]001 00 1,001 Bl \g0 1100 1
tenemos que
01 1
MBC(I):MCB(I): 1 0 —1
0 0 1
Entonces
01 1 1 -1 -1 01 1 1 -1 -1
Mpgs(f) = 1 0 -1 - 0O 2 0 -l 1 0 -1 | = 0o 2 0 = Mec(f).
00 1 -1 -1 1 00 1 -1 -1 1

(d) Calculamos en primer lugar los valores propios a partir de la ecuacién

1-t -1 —1
pt)=| 0 2—-t 0 |=—-t{t—-2)?=0,
-1 -1 1-t

por lo que los valores propios son 0 y 2, que tendra multiplicidad dos. Para ver si es diagonalizable
calculamos Ker(A — 2I3) mediante el sistema

x -1 -1 -1 x 0
(A=2I3)-| v | = 0O 0 0 1wy ]=101],
z -1 -1 -1 z 0

por lo que Ker(A —2I3) = {(z,y,2) € R®: x+y+2 = 0}, y por tanto las ecuaciones paramétricas
son

I’:—/\—,LL,
y=A A p€ER,
z =W,

por lo que (z,y,2z) = A(—1,1,0) + u(—1,0,1), A\, u € R, y asi una base del subespacio propio es
Bker(a-215) = {(—1,1,0),(—=1,0,1)}. Por tanto la dimensién de dicho espacio propio es dos y la
matriz es diagonalizable con forma diagonal

D:

O O N
O N O
o O O
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Para calcular las matrices de cambio de base, hemos de obtener ademds una base de Ker(A) =
Ker(f) = {(z,y,2) € R* : y = 0, x = 2}, cuyas ecuaciones paramétricas son

T =\,
y=0, MeR,
z =M,

y (#,y,2) = AM(1,0,1), A € R y una base es Bker(a) = {(1,0,1)}, y una base de vectores propios
que da lugar a la forma diagonal D es B ={(-1,1,0), (—1,0,1),(1,0,1)}. Entonces

Mcc(f) =P-D- P,

donde
-1 -1 1
P= 1 0 0],
0O 1 1
y calculando su inversa
-1 -1 1] 100 1 0 01010 1 0 0] 01
1 0 01010 — mpxn | -1 -1 11100 ) —=prn!| 0 -1 1|11
0 1 11001 0 1 1]001 0 1 1(00
1 0 0010 1 0 0 0 1
- | 0 -1 1110 )—>_yrn | 01 1| -1 -1
00 2111 B \0 0 1| 5 3
1 00 0 1 0
— mr | 010 _% _% %
001 3 1+ 3
tenemos que
0 1 0
Pro| b -h g
1 11
2 2 2
y
1 -1 -1 -1 -1 1 200 0 1 0
0 2 0 |=[1 00 020 -1 -1 3
-1 -1 1 0 1 1 000 5 3 3

ik O O o _
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Sea R* dotado con el producto escalar usual. Sean

Wi ={(z,y,2,t) ER*:z +y+ 2+t =0}

W2 :{(:E’yﬂzat) €R4:[E—yzo, Z_tzo}
Se pide
(a) Comprobar que Wy y W, son subespacios vectoriales de R* y calcular los subespacios

Wi N Wy vy Wy +Ws. jEs la suma directa? Obtener ademas bases y dimensiones
de Wl, WQ, Wl N W2 y Wl + WQ.

(b) Obtener una base ortonornal de W y hallar las coordenadas en dicha base del vector
(1,-1,1,-1).

Solucién. (a) Veamos que W, es subespacio vectorial. Para ello sean (z1,y1, 21, t1), (T2, Y2, 22, t2) €
Wiy a, € Ry calculemos

a(z1,y1, 21, t1) + B(z2, Y2, 22, t2) = (w1 + Sx2, 0ty + Py2, a2y + Bze, aty + [ia)

(o1 + Bxo) + (ayn + By2) + (az1 + B22) + (aty + Bia)
= ami+y+au+t)+0@e+y+22+1t)=0+0=0,

por lo que W es subespacio vectorial.
Comprobemos lo mismo para Ws. Sean (x1,y1, 21,t1), (T2, Y2, 20, t2) € Wh v , 5 € R y calcu-
lemos

a(zy,y1, 21, t1) + B(22, Y2, 22, t2) = (axy + [z2, atr + By2, az1 + Bz, aty + [ia)

(a1 + Brz) — (ay1 + By2) = a2 — 1) + B(z2 —42) =0+ 0 =0,
(21 + B22) — (aty + fBta) = az1 — t1) + B(za —12) =0+ 0 =0,

y asi W, también es subespacio vectorial.
Un vector (x,y,z,t) € Wy N W, siy sélo si satisface las ecuaciones de Wy y Wh, esto es
satisfaciendo el sistema
THy+2+t=0,
x—1y =0,
z—1t=0,

que al resolverlo

11 11 |0 11 1 1 |0
1 =100 |0)|—>ppm|[0 -—2-1-1]0],
00 1 -1]0 00 1 -—1]|0
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y por tanto Wy "Wy = {(z,y,2,t) eR* i x+y+2+t =0, z—y =0, 2—t = 0}. Las ecuaciones
paramétricas son

T ==\,
y=—A\
S AER,
t= )\
y entonces (z,y, z,t) = AM(—1—1,1,1), A € R y una base es Byy,nw, = {(—1,—1,1,1)} y dim W, N

W, = 1.

Por otra parte, las ecuaciones paramétricas de VW, son

T=—-A—u—v,

y=A
z =, )\,M,VER,
t=v,

por lo que un vector de W, satisface
(z,y,2,t) = —A(1,-1,0,0) — u(1,0,—1,0) — v(1,0,0, —1), A\, pu,v € R,

por lo que una base de W es By, = {(1,-1,0,0),(1,0,—1,0),(1,0,0,—1)}. Similarmente

T =\,
y=A
I A ER,
t=p,

son las ecuaciones paramétricas de W, y entonces todo vector de este subespacio es de la forma
(x,y,2,t) = A(1,1,0,0) + u(0,0,1,1), A\, u € R,
y asi una base es By, = {(1,1,0,0),(0,0,1,1)}. Entonces
dimW; + Ws) = dim W, + dim W, — dim(Wy NWs) =3 +2 —1 =14,

por lo que W; + W, = R?
(b) Partimos de la base By, = {(1,—1,0,0),(1,0,—1,0),(1,0,0,—1)} y construyamos en pri-

mer lugar una base ortogonal O = {vy, vs,v3} donde v; = (1,—1,0,0),

((1,0,-1,0),(1,-1,0,0))

(1,—1,0,0),(1,—1,0,0))

1 11
= (1,0,—1,0) — =(1, -1 =(=,2,-1
( ’07 70) 2( ) ’070) <2’27 70)7

vo = (1,0,—1,0) —

(1,-1,0,0)

((1,0,0,-1),(1,-1,0,0))

((1,-1,0,0), (1,—1,0,0))
((1,0,0,-1),(,4,-1,0)) /11

{(3:3-10),G.3,-1,0)) <55 5’_‘1’0)

1 1/11
:(Lua—n—gg—Lum—g(ﬂ—,Jﬁ):<

vy = (1,0,0,—1) —

(1,—1,0,0)
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Obtenemos ahora una base ortonormal N' = {u;, uy, uz} con

1 V2

u; = 77— V1= —(17 _17070)7
[[vl] 2
1 V6
=——vy=—(=,=,-1,0
u2 ||V2||V2 3 (2727 ) >7
1 V37111 .
u=—7——vsy=—\=,7,=,—1].
ST sl P 2 \37373
Tengamos en cuenta que
V2 V6 /11 V37111
1.—1,1,—-1) = a—(1, -1 By e | Ay (. |
(7 M M ) a2(7 707O)+63 (2727 70>+72 <373737 )7

de donde obtenemos el sistema

_aﬁ+ﬁﬁ+ ﬁ—_L

2 6 "6 —
’Y@Z—l,
donde
23 6
’y:_\/_aﬁ:_i Oé:\/i,

y las coordenadas son (\/5, —i Tf) )
N

Determinar una aplicacién lineal f : R* — R3 que cumple las siguientes condiciones:
(1,1,1) es un vector propio asociado al valor propio —1, y para todo (z,y,z) € W =
{(x,y,2) € R®: 2z = —y} se cumple que f(z,y,z) = (y,0, ). Obtener la matriz asociada
a la base canénica de R3, determinar si es diagonalizable, y en caso afirmativo obtener su
forma diagonal.

Solucién. Las ecuaciones paramétricas de YV son

T = -\,
y=AXA  ANpeER,
z =,
por lo que (z,y,2) = A(—1,1,0) + (0,0,1), A, u € R, y una base es Byy = {(—1,1,0),(0,0,1)} y
comprobamos que B = {(—1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} es una base de R? calculando el rango
-1 10 -1 10 -1 10
0 01 ) —mem| 0 01 =pen| 0 21],
1 11 0 21 0 01



217

por lo que el rango es tres y B es una base de R?® sobre la cual la aplicacién lineal actia de la
siguiente manera

f(-1,1,0) = (1,0,—1),
£(0,0,1) = (0,0,0),
f(-1,1,0) = (=1,—1,-1),

por lo que si C es la base canénica de R? se verifica que

1 0 —1
Mes(f) = 0 0 -1
-1 0 -1
Entonces
Mec(f) = Mes(f) - Mpe(i),
donde )
-1 0 1Y\
Mpe(i) = [Mes()] ' =| 1 0 1 ;
0 11
y haciendo los célculos
-1 01100 -1 01100 -1 01| 100
1 01010 — mrr | 0 0 211 1 0 | —=pxpm 0 111001
0 111001 0 1 1]001 0 02110
10 -1|-100 1o0oo0| -3 1
— up |01 1] 0 01)=pnr|010] -3 —3
-um\0 0 1 | 1 190 At \o o0 1] 1 4
con lo que
-1 1 9
: 1%
MBC(I)— -5 T3 1 s
1 1 9
2 2
y asi
1 0 -1 -3 10 -1 0 0
Mcc(f)=[ 0 0 -1 -5 —3 1 |=—-3 -3 0
-1 0 -1 : 30 0 -1 0
Entonces
z\\' -1 0 0 z\\'
f(ib‘,y,Z) = MCC(f) Yy - _% _% 0 Yy
z 0 -1 0 z

B 11
- Z, 21" an Y-

Para ver si la matriz Mcc(f) es diagonalizable calculamos los valores propios mediante la
ecuacion

—1-—t 0 0 1
p(t) = _% —%—t 0 [=—t(t+1) (t+§>=0,
0 -1 —t

S = O
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con lo que los tres valores propios son 0, —1 y —%, que al ser distintos implica que la matriz es
diagonalizable y que su forma diagonal es

00 0
D={0 -1 0
0 0 —3

Resolver

{

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea por medio de la ecuacién
caracteristica

t? —6t+5=0,
de donde
t:6j:\/?;6—20:3i2’

que nos da 5 y 1 como soluciones y la solucién general de la ecuacién homogénea es
5t t
yn(t) = c1€” + coe’.

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea y,(t) = At + B + Cte™, y derivando dos
veces

yn(t) = A+ (5Ct + C)e™,
yn(t) = (25Ct 4 10C)e™,
sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando

4Ce® +5At + 5B —6A =t + e,

e igulando coeficientes obtenemos el sistema

40 =1,
5A =1,
5B —6A =0,

de donde C' =1/4, A=1/5y B =6/25 y la solucién general de la ecuacién no homogénea es
1 6 1
£) — ¢ Bt ty 2y ZieBt
y(t) = c1e™ + cge +5 —|—25—|—4e

Usando las condiciones iniciales derivando previamente la solucién general

1 5 1
(1) — 5t t o, = S 2 ) et
y'(t) = 5cre e ot (i )en

obtenemos el sistema
y(0)=0=c;+c2 + 2,
y(0)=1=5c+e+3+7,
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y facilmente ¢; = 79/400 y ¢; = —7/16 y la solucién del problema de condiciones iniciales

79 7.1 6 1
= st L 2y D Lyt
vt =100¢ ~16° Tt Tl

Resolver
(> +y* + ) +zyy =0,

(Repetido 10-6—2003)

Solucién. Sean P(z,y) = 2>+ y> + 2 v Q(x,y) = zy. Entonces

2y = %—i(w,y) # g—g(:ﬁ,y) =,

por lo que la ecuacién no es exacta y hemos de buscar un factor integrante u(z,y) mediante la
ecuacion

oP ol

G (0 n(e.0) + Plog) o) = 52

(z, y)u(z, y) + Q(x, y)%(w, )

que nos da
0 0
2yu(z,y) + (#° +y° + w)a—g(ﬁc, y) = yu(z,y) + fvya—g(fv, y).

Suponiendo que p(x), la ecuacién anterior se simplifica a

() = ap'(x),
que integrando
/ ple), _ [dz
p(x) z’
con lo que obtenemos
plz) =

Entonces la ecuacién
2} e+t + 2Py =0
es exacta, por lo que existe f(z,y) tal que
0
8—£(m,y) = 2° 4+ yPr + 27

9
a—]yc(%y) = 27y

Utilizando la primera condicién
4 2,2 3

x xr
f(@,y) =/<x3+y2x+x2>dx= — ),

y derivando esta expresién respecto de y y sustituyendo en la segunda condicién

*y + ¢'(y) = 2%y,
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4 2,2

de donde ¢'(y) = 0 y por tanto g(y) es constante y asf la funcién buscada es f(z,y) = G +%5-+%
y la solucién general de la ecuacién diferencial es

w

3:4 y2x2 x3
Z‘l— 9 +§ = C.

Resolver el sistema
¥ =2z +y+ e,
y =z+2y,

con las condiciones iniciales z(0) = y(0) = 1. (Es estable el punto critico del sistema
homogéneo?

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

con

2 1
A= ( 2 ! ) .
Calculamos los valores propios de la matriz del sistema mediante la ecuacién

2—t 1
1 2t

_AxVIG-T2
—I=v oo

p(t) = =t*—4t+3=0,

de donde
=241,

por lo que los valores propios son 3 y 1. Calculamos ahora

1 . aq X as . (a1+a2>t—a1—3a2
pt) t=3 t-1 p(t) ’
e igualando coeficientes tenemos el sistema
a; +az =0,
—a; — 3&2 = 1,
de donde fécilmente obtenemos que a; = —as = 1/2. Por otra parte
p(t)
) = =L =¢t—1
p(t)
t) = —L—¢t-3
q2(t) 1
Entonces

e = e¥ay(A)- qi(A) + e'az(A) - g2(A)
3t t

€
= 7(A —I) - §(A —3Ly)
1 el -1 1
o2 \11) 21 -1

1/ &3t 4ot 3t _ et
- 2 e-?)t _ et e3t + et Y
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y la solucién general del sistema homogéneo es

zp(t) \ A (e 1/l tet e—e\ ([

un(t) ) o ) 2\ ¥ —el ettt e
Proponemos ahora como solucién particular del sistema no homogéneo z,(t) = Ae* y y,(t) = Be*,
calculamos sus derivadas x),(t) = 24e* y y, (t) = 2Be*, sustituimos en el sistema no homogéneo

2Ae* = 2Ae* + Be? + e,
2Be? = Ae? + 2Be*,

y simplificando e igualando doeficientes construimos el sistema
B=-1,
A=0,
que obviamente estd resuelto y nos proporciona la solucién general del sistema no homogéneo

w(t) N\ _ L[ e¥4e & —e\ [ a N 0
y(t> - 2 e3t _ et egt + et CQ _€2t Y

{ z(t) = Cl;CZ e3t 01502 et
_ citer 3t ca—co it 2t
y(t) = 952’ — A52e’ — e,

o equivalentemente

El punto critico del sistema homogéneo es inestable al ser los dos valores propios de la matriz
del sistema positivos.

Dado el sistema homogéneo

z’ =2y,
y =z+y,

estudiar su diagrama de fases. Estudiar la estabilidad del punto critico del sistema.

Solucién. Es sencillo ver que (0,0) es el unico punto critico del sistema. Las isoclinas son las
rectas y = 0 e y = —z. En la primera se tiene que ¥’ = 0ey = x, porloquey’ >0siz >0e
y < 0six<0. En la segunda isoclina se verifica que ' =0y 2’ = 2y, por lo que 2’ > 0siy > 0
e 2’ <0 siy < 0. Calculamos ahora los valores propios de la matriz del sistema con la ecuacién

p(t) = =t?—t-2=0,

-t 2
1 1-t¢

con lo que

. I1+v1+8 143
B 2 2
por lo que los valores propios son 2 y —1. Calculamos los subespacios propios

Ker(A —2I,) = {(z,y) e R? : 2 = ¢},

Ker(A + 1) = {(z,y) € R? : 2 + 2y = 0}.
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Tenemos entonces el diagrama de fases

T
i
L

r4y=0 Wk

L

L- -1

- d




Capitulo 19
3—6—2004

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (1 punto) 2zyie? + 2zy® + y + (2*y*e¥ — 2%y* — 32)y’ = 0.
(b) (1 punto) v +2y +y=x+e*, y(0) =4(0) =0.
(c) (2 puntos) 2’ =z +y; y =y +e; 2(0) = y(0) = 0.

2. (2.5 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo, indicando si el
punto critico es o no estable.
¥ =x—y,
{ y = —x.

3. (1 punto) Determinar una curva que pasa por el punto (1,1) y su recta tangente en cada
punto corta al eje Y en el punto 2zy?.

4. (2.5 puntos) Para fines de refrigeracién una casa consta de dos zonas: la zona de &tico A
y la zona B o habitacional. El drea habitacional es refrigerada por medio de una unidad de
aire acondicionado que disipa 12000 kilocalorias por hora. La capacidad calorifica de la zona
B es de 1/4 grado centigrado por cada 1000 kilocalorias. La constantes de transferencia de
calor son 2 horas entre la zona A y el exterior, 4 horas entre la zona B y el exterior y 4 horas
entre ambas zonas. Si la temperatura exterior permanece a 35 grados centigrados, ja qué
temperatura puede llegar a calentarse la zona del dtico?

dona A

-l

il
| ¥
VI
—

Zona B

223
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Nota: las constantes de transferencia de calor son las inversas de las constantes que aparecen
el la ley de enfriamiento de Newton.

. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

2
(a) (1 punto) % +2ye” + (y + %)y = 0.

(b) (1 punto) z%y" + 4xy’ + 2y = xlog x.
(c) (2 puntos) 2’ =y; ¥ = —z —y; 2(0) = y(0) = L.

. (2.5 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo, indicando si el

punto critico es o no estable.
I
r ==y,
y = —x.
(1 punto) Cuél es la unica ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes de orden
4 que tiene las siguientes funciones linealmente independientes

{1 (z) = €%, ya(x) = ¥ + ze®, y3(z) = x + € + ze”}.
Razonar la respuesta.

(2.5 puntos) Dos tanques de 60 litros de capacidad estdan conectados entre si y con el
exterior segiin muestra la siguiente figura:

Tangue A Tangue B

Del exterior fluye hacia el tanque A una disoluciéon de agua salada con una concentracién
de 3kg/l a una velocidad de 41/m. A la misma velocidad sale el agua hacia el exterior
por el tanque B. El liquido fluye del tanque A hacia el tanque B a 61/m y del tanque
B al tanque A a 2[/m. Las disoluciones en ambos tanques estdn permanentemente bien
agitadas. Inicialmente habia 10 kg de sal en el tanque A y no habia sal en el B. Determinar
las cantidades méximas de sal que puede haber en cada tanque.
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Resolver

2zyte? + 2zy° + y + (2yte¥ — 2%y* — 32)y’ = 0.

Solucién. Sean P(z,y) = 2zy*e? + 2zy° +y v Q(z,y) = 22ye? — 2%y* — 3z y calculamos

oP 3}
8xye? + 2xyte? + 6xy’ +1 = 8—y(x, y) # a—cj(ac, y) = 2zyte¥ — 2xy® — 3,

por lo que no es exacta y hemos de buscar un factor integrante p(z,y) mediante la ecuacion

B (5 a(e) + Pla) 3 (w.0) = G2 0)n(o.0) + Q) G ley)

que nos da
0
(8zye? + 2wyteY + 6xy® + )z, y) + (2zy*e? + 2xy® + y)a—g(m, )
op
= (2zy'e’ = 2wy” = 3)u(x,y) + (@’y'e’ — 2°y* = 32) 2 (x,y),

y simplificando

ox

0 0
(8zyPe? + 8zy + A)pu(,y) = (a2y'e? — 22y — 32) 22 (z,y) — (2ay'e? + 209 + y)a—;‘(x, Y),

y suponiendo que pu(y) y simplificando

e integrando

obtenemos que

1
p(y) = E

Asf la ecuacion

1 2
2xey+2§+—3—|—(xQey—%—3%>y’:0
vy oy Y Yy

es exacta y existe f(z,y) tal que
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Integrando respecto de x la primera condicién

1 2
flz,y) = / (Zmey +2l o —3> de = 2%e¥ + 2 ¢ % +9(y),
y oy Y Yy

y derivando respecto de y esta tltima expresion y sustituyendo en la segunda condicién

x? x x? x

2y / — 2y
e’ — = —3—=+4(y) =2 — = —3—,
vy vy
y entonces ¢'(y) = 0 y por tanto es constante. Por tanto f(z,y) = z%e¥ + ‘”—; + .5 ¥ la solucién
general viene dada por
0y, T
rel + —+ — =c
Y Y

Resolver

Y'+2 +y=x+e7",

{ y(0) = y/(0) = 0.

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea mediante la ecuacién caracte-
ristica
420 +1=0=(z+1)%

por lo que —1 es la tnica solucién doble y la solucién de la ecuaciéon homogénea es
—X —I
yn(x) = cre™" + core™ .

T

Proponemos unas solucién particular de la forma y,(z) = Az + B+ Cxz?e~*, y derivando dos veces

yo(z) = A+ (22C — Cz*)e ™™,

yn(x) = (2C — 42C + Cz*)e™®,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
20 +2A+ B+ Az =x+¢e 7,

obtenemos igualando coeficientes

20 =1,
2A+ B =0,
A=1,
de donde A =1, B= -2y C =1/2, y la solucién general de la ecuacién no homogénea

1
y(x) =cre " +ere "+ —2+ 5:62(””.

Utilizando las condiciones iniciales derivando previamente la solucién general

1
Yy (x)=(ca—c1)e™® —cpze ™™ +1— §x2eﬂ” +ze?,
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obtenemos el sistema

{9(0)20201—2,

y,(O):OZCQ—C1+1,

por lo que ¢; =2 y co = 1 y la solucién del problema de condiciones iniciales

1
y(r) =2e"+ze "+ —2+ §m26_’”.

Resolver

Solucién. Démonos cuenta que la segunda ecuacién sélo depende de y, por la que pode-
mos resolverla directamente. Para ello calculamos la solucién de la ecuacion homogénea y;, (t) =
czet.Como solucién particular de la ecuaciéon no homogénea proponemos y,(t) = Ae™?, que al
derivarla y,(t) = —Ae™", y sustituirla nos da

—2Ae P =€,
por lo que —2A =1y A = —1/2, y la solucién general de dicha ecuacién es
L

y(t) = coe’ — 56_ :
Resolvemos ahora la segunda ecuacién

¥ =1z 4 cpel — §e’t.

Es facil ver que z,(t) = cie’ es la solucién de la ecuaciéon homogénea. Proponemos z,(t) =
Atet + Be™! como solucién particular de la ecuacién no homogénea. Derivandola

2,(t) = (At + A)e' — Be™,
y sustituyéndola en la ecuacién no homogénea y simplificando

1
Ae! —2Be ! = et — €7,

2

e igulando coeficientes obtenemos el sistema

A:CQ,
—2B = —1,

por lo que A =cy y B =1/4, por lo que la solucién general es

1
z(t) = cre' + cote’ + Ze’t.
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Utilizamos las condiciones iniciales

de donde ¢; = —1/4 y ¢5 = 1/2 y la solucién del problema de condiciones iniciales

1T
y(t) = ze" — ze7 .

{ z(t) = —3€' + 1tet + 3¢,
t

1
2

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo, indicando si el punto critico

¥=x—y,

y = —x.

es o no estable. {

Solucién. Es sencillo ver que (0,0) es el unico punto critico del sistema. Las isoclinas son las
rectas y = x y x = 0. En la primera se tiene que 2’ =0ey = —z, porloquey >0siz <0e
y < 0siz > 0. En la segunda isoclina se verifica que Yy =0y 2’ = —y, por loque 2’ > 0siy < 0
e 2’ <0 siy> 0. Calculamos ahora los valores propios de la matriz del sistema con la ecuacién

p(t):' 1__1t :1 ’Zt2_t_1:07

con lo que

t_l:l:\/1+4_1i\/5
= . =

2 9

por lo que los valores propios son 1+2‘/5 y 1_2‘/5. Calculamos los subespacios propios

Ker (A— 1+2\/512> = {(x,y) eER*: 2+ 1+2\/5y:0} =7,

Ker <A— 1_\/312) = {(x,y) E]Rzzx—l—l_z\/gy:O} =ry.
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Tenemos entonces el diagrama de fases

Determinar una curva que pasa por el punto (1,1) y su recta tangente en cada punto
corta al eje Y en el punto 2zy?.

Solucién. La recta tangente en cada putno (x,y) de la curva es
Y —y=v¢(X — 1),
y al hallar el punto de corte con el eje Y mediante el sistema

Y_y:y,(X_‘T)a
X =0,

obtenemos Y = y — zy/, con lo que dicho punto de corte serd (0,y — zy’). Planteamos entonces la
ecuacion diferencial
y—zy = 2ay’,

que es una ecuacién de Bernoulli que con el cambio de variable dependiente z = 1/y se transforma

en la ecuacién lineal . .
Y z
Z/ = —_— — — 2 —_ - —

2.
¥z xy x
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Resolvemos primero la ecuacién homogénea

integrando

de donde log z(z) = locx + ¢, o equivalentemente

z2(x) = kx, k = €.

CAPITULO 19.

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea z(z) = k(x)z, que derivindola

Z(z) = K (2)z + k(z),

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y posteriormente simplificando

K (x)x = -2,

con lo que

2
z(x) = —/—dm = —2logx + ¢,
T

y la solucién general de la ecuacién no homogénea es
2(x) = cx — 2xlog x.

Deshaciendo el cambio tenemos que

(«) 1
r)=——7—4
4 cr —2xlogx’
y utilizando las condiciones iniciales
1
]_ p— ]_ p—
y(1) =
con lo que ¢ =1 y la curva pedida es
1
y(z) =

oz —2zlogx’

3-6-2004
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la qué temperatura puede llegar a calentarse la zona del dtico?

dona A

L&
1l

il
| ¥
VI
—

Zona B

aparecen el la ley de enfriamiento de Newton.

Para fines de refrigeraciéon una casa consta de dos zonas: la zona de dtico A y la zona
B o habitacional. El drea habitacional es refrigerada por medio de una unidad de aire
acondicionado que disipa 12000 kilocalorias por hora. La capacidad calorifica de la zona
B es de 1/4 grado centigrado por cada 1000 kilocalorias. La constantes de transferencia
de calor son 2 horas entre la zona A y el exterior, 4 horas entre la zona B y el exterior y 4
horas entre ambas zonas. Si la temperatura exterior permanece a 35 grados centigrados,

Nota: las constantes de transferencia de calor son las inversas de las constantes que

Solucién. Llamemos x(t) e y(t) a las temperaturas de la zonas A y B, respectivamente. De

la ley de enfriamiento de Newton tenemos que

(1) = 535 — 2(0)) + 1 (0(0) — 2(0).

, 1 1 1
(1) = 535 — y(0) + 3a(0) — y(t) — {12,
de donde construimos el sistema

{f:‘%”&y+%,
Yy =1r—iy+ 2.

La matriz del sistema homogéneo es

-3 _¢ 1 5 5
ty=| * 4 =P+ -t+-—=0
p(t) ‘ T L +tt =0
de donde
2
_hEVE-T VR s v
N 2 N 2 87 8
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por lo que los valores propios son negativos y entonces para todo (ci,cy) € R? se verifica que

. tA_ Cl o 0
tlir{oloe (Cg)_<0>

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea z,(t) = A e y,(t) = B, cuyas
derivadas son nulas y entonces sustituyendo en le sistema no homogéneo

que al resolverlo obtenemos A = 163/5 y B = 139/5, por lo que

. ZL’(t) T ‘ c1 163 B 163
() () (5))- ()
163

y por tanto la temperatura q la que tendera el dtico es == ~ 32.6 grados centigrados.

Resolver

2

% +2ye® + (y + %)y = 0.

2
Solucién. Sean P(z,y) = % +2ye® y Q(z,y) = y + € y entonces
P
y+2e” = g—y(x,y) # %(fv,y) =€,

por lo que la ecuacién no es exacta y buscamos un factor integrante p(z,y) mediante la ecuacién

88—];(% y)u(r,y) + P(r, y)g—g(x, y) = g—g(w, y)pu(z,y) + Q(, y)%(w, )

que nos da
2 0 0
2o + (B + 206" ) Sa0) = o) + o+ )G o)
y suponiendo que p(z) y simplificando obtenemos
p(x) = (),
de donde fécilmente obtenemos que p(z) = €* y la ecuacién

2

%ex + 2y€2w + (yeac + e?m)yl =0
es exacta por lo que existird f(z,y) tal que
9 2
vy = Lemvaye,

2
——(z,y) = ye+e*.
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Integrando respecto de x la primera condicién tenemos

92 ?J2 2
flx,y) = / (36’” + 2y62””) dr = Z-¢® +ye™ +g(y).

Derivando esta expresion respecto de y y sustituyendo en la sgunda condicién tenemos

yew +62x — yew +62x +g'(y),

2
por lo que ¢'(y) = 0 y por tanto constante y f(z,y) = %ew + ye?*. Las soluciones de la ecuacién
son por tanto
2
58‘” +ye*® = c.

Resolver

2%y + day' + 2y = zlog x.

Solucién. Se trata de una ecuacién de Cauchy—Euler que con el cambio z = e! y denotando
por ¥ la derivada de y respecto de la variable ¢ se verifica

g Lyl e

Y de ~ x ’

d dt
n__ = i Jhn— —2t 2t
y—dt(ye >d:1: Ye ye

y entonces la ecuacion se reescribe como
Y +3 Y +2y = te.
Resolvemos primero la ecuacion homogénea mediante la ecuacién caracteristica
2 +3t+2=0,

de donde

=3+ v9-8 —-3+1
B 2 2
con lo que las raices son —1 y —2 y la solucién general de la ecuacién homogénea es

t
yn(t) = cre™" + cpe 2.

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(t) = (At+ B)e', y derivando
dos veces

Jt) = (At+A+ D),
y'(t) = (At+2A+ B)e,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando

(6At +5A + 6B)e" = te',
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e igulando coeficientes tenemos el sistema
6A=1,
5A+6B =0,
que nos da A =1/6 y B = —5/36 y las soluciones de la ecuacién no homogénea son

1 5)
y(t) = cre™" + coe”H + (Et - %) e.

Deshaciendo el cambio obtenemos

(:r)—cl—l—ci—irx 1lo :c—3
A=Ay T T 6% T 36 )

Resolver

donde

0 1
A=(0)
cuyos valores propios se calculan con la ecuacién

—t 1

— 42 .
p(t)—‘ 1 1y ‘—t +t+1=0,
de donde
B oV S RV
- = =
2 2 2
Calculamos
1 a, s (a1 + a)t + ay (% n Z@) +ay (é _ Z@)
= + - |
L A N o)

e igualando coeficientes obtenemos el sistema

a; +ag =0,
a (%4—@'?)—{—@ (%—273> =1,
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V3

y obtenemos a; = g y az = —¥2. Por otro lado
p(t) 143
a(t) = 1—-\/§:t+_+2_’
t+§—27 2 2
p(t 1 V3
() = —1<).\/§:t—|———z—.
t+ g+ i 2 2

Entonces

i 43
i _a 3 VB[ etT e
_t/2\/§ - t_;_; = t <e 2 e ) e’t§ — e*zté
- : itﬁ 7itﬁ
37 . (6“4 . e—it@) _eitsége,it;@ n i\/§<e 2 ;e ) )
_ e‘tm@ sin (t@) + /3 cos (t@) 2sin (t@)
3 2 sin <t§> — sin (tﬁg) + /3 cos (tﬁg) )

por lo que la solucién general del sistema es
( z(t) ) /2 \/3 sin (t@) + /3 cos (t@) 2 sin <t§> ( cl )
y(t) 3 2sin <t§) —sin (t@) + /3 cos (t@)
Utilizando las condiciones iniciales
x(O)_l_lO_cl_cl
Yy (0) o 1 o 01 Co B Co ’
por lo que ¢; = ¢ = 1 y la solucién del problema de condiciones iniciales es

z(t) = e t/? (/3sin (t@) + cos <t§>> ,
y(t) = e7t/? % sin <t§> + cos <t§>) .

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo, indicando si el punto critico
es o no estable.

r = -Y
Yy = —ux.

Solucién. Es sencillo ver que (0,0) es el tinico punto critico del sistema. Las isoclinas son las
rectas y = 0y = 0. En la primera se tiene que x’ = 0ey = —x, porloquey >0siz <0e
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y < 0siz > 0. En la segunda isoclina se verifica que Yy =0y 2’ = —y, por loque 2’ > 0siy <0
e 2’ < 0siy>0. Calculamos ahora las integrales primeras mediante la ecuacién

cuya solucién se obtiene integrando

/ y(2)y (z)dz = / vdz,

y2—$2:C,

de donde

que es una familia de hipérbolas que cuando ¢ = 0 son las rectas y = z e y = —x, y las demds son
curvas asintoticas a estas rectas. Tenemos entonces el diagrama de fases

=1

oY= —
AN >

I
e \ |
L

0

e
4]

Cudl es la tnica ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes de orden 4 que
tiene las siguientes funciones linealmente independientes

{y1(x) = €*, ya(x) = €* + ze®, y3(x) = x + €* + xe”}.

Razonar la respuesta.

Solucién. De las soluciones tenemos que la ecuacién caracteristica de la ecuacién debe tener
por soluciones 1 y 0, ambas de multiplicidad dos, pues en otro caso xe® y x no podrian ser



soluciones. Entonces la ecuacién caracteristica es

v*(z — 1) =0,

y la ecuacién diferencial es por tanto

y4) _ 2y3) + y// —0.
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Dos tanques de 60 litros de capacidad estdn conectados entre si y con el exterior segin
muestra la siguiente figura:

Tangue A

Tangue B

Del exterior fluye hacia el tanque A una disolucién de agua salada con una concentracién
de 3kg/l a una velocidad de 41/m. A la misma velocidad sale el agua hacia el exterior
por el tanque B. El liquido fluye del tanque A hacia el tanque B a 61/m y del tanque
B al tanque A a 2[/m. Las disoluciones en ambos tanques estén permanentemente bien
agitadas. Inicialmente habfa 10 kg de sal en el tanque A y no habia sal en el B. Determinar
las cantidades méximas de sal que puede haber en cada tanque.

Solucién. Sean x(t) e y(t) las cantidades de sal en el tanque A y B, respectivamente. Como

sabemos

' (t) = ve — v,

donde la velocidad de entrada de la sal en el tanque es

y la velocidad de salida es

por lo que obtenemos la ecuacion

Similarmente

y(t)
e =3-4+222
v + 60
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donde
x(t)
e — 60 9
y
y(t)
S 60 )
por lo que obtenemos la ecuacion
_z() _yl)

/ —
v ==~ 1o

Combinando ambas ecuaciones tenemos el sistema
' T 12
(v)=2(0)+(v)
1 1
.A. - ( _lm %1 ) .
0 10

Calculamos los valores propios de la matriz mediante la ecuacién

donde

(t) = SECTRL N N PVEIE VI )
Po=1 L L 4| =" 5 T 0

de donde
iy /L _ 2
5 %5 1 V3
2 107 30°
por lo que ambos valores propios son negativos y por tanto para todo (ci,c;) € R? se tiene que

. tA' Cl o 0
me (2)-(3)

Por otro lado, proponemos como solucién particular del sistema no homogéneo z,(t) = A e
yp(t) = B, cuyas derivadas son cero, y sustituyendo en el sistema y simplificando tenemos el
sistema A_B_ 1y
10~ 30 )
{ A—B=0,

y facilmente obtenemos A = B = 180. Entonces

i (5 ) =i (- (2) + (%)) = (s )

por lo que las cantidades méximas de sal en cada tanque pueden ser de 180 kilos, ya que ambas
funciones son estrictamente decrecientes y éste es el valor maximo que pueden alcanzar (nétese
que e~ es una funcién decreciente).



Capitulo 20

25—6—2004

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2.5 puntos) z%y" + 2zy’ + 6y = 0.

1
(b) (2.5 puntos) " —y' =

1
(¢) (5 puntos)

y =2y —2t—1,

+
{Qxny 6t —t + 3,
(0) =2, y(0) = 3.

2. Dado el sistema homogéneo
o
y =2’

(a) (8 puntos) Obtener el diagrama de fases del mismo.

se pide

(b) (2 puntos) Estudiar la estabilidad de los puntos criticos del sistema.

3. Contestar a las siguientes cuestiones de forma razonada:

(a) (5 puntos) Hallar una curva que tenga la propiedad de que la longitud del trozo de
perpendicular trazada desde el origen de coordenadas a la tangente sea igual a la abscisa

del punto de corte de ambas rectas.

(b) (5 puntos) Dada una ecuacién de la forma P(z,y)+Q(z,y)y’ = 0, escribir la condicién
para que tenga un factor integrante de la forma p(x+y?). Aplicar el resultado obtenido

para resolver la ecuacién
3y* — x4+ (2 — 6xy)y = 0.
4. Dada la aplicacion lineal f : R? — R3 definida por
flr,y,2)=(x—y—2z,—x+ 2y + 2z, —x + 2y + 22)

se pide:

239
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obtener en caso afirmativo su forma diagonal.
5. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) (5 puntos) Discutir, segiin los valores de x el nimero de vectores linealmente inde-
pendientes del sistema de vectores {(z,1,1),(1,2,1),(1,1,z)}. Calcular el subespacio
vectorial generado en cada caso.

(b) (3 puntos) Un vector u €C? tiene respecto a la base B = {(i,1,1),(1,4,1), (1, 1,1)
las coordenadas (i,4,7). Hallar sus coordenadas respecto a la base canénica C =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

(c) (2 puntos) Si A es una matriz cuadrada tal que A? = 0, demostrar que (A +1,)"' =
I,—A.

6. (10 puntos) Determinar una aplicacién lineal f : R*> — R3? que cumple las siguientes
condiciones: Ker(f) = {(z,y) e R* : 2 +y =0} y £(0,1) = (3,0,1). Determinar ademss si
la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas es o no diagonalizable.



241

Examen resuelto

Resolver

z2y" + 2zy + 6y = 0.

Solucién. Se trata de una ecuacién de Cauchy—Euler que con el cambio z = ! y denotando
por ¥ la derivada de y respecto de la variable t se verifica

v =y =y — =y e !,
y' = %(fy et)j—i =ye H—ye ™,
y entonces la ecuacién se reescribe como
Y+Y+6y=0,
que mediante la ecuacién caracteristica
2 +t4+6=0,

obtenemos

—-14++/1-24 1:l:.\/23
= = ——+i—.
2 2

t
2

La solucion de la ecuacién es por tanto

2 2
y(t) = cre”'/? cos <§t> + cpe 2 sin (Qt) .

Deshaciendo el cambio tenemos que

(:r)—cicos @lo x +cisin @lo x

Resolver

Solucién. Resolvemos esta ecuacién primero calculando 3, resolviendo primero la ecuacién
homogénea y” — ¢y = 0, que tiene como solucién y'(x) = ke*. Proponemos una solucién de la
ecuacién no homogénea de la forma y(z) = k(z)e”, que drivdndola una vez

Y (z) = K(x)e” + k(z)e”,
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y sustituyendo y simplificando en la ecuacién no homogénea nos queda

1
kl :E:
(z)e et +1’
y por tanto
1 t=¢e" 1
M”"/@H%MM_{ﬁ=ﬁﬂ}_/ﬁWHﬂt
= @—/@4— i_—£—10t+10(t+1)+0
/e t t+1 ¢t % 8
= —e *—x+log(e®+1)+c,
con lo que

y'(x) = =1 —ze® + e"log(e” + 1) + ce®,
e integrando
y(x) = /(—1 —ze” + e"log(e” + 1) + ce®)dx

y teniendo en cuenta que

e,  Ju=z
/xe dx—{ dv = e*dx

. . - t=e"+1 | _ | u=logt
/e log(e® + 1)dz = {dt:exdx}_/logtdt_{dv:dt

= tlogt—/dt:tlogt—t:(1+e””)(10g(1+e””)—1),

d“:gx }:xex—/exdx:(m—l)ex,

vV=e¢e

T
v=t

du = Ldt }

y(x) = -+ (1 —x)e” 4+ (1 + e*)(log(1 + €*) — 1) 4 ce”.

Resolver

21" = 6z —y — 6t —t + 3,
y =2y —2t—1,

Solucion. Reescribimos el sistema en forma matricial

'\ x —3t2—L 43
(y>_A<y)+( —2t-1 )

donde

Calculamos los valores propios de la matriz mediante la ecuacién

p(t)Z‘ 3ot

) 2_2t‘=(3—t>(2—t)=0,
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con lo que los valores propios son 3 y 2. Calculamos ahora

I N ay (a1 +ap)t —2a; — 3ay
pf) -3 t-2 o) |
e igualando coeficientes
a1+ as = 0,
—2(11 - 3&2 = ].,
de donde a; =1 y as = —1. Por otra parte
p(t)
) = 2L =t—2
q1< ) t—3 ;
p(t
Ch(t) = T)2:t—3

Entonces

e = ai(A)- q(A) + e¥ax(A) - ¢2(A)
egt(A —2I,) — ezt(A —3L)

() (b )
B < €3t %(th . e3t) )
- 0 e2t .

La solucién del sistema homogéneo es por tanto

z(t) wa [ a e3t L(e? — e3) 1
=€ - = 2t ’ .
y(t) C2 0 e o
Proponemos como solucién particular z,(t) = At> + Bt + C e y,(t) = Dt* + Et + F, y derivando
x,(t) = 2At + B e y,(t) = 2Dt + E, y sustituyendo y simplificando en el sistema no homogéneo

tenemos

D=

4At + 2B = 6At> + 6Bt +6C — Dt*> — Et — F — 6> — t + 3,
2Dt + E =2Dt? + 2Bt + 2F — 2t — 1,

de donde igualando coeficientes

( 6A— D = —6,
—4A+6B—-F =1,
2B -6C + F =3,

2D =0,
9D — 2F = —2,
E—2F = —1,

\
y obtenemos D =0, E =1, F =1, A= -1, B=—1/3y C = —4/27, y la solucién general del
sistema no homogéneo es

(30 )= (0 ") (2) ()

Utilizamos la condicién inicial

G )=(5)=(2)+ ()
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para obtener ¢; = 58/27 y ¢3 = 2. Entonces la solucién del problema de condiciones iniciales es

() =5 =) (5) ()

y asi

__31.3 2 2 1 4
x(t) = 57e + 2% —t* — 2t — &,
y(t) = 2e* +t + 1.

Dado el sistema auténomo
a' = 2%y,
/I .3
y =T )
se pide

(a) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) Estudiar la estabilidad de los puntos criticos del sistema.

Solucién. (a) Es sencillo ver que la recta z = 0 es de puntos criticos y contiene de hecho a
todos ellos. La tinica isoclina es la recta y = 0, en la cual se tiene que 2’ = 0 e ¢/ = 22, por lo que
y >0sixz>0ey <0six<0. El vector tangente verifica lo siguiente: en el primer cuadrante
' >0ey >0,enelsegundo 2’ > 0ey <0, eneltercerozr’ <0ey <0, yeneldltimoz’ <0e
y > 0.

Calculamos ahora las integrales primeras mediante la ecuacién

cuya solucién se obtiene integrando

/y(x)y'(x)dx = /xdx,

de donde
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que es una familia de hipérbolas que cuando ¢ = 0 son las rectas y = z e y = —x, y las demds son
curvas asintoticas a estas rectas. Tenemos entonces el diagrama de fases

(b) Vemos en el diagrama que a los puntos criticos de la recta x = 0 llega un 6rbita, pero se
aleja otra que sale arbitrariamente cerca del punto en cuestion, por lo que los puntos criticos son
inestables.

Hallar una curva que tenga la propiedad de que la longitud del trozo de perpendicular
trazada desde el origen de coordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto de
corte de ambas rectas.

Solucién. La recta tangente en cada punto (z,y) de la curva es
Y —y=9(X —1x),
y la tangente a ésta que pasa por el origen de coordenadas es

1
Y

Calculamos el punto de corte de ambas rectas mediante el sistema

Y—y:y/(X—.T),
Y = -1X,
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de donde
(¥)?+1)Y =y —zy,
y ast
_y—zy
1+ (y)?
y /
y—Ty
X =—y—-—.
SR
Entonces, por la condicién del problema
VX24+Y2=X,
de donde simplificando
L+ (y)* =2y,

con lo que

,::l:1:|:\/1—4::|:1:|:i\/§

y 2 2

y no existe solucién al problema.

CAPITULO 20.

25-6-2004

Dada una ecuacién de la forma P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0, escribir la condicién para que
tenga un factor integrante de la forma pu(z + y?). Aplicar el resultado obtenido para
resolver la ecuacién

3y* — x + (2 — 6xy)y = 0.

Solucién. Escribimos la ecuacién de factor integrante

oP A e,

G (e ) + Pl 3 (w.0) = G v)n(o.0) + Q) (e

y utilizando que p(x + y?), se tiene

OP , 0 ,
_ay (z,y)plz + y°) + 2yP(z,y)p (z + y*) = _ag (z,y)u(z + v°) + Q(z, y) ' (z + y*),
de donde

2P(.9) = Qe )i (o +17) = S dule +4) — G (. ula + 7).

Particularizando en nuestro problema y simplificando

oP

Ay(y* + 2)p (z + y*) = —12yp(z + y?),

y haciendo ¢t = z + y? tenemos
tp'(t) = —3u(t),

w o, [d
/u(t)dt_ )T

e integrando
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de donde )
log u(t) = —3logt = log e

oy 1

Entonces la ecuacién
3y —x 2P —6xy ,
(z+y?)?  (z+y?)?

es exacta y existe f(z,y) tal que

of 3> —

i P
of B 21° — 62y
o' " =

Utilizando la primera condicién tenemos que

o= [ (255 = [ (G o) o= s G o0

y derivando esta tltima expresién y sustituyendo en la segunda condiciéon tenemos que

2y° —6zy  2y° — by
(+y2)?  (z+y2)?

+9'(y),

2
L s por lo

de donde ¢'(y) = 0 y por tanto g(y) es constante y la funcion es f(x,y) = vl (wiLyQ)

que la solucién de la ecuacion es
1 21
r+y?  (z+y?)?

= C.

Dada la aplicacion lineal f : R? — R3 definida por
fx,y,2)=(x —y—2z,—x+ 2y + 2z, —x + 2y + 22)
se pide:
(a) Matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) Nucleo e imagen de f. Bases y dimensién de ambos subespacios.
)
)

(c) Matriz asociada a f respecto de la base B = {(1,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}.

(d) Estudiar si la matriz obtenida en el apartado primero es diagonalizable y obtener
en caso afirmativo su forma diagonal.
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Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R? se tiene

1 -1 -1
Mee(f) = | -1 2 2
-1 2 2
(b) El nicleo satisface el sistema
1 -1 -1 x 0
12 2 |- [y]=(0],
-1 2 2 z 0
que al resolverlo
1 -1 -1, 0 1 -1 -1]0 1 -1 =110
-1 2 2 0 — 0 1 1 0 — 0 1 1 0
-1 2 2]o0/)BE\0o 1 1|0/ 0o 0 o]0

nos da que Ker(f) = {(z,y,2) € R¥: 2 —y — 2 =0, y + 2 = 0}. Las ecuaciones paramétricas son

por lo que (z,y,2) = A(0,—1,1), A € R, por lo que una base es Bkery = {(0,—1,1)} y
dim Ker(f) = 1.
Por otra parte, un vector (z,vy,2) € Imf si y sélo si existe (o, 3,7) € R3 solucién del sistema

1 -1 -1 « T
-1 2 2 Bl=1v |,
-1 2 2 ot z

y al calcular los rangos de las matrices del sistema

1 -1 -1 =z 1 -1 -1 x 1 -1 -1 T
-1 2 2y | = [0 1 1 jyt+z | = |0 1 1 |ytz
-1 2 2| z/2\N0 1 1 |z+z/)"72\0 0 0| 2z—y

tenemos que para que el sistema sea compatible z = y, por lo que Imf = {(z,y,2) € R® : y = z}.
Las ecuaciones paramétricas son

T =\,
y=p, ApeR,
zZ =,

por lo que (z,y,z) = A(1,0,0)4+u(0,1,1), A, u € R, por lo que una base es By, = {(1,0,0), (0,1,1)}
y dim Im(f) = 2.
(¢) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpe(i) - Mee(f) - Mes(i)
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donde
1 11
Mes(i)=| 1 0 1
0 01

v Mpge(i) = [Meg(i)]*. Calculamos la inversa

111]100 1 1 1] 1 00
101/l010] — o -=10|-110
oo1loo01/2"\o0o 0o 1] 0 01

1 0 0] 0 1 -1 1000 1 -1
0 -1 0| =11 0 ~ (o101 -1 0 |,
~Ry4Ry o0 1|l 0 0 1 /Y™ \oo01]l0 0 1
y
0 1 -1
Mpge(i)=| 1 -1 0
0 0 1

Entonces

0 1 -1 1 -1 —1 111 0 0 0
Mgs(f) =1 -1 0 |- -1 2 2 J-[101]=|-1 2 —4
0 0 1 1 2 2 001 1 -1 3

pt)=| -1 2—t 2 |=—t{t*—-5t+2)=0,
-1 2 2-t

de donde 0 es valor propio y los otros dos son

5+ v25-8 _§:|: V17

B 2 20 27
y como todos los valores propios son reales y distintos la matriz es diagonalizable y su forma
diagonal es

0 0 0
D=|(0 = o
0

Discutir, segin los valores de x el nimero de vectores linealmente independientes del
sistema de vectores {(z,1,1),(1,z,1),(1,1,z)}. Calcular el subespacio vectorial generado
en cada caso.

Solucién. Calculamos el rango de la matriz

1 1 1 1 z 1 1 T 1 1 T
rz 1 — 1 = 1 — 0 z—1 1—=z — 0 z—1 l1—2z
La )™ \e 1 1) 2R \01-2 1-2

_ - R
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Resolvemos la ecuacién —2 + x + 22 = 0 y tenemos

—1+V1+8 —1+£3
xr = =
2 2 7

cuyas soluciones son —2 y 1. Se verifican los siguinentes casos:

e Si x = 1, el rango es uno y el subespacio estd generado por el vector (1,1,1), por lo que
todos los vectores del mismo son de la forma

(x,y,2) = A(1,1,1), A € R,

que da lugar a las ecuaciones paramétricas

S
I
> > >

A €R,

Y

y si calculamos los rangos de las matrices del sistema

1| x 1 T
1My | = m-n | 0| y—2
1| z Fs—h 0| z—=x

y para que ambos rangos sean iguales y = z y z = x, que son las ecuaciones del subespacio.

e Siz = —2, el rango es dos y el subespacio estd generado por los vectores (1,1, —2) y (0, —3, 3),
y todo vector del subespacio es de la forma

(x,y,2) = A(1,1,=2) + u(0,-3,3), A\, u € R,

que da lugar a las ecuaciones paramétricas

= A,
y=A—3pu, Ap€ER,
2= =2\~ 3u,

y si calculamos los rangos de las matrices del sistema

1 0] =z 10 x 10 T

1 3|y | —m--r 0 3| y—= —m-rn | 0 3 y—x
-2 3 B2l \ 0 3| 2422 00| z2—y+3z

y para que ambos rangos sean iguales z — y + 3z = 0, que es la ecuacién del subespacio.

e Finalmente, si z ¢ {1, —2}, entonces el rango es tres y el subespacio es R?.

Un vector u €C? tiene respecto a la base B = {(i,1,1),(1,4,1),(1,1,4)} las co-
ordenadas (7,4,4).  Hallar sus coordenadas respecto a la base canénica C =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
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Solucién. Las coordenadas en la base candnica coinciden con el vector por lo que

u=7i(i,1,1) +i(1,4,1) +4(1,1,4) = (=1 + 24, —1 + 2i, —1 + 27).

Si A es una matriz cuadrada tal que A? = 0, demostrar que (A +1,)" ' =1, — A.

Solucién. Multiplicamos

(A+IL) (I, -A) =1, - A*=1,,

por lo que se verifica lo pedido.

Determinar una aplicacién lineal f : R?> — R3 que cumple las siguientes condiciones:
Ker(f) = {(z,y) e R? : z +y =0} y £(0,1) = (3,0,1). Determinar ademés si la matriz
asociada a f respecto de las bases canénicas es o no diagonalizable.

Solucioén. Es fécil ver que una base del micleo es Bierr) = {(1, —1)} y que B = {(1,-1),(0,1)}
es una base de R%. Entonces la aplicacién linela que buscamos satisface las condiciones
f(1,—-1) = (0,0,0),
£(0,1) = (3,0,1)

= Y

y por tanto si denotamos por C3 la base canénica de R3 se verifica que

Me,5(f) =

o O O
_ o W

Si denotamos por C, la base canénica de R?, se verifica que
MCBC2 (f) - MC3B(f) ’ MBCQ (i)7
donde )
. 11 1 0\
M) = Meas@ 7 = () 1)

y calculando la inversa tenemos

por lo que
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La aplicacién lineal es

fz,y) = (Mcgcz(f)- ( 5 >)t —

= (3z+3y,0,z+y).

t

—_ o W
—_ o W

Dado que la matriz no es cuadrada, no puede ser diagonalizable.



Capitulo 21
2—9-2004

Enunciado
1. Dada f : R* — R? definida por f(z,y, z) = (z + 2, ay, z — 2), se pide:

(a) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f en la base canénica y decidir para qué valores del
pardmetro « es diagonalizable.

(b) (2.5 puntos) Hallar ecuaciones, bases y dimensiones del micleo y la imagen de f en
funcién del pardmetro a.

(c¢) (2.5 puntos) Averiguar para qué valores del pardmetro « el vector (1,1,5) pertenece
a la imagen de f. ;Para qué valores de a pertenece el vector (0,0,0) al niicleo de f7

(d) (2.5 puntos) Utilizando el primer apartado y las matrices de cambio de base, hallar
la matriz de f respecto de la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

2. Sean R* con el producto escalar usual y W el subespacio vectorial generado por los vectores
(0,1,1,1), (1,0,1,1) (1,-1,0,0) y (1,2,1,2). Se pide:

(a) (2.5 puntos) Calcular las ecuaciones implicitas y la dimensién de W.

(b) (2.5 puntos) Obtener una base de W a partir de los vectores generadores y encontrar
a partir de ésta una base ortonormal de W.

(c) (2.5 puntos) Demostrar que si £ es el subespacio vectorial dado por las ecuaciones
r=2z4+yyx=y,entonces L y W estdn en suma directa. ;Qué vale £ + W?

(d) (2.5 puntos) Comprobar que el vector (0,0, —1, 1) verifica que < (z,v, 2,t), (0,0, —1,1)
0 para todo (z,y, z,t) € W.

3. (10 puntos) Determinar una aplicacién lineal f : R? — R3 que verifique las siguientes
condiciones: Ker(f) = {(z,y,2) € R® : x +y+ 2 = 0} y el vector (0,1,1) es un vector
propio asociado al valor propio —1. ;Es la matriz asociada a f en la base canénica de R3
diagonalizable? En caso afirmativo obtener su forma diagonal y las matrices de cambio de
base.

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

z+y)2+1

(a) (3 puntos) y = ! EEmE (Ayuda: Hacer el cambio de variable dependiente v = x+y).

253
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(b) (3 puntos) y* + 2y +y = (z + 1)e”.

¥=x+2y
(c) (4 puntos) ¢ ¥y =—x+y .Es estable el punto critico del sistema lineal ante-
y(0) = z(0) = 1.

rior?
5. Responder de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (5 puntos) Esbozar el diagrama de fases de la ecuacién auténoma y' = y(y*>—4). ;Son
estables los puntos criticos de la ecuacién?

(b) (5 puntos) Un recipiente o tanque contiene 50 litros de agua pura. Se vierten en el
tanque una disolucién de agua salada a razén de 5 gramos por litro a una velocidad
de 7 litros por minuto. El agua del recipiente se mantiene constantemente agitado y se
deja salir agua a la misma velocidad. Determinar la cantidad de sal que hay en cada
instante en el tanque asi como la cantidad méxima de sal que puede haber.

6. (10 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

{x’:x+2y
, —_—

Yy =-z+y
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Examen resuelto

Dada f : R® — R? definida por f(z,y,2) = (z + 2,ay,z — 2), se pide:

(a) Hallar la matriz de f en la base canénica y decidir para qué valores del pardametro
a es diagonalizable.

(b) Hallar ecuaciones, bases y dimensiones del nicleo y la imagen de f en funcién del
parametro a.

(¢) Averiguar para qué valores del pardmetro « el vector (1,1,5) pertenece a la imagen
de f. ;Para qué valores de « pertenece el vector (0,0,0) al micleo de £?

(d) Utilizando el primer apartado y las matrices de cambio de base, hallar la matriz de
f respecto de la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R? se tiene que la matriz pedida es

1
0

1
Mce(f)=1 0O
1 -1

o0 O

Como vemos se trata de una matriz simétrica, por lo que sera diagonalizable.
(b) El nicleo satisface el sistema

1 0 1 T 0
0 a O y |=101,
10 -1 z 0
que al resolverlo
1 0 1 0 10 1 0
0O a 0] O — 0O a 0] 0],
10 -1l0/)/®"\o0oo0 —2|0

se tienen los siguientes casos:

e Sia #0,entonces r =y =z = 0y por tanto el nicleo es Ker(f) = {(0,0,0)} y su dimensién
es por tanto cero. Entonces la imagen cumple que

dim Im f = dim R* — dim Ker(f) = 3 — 0 = 3,
y por tanto Im f = R3.

e Sia =0, entonces x = z = 0y Ker(f) = {(x,y,2) € R®* : x = 2z = 0}, una base es
Bkerr) = {(0,1,0)} y por tanto su dimensién es uno. En este caso todo vector de la imagen
(z,y,2) cumple que existe (a,b,c) € R? solucién del sistema

1 0 1 a T
00 0 |-b]|=1{vwy],
1 0 -1 c z
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por lo que al calcular los rangos de las matrices del sistema
1 x
0 y ,
2| z—x

1
0 —
1 F3—F;

_ 0 =
o oo
o O =
o O O

vemos que para que el rango de ambas sea dos debe cumplirse que y = 0. Entonces Imf =
{(z,y,2) € R®:y =0}, una base es B¢ = {(1,0,0),(0,0,1)} y su diemensién por tanto es
dos.

(c) Dado que la coordenada segunda del vector (1,1,5) es no nula, se tiene que dicho vector
s6lo pertenecerd a la imagen cuando o # 0. Obviamente el vector nulo siempre pertenecerd al
nicleo.

(d) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcc(f) - Meg(i),

donde
110
Meg(i)=| 1 0 1],
011
y Mpe(i) = [Meg(i)] 1, y calculando la inversa
110[100 1 1 0] 1 00 1 1 0] 1 00
101,010 - (0 -11]-110] — [0 -11]-110
o11/o01/™"\o 1 1] 0 o01/®™\0o 0 2|-111
11 0] 1 0 0 110 1 0 0
- (o1 -1, 1 -10) —-f(010} & 11
wENoo vl g g g/ oo n] o4 4
1ol 4 g
- ool b
F{—F 1
AU RIE T
por lo que
11 1
. %21 12
Mgc(i)=| 3z -3 3 |>
1171
2 2 2
y entonces
11 1 a
R 10 1 110 2@ 1 1+2
Mgs(f)=| 5 -3 3 0 a 0 101 ]=(1-% 1 -%
. 10 -1 011 a’ 1 21
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Sean R* con el producto escalar usual y W el subespacio vectorial generado por los vectores
(0,1,1,1), (1,0,1,1) (1,~1,0,0) y (1,2,1,2). Se pide:

(a) Calcular las ecuaciones implicitas y la dimensién de W.

(b) Obtener una base de W a partir de los vectores generadores y encontrar a partir de
ésta una base ortonormal de W.

(c) Demostrar que si L es el subespacio vectorial dado por las ecuaciones x = z +y y
x =y, entonces L y W estdn en suma directa. ;Qué vale £ + W?

(d) Comprobar que el vector (0,0,—1,1) verifica que < (z,v, 2,t),(0,0,—1,1) >= 0
para todo (x,y, z,t) € W.

Solucién. (a) Un vector de W verifica

(z,y,2t) = a(0,1,1,1) + 3(1,0,1,1) + ~v(1,-1,0,0) + (1,2, 1,2),

y por tanto satisface las ecuaciones paramétricas

r=0+7+0,

=a—7v+26,
Z:a—i—g—F(S a, 3,7,6 € R.
t=a+ [+ 206,

Como este sistema tiene que ser compatible. al calcular los rangos

01 1 1| = 10 -1 2] y
1o -1 2y | 01 1 1| =
11 0 1| 2 w11 o001 2
11 0 2 ¢ 00 0 1| t—z2
10 -1 2 y
01 1 1 T
ToBRL g1 1 -1 z—y
00 0 1| t—z
10 -1 2 y
01 -1 1 T
T B Rl g0 0 2| z-—y—2x
00 0 1 t— 2z
10 -1 2 y
01 -1 1 T
ToBRR g0 0 0| 2%—z—y—x |’
00 0 1 t— 2

de donde se tiene que para que los rangos sean siempre iguales a tres debe cumplirse que 2t — z —
y—z=0yast W= {(z,y,2,t) € R* : 2t —x — y — 2 = 0}, y su dimensién serd por tanto tres
dado que una base es By, = {(0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,2,1,2)} al darnos cuenta que el rango tres se
consigue con las dos primeras y la ultima columna de la matriz del sistema, que se corresponden
con los vectores de la base.
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(b) La base es By, = {(0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,2,1,2)}. Obtenemos una base ortogonal O =
{v1,v2,v3} donde vi = (0,1,1,1) y

((0,1,1,1),(1,0,1,1))

2 211
=(1,0,1,1) — 0,1,1,1) =(1,0,1,1) — =(0,1,1,1) = (1, — =, =, =
va = (L0.0) ~ (TGP O 11D = (10 1) = 0010 = (1355

((0,1,1,1),(1,2,1,2))
((0,1,1,1),(0,1,1,1))

5 2 211 33 41
= (1,2,1,2)— (0,1, 1, 1) == (1,-2,2,= ) =(2,2,-=,2).
(1,2,1,2) =301, 1,1) = 7 ( ’ 3’3’3> (5’5’ 5’5)

vy = (1,2,1,2) — (0,1,1,1) —

Calculamos ahora una base ortonormal N' = {uy, uz, uz} donde

1 V3
u; = V1:—(O,1,1,1),
[[val] 3
1 V15 ) 211
u; = Vy = -, 5, %
2 ||V2|| 2 3 ) 37373 )
. 1 V35 /33 41
= V = —_ —_ —_—— = .
YWt 7 \5'5 575

(c) Para ver que estdn en suma directa calculamos £ N}V mediante el sistema

2t—z—y—2=0,

r—y—2z=0,
z—y=0,
que al resolverlo
-1 -1 -1 2|0 1 -1 0 00 -1 0 00

1
1 -1 -1 0] 0 — 1 -1 -1 0] 0 — 0 0 -1 0] 0
0 1

1 =1 0 00/ ™™\ -1 -1 -1 2]0)Eh

por lo que las ecuaciones paramétricas son

= =2\,
y==2A S eRr
z =0,
t= A\

por lo que (z,y,z,t) = A\(—2,-2,0,1), A € R, y por tanto una base de la interseccién es By =
{(—2,—-2,0,1)}.Asf la suma no puede ser directa.
Para calcular ahora £ + WV obtenemos una base de £ mediante las ecuaciones paramétricas

T =\,
y=A
20, A ER,

t=p,
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y entonces (z,y,2,t) = A(1,1,0,0) + 1(0,0,0,1), \,up € R, y por tanto una base es B, =
{(1,1,0,0),(0,0,0,1)}. Por tanto

dim(L+W) =dim L +dimW —dim(LNW) =2+3 -1 =4,

por lo que £+ W = R%.
(d) Basta ver que la condicién se cumple para la base de YW que hemos obtenido. Calculamos

entonces
< (1,2, 1,2), (0,0, -1, 1) >=1,

por lo que la condicién pedida no se cumple.

Determinar una aplicacién lineal f : R?® — R3 que verifique las siguientes condiciones:
Ker(f) = {(z,y,2) e R®: 2 +y + 2 =0} y el vector (0,1,1) es un vector propio asociado
al valor propio —1. ;Es la matriz asociada a f en la base canénica de R? diagonalizable?
En caso afirmativo obtener su forma diagonal y las matrices de cambio de base.

Solucién. De las ecuaciones paramétricas del nicleo

.’E:—>\—,LL,
y=A, Ap€ER,
z =,

se tiene que (z,y,2) = A(—=1,1,0) + u(=1,0,1), A, € R, por lo que una base es Bxerr) =
{(-1,1,0),(-1,0,1)}. Entonces B = {(—1,1,0),(—1,0,1),(0,1,1)} es una base de R? ya que al
calcular el rango de la matriz

110 -1 1 -1 1 0
“101]| — 0 -1 1| — 0 -1 1],
o 11/ 2%\ o 1 1/)52\ 0 o0 2

se tiene que éste es tres. Asi, la aplicacién lineal buscada satisface

f(—1,1,0) = (0,0,0),
f(-1,0,1) = (0,0,0),
£(0,1,1) = (0,—1,—1),

por lo que si C denota la base candnica de R? entonces

0O 0 0
Mes(f)=1 0 0 —1 |,
0 0 -1
y
Mec(f) = Meg(f) - Mge(i),
donde .
-1 =1 0\
Mpge(i) = [Mes(i)] ! = 1 0 1 ,
0 1 1



260 CAPITULO 21. 2-9-2004

y calculando la inversa

-1 -1 0100 -1 -1 0100
1 0 1,010 — Bt 0 -1 1}110
0 1 17001 0 1 17001
-1 -1 0100
—  BtR 0 -1 1}110
0 0 2111
11 0 -1 0 0
— (yr | 001 =1 =1 -1 0
(—%1)52 00 1 % % %
110 1 0 0
— mr | 010 —1% —1% %
00 1] 35 3 3
oo | <k
— F17F2 O ]. O —1% —1% % y
0 01 5 5 3
por lo que
11 1
o1 a
Mpc(i)=| -5 —5 3
1 1 1
2 2 2
De esta manera
00 O -z 3 -3 0O 0 0
Mcec(f)=[ 0 0 —1 _1% _15 % — %1 %1 _% 7
00 -1 3 2 3 —3 T3 T3
y la aplicacion lineal es
z\\" 0 0 0 z\\'
1 1 1
o 2 T2 T2 z
1 1
= 0,§(x+y—z),—§(x+y+z) :

Por otra parte, la base B es de vectores propios de los valores propios 0, que es de multiplicidad

dos, y —1. Entonces
Mee(f) = Meg(i) - Mps(f) - Mpe(i),

y asi
0 0 0 -1 -1 0 0 0 O —% % —%
S SR IUEIEEE
—3 T2 T3 0 11 00 -1 3 2 3
Resolver
,_(@+y)?’+1
(z +y)?

(Ayuda: Hacer el cambio de variable dependiente v = x + y).
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Solucién. Realizamos el cambio indicado

v2+1_202+1
02 2

/%U(az)dw - /dm,

vV=1+y =1+

por lo que integrando

obtenemos que

2
% — % arctan (U\/ﬁ) =z +c,
y deshaciendo el cambio
2
x—;—y — %arctan ((x+y)\/§) =z+c,

y simplificando

Y ; T g arctan ((:E + y)\@) =c.

Nota: La integral

/ = (2?&)2”'(@“ - {dtt:v?')((f))dx }:/ 1 t22t2dt
1
P

Resolver

Solucién. Resolvemos primero la ecuacién homogénea a partir de la ecuacién caracteristica
'+ 227 +1=0=(2® +1)%
por lo que x = £, ambos de multiplicidad dos. Entonces
yh(m) =1 COST + Co8InT + c3x cOsT + cqx Sin x.

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(z) = (Azx + B)e®, y deri-
vando cuatro veces

y,(r) = (Az+ A+ B)e”,

yy(x) = (Ax+2A+ B)e,
y)(x) = (Az+3A+ B)e",
yﬁ) (x) = (Az+4A+ B)e”,
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y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
(4Az + 8A +4B)e” = (x + 1)e”,
e igualando coeficioentes
4A =1,
8A+4B =1,
y A=1/4y B = —1/4. La solucién general de la ecuacién no homogénea

1
y(x) =c1cosx + casinx + cgrcos T + cuxrsinz + Z(x —1)e”.

Resolver
¥=x+2y
y=—-r+y
y(0) = z(0) = 1.

.Es estable el punto critico del sistema lineal anterior?

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

donde

1 2
A= ( 1 ) .
Calculamos los valores propios mediante la ecuacién

I-t 2 ‘:t2—2t+3:0,

p(t):‘ 11—t

2+v/4—-12

Calculamos ahora

1 . ai 4 a9 . (a1+a2)t—a1(1—i\/§) —a2(1—|—l\/§)
pt) t—1-iv2 t—1+iV2 p(t) ’

e igualando coeficientes

a; + as = 0,
—a1(1 —iv2) —ax(1+iV2) =1,
de donde a; = 4—1.2 = —ay. Por otra parte
p(t)

) = —2 14V,
o) = T 5A

o)
Q@(t) = t—1+i\/§_t 1 —iv2.
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Entonces
et = V0 (A) - qi(A) + et 07V ay(A) - go(A)
= etﬁ < VA~ (1-iV2)T) — e ™A — (1 —iv2)I >>

£l ) o)

z\/_ itv2 + e—zt\/i) Q(Qz‘t\/ﬁ N e—z’t\/i)
zt\/_ fm/_> Z'\/?(eit\/i_i_efit\/i)

\/_cos tv2)  2sin(tv/2) )
— sin( t\/_ \/§cos(t\/§) ’

(24)-5(%h ) (2)

Utilizando las condiciones iniciales

por lo que

Esbozar el diagrama de fases de la ecuacién auténoma 3’ = y(y? — 4). ;Son estables los
puntos criticos de la ecuacién?

Solucién. La funcién f(y) = y(y*> — 4) estd definido en todo R y sus puntos criticos son 0 y
+2. Entonces

e Siye —2), entonces ¢y’ < 0 y por tanto la érbita es decreciente.

(—o0
e Siy € (—2,0), entonces y' > 0 y por tanto la 6rbita es creciente.
e Siy € (0,2), entonces y < 0y por tanto la 6rbita es decreciente.
(

e Siy € (2,00), entonces ¢y > 0 y por tanto la érbita es creciente.

Asi tenemos el diagrama

00 < ° ——— - 00

4

]
=
(]
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Un recipiente o tanque contiene 50 litros de agua pura. Se vierten en el tanque una
disolucién de agua salada a razén de 5 gramos por litro a una velocidad de 7 litros por
minuto. El agua del recipiente se mantiene constantemente agitado y se deja salir agua a
la misma velocidad. Determinar la cantidad de sal que hay en cada instante en el tanque
asf como la cantidad méxima de sal que puede haber.

Solucién. Sea x(t) la cantidad de sal en el tanque en es instante de tiempo ¢. Entonces

2 (t) = ve — vs,

donde la velocidad de entrada es

Ve =5H-17,
y la velodidad de salida es
x(t)
s = _77
Y750
por lo que tenemos la ecuacién diferencial
7
"'=35— —u.
x = x

La solucién de la ecuacién homogénea es z,(t) = ce”"/*C y proponiendo z,(t) = A como solucién
particular de la ecuacién no homogénea y teniendo en cuenta que su derivada es nula y sustituyendo
en la ecuacién se tiene

7
0=—-——A+35
50 L

de donde A = 250 y la solucién general de la ecuaciéon no homogénea es
z(t) = ce” /%0 4 250.
Como el agua inicialmente era pura se verifica que
z(0) = ¢ + 250,

de donde ¢ = —250 y asf
z(t) = 250(1 — e /%),

Como la funcién es estrictamente creciente, entonces la cantidad méxima de sal que puede haber
es
lim z(t) = 1tlim 250(1 — e~ "/5%) = 250 gramos.

—00

t—o0

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

{x’:x+2y

y=-r+y

Solucién. Es sencillo ver que (0,0) es el tinico punto critico del sistema. Las isoclinas son las
rectas x +2y = 0 e y = x. En la primera se tiene que 2’ =0ey =3y, porloquey >0siy >0e
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y < 0siy<0. En la segunda isoclina se verifica que 4/ =0y 2’ = 3y, por lo que 2’ > 0siy > 0
e 2’ < 0siy<0. Calculamos ahora los valores propios de la matriz del sistema con la ecuacion

p(t):‘ AL ‘:t2—2t+320,

con lo que

24+ ./4—-12
t= g =142,

por lo que la solucién del sistema serd de la forma

z(t) \ . cos(tv/2) ' sin(tv/2)
( (1) ) =e (Ml ( cos(tv@) ) M2 sineva) ) )
donde M; y Mj son dos matrices a determinar y las érbitas son espirales que crecen en médulo

debido a que la parte real de los valores propios es positiva. Tenemos entonces el diagrama de
fases

&:‘:
-
o

|

=
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Capitulo 22

4—-2-2005

Enunciado
1. Dada f : R? — R? definida por f(z,y, 2) = (z,ax +y — az,ax + (1 — a)z), se pide:

(a) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f en la base canénica y decidir para qué valores del
pardmetro a es diagonalizable.

(b) (2.5 puntos) Hallar ecuaciones, bases y dimensiones del nicleo y la imagen de f en
funcién del pardmetro a.

(c¢) (2.5 puntos) Averiguar para qué valores del pardmetro a el vector (0, 1,2) pertenece

a la imagen de f. Averiguar para qué valores de a pertenece dicho vector al nicleo de
f.

(d) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0), (1,1,0), (0,1, 1)}.
2. Responder de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (7.5 puntos) Determinar la expresién analitica de una aplicacién lineal f : R* — R3
que verifica f(1,1,1) = (0,0,0), £(1,1,0) = (1,2,3) y £(1,0,0) = (1,1, 1). Obtener una
base ortonormal de R? a partir de la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y obtener la
matriz asociada de f en esta nueva base.

(b) (2.5 puntos) Supongamos que u, v y w son tres vectores de R" de manera que
<u,w>=<v,w>=0. ;Es cierto que < u,v >= 07

3. Sea W el subespacio de R* generado por los vectores (1,1,0,0) y (0,0,1,1).

(a) (2.5 puntos) Calcular el subespacio ortogonal de W y dar una base de éste.

(b) (2.5 puntos) Obtener la expresién analitica de la aplicacion lineal f : R* — R*, donde
f es la proyeccién ortogonal de R* sobre el subespacio W.

(¢) (2.5 puntos) ;Cual serd el nicleo y la imagen de f7 Calcular el subespacio vectorial
suma del nicleo y la imagen de f. ;jSerd dicha suma directa?

(d) (2.5 puntos) Obtener todos los vectores de R* cuya proyeccién ortogonal sobre W
sea (1,1,1,1).

267
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4. En una aldea conviven un agricultor y un ganadero que producen al ano 100 Kg de vegetales
y 200 Kg de carne, respectivamente. En dicho periodo el agricultor consume 1/4 de su
produccién y el resto se lo vende al ganadero que a su vez consume la mitad de su propia
produccién y vende la otra mitad al agricultor. Para que ninguno salga beneficiado se
establece que a principio de cada ano se acuerde un nuevo precio por kilo de cada producto
de manera que el valor de la produccién en dicho ano de cada producto coincida con el
dinero total gastado por el productor correspondiente el ano anterior (considerar también
como gasto lo que cada uno consume de su propia produccién al precio de venta).

(a) (2.5 puntos) Si llamamos p,, ¢, a los precios por kilo de vegetales y carne en el ano
n-ésimo, demuestra que se tiene que

pn ) _(1/4 1 Pn-1
dn 3/8 1/2 In-1
(b) (5 puntos) Sipy =1y gy = 2, calcula explicitamente p,, y g, y estudia si estos precios
tienden a estabilizarse en algiin valor concreto.

(c) (2.5 puntos) Demuestra que existe sélo una matriz cuadrada diagonalizable de orden
3 de manera que su inico valor propio es 1.

5. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

2 2
(a) (3 puntos) x2$+yy2 + xejj_ 2 y' = 0 (Ayuda: Buscar un factor integrante dependiente
de zy).
(b) (3 puntos) z?y” —y =zlogz, y(1) =/(1) = 1.
¥=x—y
(c) (4 puntos) Yy =2zr+y .Es estable el punto critico del sistema lineal
2(0) = 1, y(0) = 0.
anterior?

6. Responder de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (5 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

¥=x+2y
Yy =—2x—4y

(b) (5 puntos) De un resorte eldstico pegado al techo pende una masa de 3K, como
muestra la figura siguiente. En estado de equilibrio el muelle se estira 1 m. respecto de
su longitud inicial. Posteriormente se introduce dentro de un recipiente con un liquido
viscoso. Describir el movimiento descrito por el cuerpo producido al separarlo 1 m.
respecto de su posicién de equilibrio si suponemos la fuerza de rozamiento proporcional
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a la velocidad con constante de proporcionalidad ¢ = 2.
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Examen resuelto

Dada f : R? — R3 definida por f(z,y,2) = (z,ar +y — az,azx + (1 — a)z), se pide:

(a) Hallar la matriz de f en la base canénica y decidir para qué valores del pardmetro
a es diagonalizable.

b) Hallar ecuaciones, bases y dimensiones del nicleo y la imagen de f en funcién del
g
para’metr() a.

(c) Averiguar para qué valores del pardmetro a el vector (0, 1,2) pertenece a la imagen
de f. Averiguar para qué valores de a pertenece dicho vector al niicleo de f.

(d) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0), (1,1,0),(0,1,1)}.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R?, la matriz asociada a f en esta base

es
1 0 0
MCC(f) a 1 —a ’
a 0 1—-a
dado que f(1,0,0) = (1,a,a), £(0,1,0) = (0,1,0) y £(0,0,1) = (0,—a,1 — a). El polinomio

caracteristico de dicha matriz sera

11—z O 0
plz)=| a 1l—=x —a =(1-2)*1—-a—2x),
a 0 l—a—=x

de donde los valores propios son Ay =1y Ay = 1 — a, ditiguiéndose los siguientes casos:

e Sia = 0, entonces A\; = 1 es el tnico valor propio con multiplicidad tres. El subespacio
propio invariante se calcula como

x 000 T 0
(Mcc(f) — 13) . Yy = 0 0 0 Yy = 0 s
z 00O z 0

de donde Ker(Mc¢(f) — I3) = R3, que al tener dimensién tres hace que la matriz sea diago-
nalizable (de hecho es diagonal al ser la identidad I3).

e Si a # 0, entonces tenemos los valores propios A\; = 1 con multiplicidad 2 y A\s =1 — a con
multiplicidad uno. La matriz serd diagonalizable si el subespacio propio asociado a 1 tiene
dimensién 2. Para calcular dicho subespacio propio consideramos

T 00 O T 0
Mec(f)=I3)- | y | = a 0 —a y | =101,
z a 0 —a z 0

de donde se obtiene la ecuacién ax — az = 0, que con las debidas simplificaciones nos da el
subespacio propio Ker(Mcc(f) — I3) = {(z,y, 2) € R® : © = y}, que tiene dimensién 2, por
lo que la matriz también serd diagonalizable.
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(b) Calculamos en primer lugar el niicleo de f, que se obtendrd de las ecuaciones

10 0 T 0
a 1l —a y | =10
a 0 1—a z 0

Calculamos el rango de la matriz del sistema anterior mediante operaciones elementales

0 O
1 —a —F—aF)
0 1-a

0 0 10 0
1 —a — F3—aF} 0 1 —a s
0 1—a 0 0 1—a

S Q =
S O

de donde el rango serd 3 sia # 1y 2sia = 1. Si a # 1, entonces el sistema anterior serd
compatible determinado y por tanto la tnica solucién del sistema es la solucién trivial, de donde
Ker(f) = {(0,0,0)}. Por otro lado, si a = 1 el sistema se escribe como

10 0 x 0
01 —1 y | =101,
00 0 z 0

de donde Ker(f) = {(z,y,2) € R®* : z =0 ey = z}. Unabase es {(0,1,1)}, de donde dim Ker(f) =
g Calculamos ahora la imagen de f. Si a # 1 se verifica que

dim imf = dimR?® — dim Ker(f) =3 — 0 = 3,
de donde imf = R? y una base serd por ejemplo la base canénica de R3. Si a = 1,

dimimf = dimR? — dim Ker(f) =3 — 1 = 2.

Para calcular lae ecuaciones de la imagen, sabemos que (,y, 2) € imf si existe (o, 3,v) € R3 tal
que f(a, 8,7) = (x,y, z), que matricialmente se escribe como

10 0 a 0
11 -1 3l1=1o
10 0 5 0

Como el sistema es compatible y el rango de la matriz asociada es dos, para que el rango de la
matriz ampliada sea también dos se verifica la condicién

=z—x =0,

—_ =
S = O
ISIENS ]

de donde imf = {(z,y,2) € R®: x = 2z} y una base serd {(1,0,1),(0,1,0)}.
(c) Sia# 1 el vector (0,1,2) € imf = R3 y (0,1,2) ¢ Ker(f) = {(0,0,0)}. Si a =1, entonces
(0,1,2) ¢ imf dado que 0 # 2y (0,1,2) ¢ Ker(f) dado que 1 # 2.



272 CAPITULO 22. 4-2-2005

(d) Calculamos la matriz pedida usando las matrices de cambio de base segun la férmula

Mps(f) = Mpe(i) - Mee(f) - Mes(i)
= [Mes()] ™ - Mec(f) - Mes(i)

-1

110 1 0 O 1 10
= 011 -l a1l —a |- 011
0 0 1 a 0 1—a 0 01
1 0 0
= 01 O
a a 1—a

Determinar la expresién analitica de una aplicacién lineal £ : R? — R3 que verifica
f(1,1,1) = (0,0,0), £(1,1,0) = (1,2,3) y £(1,0,0) = (1,1,1). Obtener una base ortonor-
mal de R? a partir de la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y obtener la matriz asociada
de f en esta nueva base.

Solucién. Sea P = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} una base de R* y denotemos por C la base
canoénica. Entonces

]
011 1 11 1 0 -1
—loz2a1) (110 =11 -2],
0 31 1 00 1 2 -3
de donde
10 —1 z\ 1
f(x,y,2) = 11 =21y =(x—z,x4+y—2z,x+ 2y — 32).

1 2 =3

N

Calculamos ahora una base ortonormal a partir de la base P. Para ello obtenemos una base
ortogonal O = {vy, vy, v3} donde v; = (1,1, 1),

<(1,1,0),(1,1,1) >

= (1,1 —
va=(1L1,0) WL

(1,1,1) =(1/3,1/3,-2/3),

< (1,0,0),(1,1,1) > < (1,0,0),(1/3,1/3,-2/3) >
11, LD 1(1/3,1/3, =2/3)[|?

Dividiendo cada vector por su norma obtenemos la base ortonormal

N ={(V3/3,V3/3,/3/3), (V6/6,6/6,—V6/3), (v/2/2, —/2/2,0)}.

V3 = (1,0,0)—

(1,1,1)—

(1,1,1) = (1/2,-1/2,0).

La matriz asociada de f respecto de la nueva base serd

Muyn(f) = Mue(i) - Mee(f) - Mep(i)
= [Men(i)] 7" Mee(f) - Menr(i)
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= [Men(i)]" - Mec(f) - Mear(i)

V3 V6 V2 1 0 —1 V3 V6 V2
3 6 2 3 6 2
_ | B B 11 =2 | | 8 ¥ =2
3 6 2 3 6 2
ﬁ—_\/é() 1 2 -3 ﬁ—_\/é()
3 3 3 3
+ V2

1+ 12+ V2 +4v3+2V6) (V2 -4V3+6)
(12+ v2 — 43 - 26) —1+ ¢2 1(V2+4v/3 - 6)
H—2v2+4v3-v6)  H(-2V2-4V3+ V) -2

[

Supongamos que u, v y w son tres vectores de R” de manera que < u,w >=< v, w >= 0.
L Es cierto que < u,v >=07?

Solucién. La propiedad es falsa. Para ello consideramos R? con el producto escalar usual y
los vectores u = (1,0), v =(2,0) y w = (0,1). Entonces

<u,w>=<v,w>=0y <u,v>=2#0.

Sea W el subespacio de R* generado por los vectores (1,1,0,0) y (0,0,1,1).

(a) Calcular el subespacio ortogonal de W y dar una base de éste.

(b) Obtener la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R* — R* donde f es la
proyeccién ortogonal de R* sobre el subespacio W.

(c) ;Cuél sera el nicleo y la imagen de f?7 Calcular el subespacio vectorial suma del
nicleo y la imagen de f. ;Serd dicha suma directa?

(d) Obtener todos los vectores de R* cuya proyeccién ortogonal sobre W sea (1,1,1,1).

Solucién. (a) Un vector (z,vy, 2,t) € W+ si

< (z,9,2,t),(1,1,0,0) >=z +y =0,

< (z,9,2,1),(0,0,1,1) >= 2+t =0,
de donde
Wt ={(z,y,2,t) eR*:24+y=0y 2+t =0}
Una base del mismo serd {(1,—1,0,0),(0,0,1,—1)}.
(b) Construimos la base ortonormal de W dividiendo los vectores (1, 1,0,0) y (0,0, 1, 1) por su

norma (nétese que son ortogonales entre sf), teniéndose la base {(v/2/2,1/2/2,0,0), (0,0,v2/2,v/2/2)}.
Dado (z,y, 2,t) € R* su proyeccién ortogonal sobre W viene dada por

f(z,y,2,t) = < (z,y,21),(v2/2,v/2/2,0,0) > (v/2/2,v/2/2,0,0)
+ < (z,9,21),(0,0,v/2/2,v/2/2) > (0,0,v2/2,v/2/2)

= 124y, x4y, 2+t z+t).
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(c) Como f es una proyeccion se tiene que Ker(f) = W+ e imf = W. Ademas W+ & W.
(d) Calculamos los (z,y,z,t) € R?* tales que f(x,y,2,t) = (1,1,1,1), que obtendremos del
sistema de ecuaciones

/2 1/2 0 0 x 1
1/2 1/2 0 0 y | |1
0 0 1/2 1/2 2| | 1]
0 0 1/2 1/2 t 1
que tiene por solucién

T =\,

y=2-2 con A\, i € R.

Z =W

t:2_[1’7

En una aldea conviven un agricultor y un ganadero que producen al ano 100 Kg de
vegetales y 200 Kg de carne, respectivamente. En dicho periodo el agricultor consume
1/4 de su produccion y el resto se lo vende al ganadero que a su vez consume la mitad
de su propia produccién y vende la otra mitad al agricultor. Para que ninguno salga
beneficiado se establece que a principio de cada ano se acuerde un nuevo precio por kilo
de cada producto de manera que el valor de la produccién en dicho ano de cada producto
coincida con el dinero total gastado por el productor correspondiente el ano anterior
(considerar también como gasto lo que cada uno consume de su propia produccién al
precio de venta).

(a) Si llamamos p,, g, a los precios por kilo de vegetales y carne en el ano n-ésimo,
demuestra que se tiene que

b\ _ (U4 1\ ([ P

Gn 3/ 8 1 / 2 dn—1 .
(b) Sipo =1y qo =2, calcula explicitamente p, y ¢, y estudia si estos precios tienden
a estabilizarse en algin valor concreto.

Solucién. (a) En la notacién del ejercicio, tenemos que

100pn = 25pn71+1OOQn717
200¢, = 75pm_1 + 100g, 1,

de donde, dividiendo por 100 y 200 respectivamente y expresando en forma matricial las ecuaciones

tenemos la identidad pedida.
(d) Diagonalizamos la matriz
(14 1
A= ( 3/8 1/2 ) ’
Para ello calculamos el polinomio caracteristico
3 1

p(:r):|A—ng\::r2—Zx—Z:O,
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de donde obtenemos los valores propios 1 y —1/4. Calculamos los subespacios propios asociados
z\ [ =3/4 1 z\ (0
Ao () =58 ) (5)-(0)
de donde Ker(A —I,) = {(z,y) e R? : 3z = 4y} y
1 z\ (12 1 z\ [0
aeqm ()= (a0 ) () - (),

de donde Ker(A + 1/41,) = {(z,y) € R? : # = —2y}. Obtenemos la base de vectores propios
B=1{(4,3),(—2,1)} y entonces

Mes(i) - (3, ) - Macl

= Meali)- (5 )y ) Mesli)]”
()G G
=55 7)) (5 7)

A

Adems3s

Por otra parte, como

(
(0) =~ ( n
(3 7)- (o o) (5 0)- ()
_ ( 2 —(=1/4)" >
33+ (=1/4)") )

lim p, = lim 2 — (—1/4)" =2

n—o0 n—oo

tenemos que

1 3
lim ¢, = lim 5(3—1— (—1/4)") = 3

n—oo n—oo

Demuestra que existe s6lo una matriz cuadrada diagonalizable de orden 3 de manera que
su unico valor propio es 1.

Solucién. Sea A una matriz 3 X 3 diagonalizable con 1 como tnico valor propio con multi-
plicidad 3. Al ser A diagonalizable, el subespacio propio asociado Ker(A — I3) tiene dimensién 3.
Entonces el sistema

T 0
(A—I3) Y = 0
z 0
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verifica que la matriz asociada al mismo A — I3 tiene rango 0, esto es

0 00
A-I;=10 0 0 |,
000
de donde
A =1;.
Resolver
%y xy?

x2+y2+x2+y2y

(Ayuda: Buscar un factor integrante dependiente de xy).

Solucién. Dividiendo por zy y multiplicando por 2% + y? la ecuacién se reduce a
z+yy =0

que es de variables separables y cuya solucion es

y()? _ /y(x)y/(x)dg; _ /—md:f: = —%2 + k,

es decir
y(x)? +2* =k > 0.

{

Solucién. Hacemos el cambio x = e, de donde si denotamos por ¥ la derivada de y respecto
a t se tiene que

Resolver

2%y —y=zxlogx,
y(1) =y'(1) =L

/ y —t
y = Ye
" t

y' = yet—ye

Ye
Sustituyendo en la ecuacién original obtenemos la ecuacion

?)—?J—y:tet

junto con las condiciones iniciales y(0) = 1, ¥ (0) = 1. Calculamos la solucién de la ecuacién
homogénea obteniendo las raices del polinomio caracteristico p(r) =r? —r — 1 = 0, que da como

solucion r = %‘/5, de donde la solucién de la ecuacién homogénea es
1+v5 1-V5
yn(t) =cre 2 "4 coe 2 !
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Proponemos una solucién particular y,(t) = (At + B)e', de donde derivando dos veces y sustitu-
yendo en la ecuacién obtenemos

te' = (At + B+ 2A)e' — (At + B + A)e' — (At + B)e! = —Ate' + (—=B + A)e',
de donde
0=A-B,
1=—A,
vasi A=B=-1y

5 _ 5
y(t) = yn(t) + yp(t) = cle#t + 0261 2t _ (t+1)e.

Sustituyendo las condiciones iniciales contruimos el sistema

{1:3!(0)2014—02—17

1:y (O) :Cll+—2\/5 —i‘CgliT\/g —2,

de donde ¢; = V5 y ¢; = 2 — /5 y la solucién del problema de condiciones iniciales original es

y(@) = V5" + (2= VB)a' T —a(1 +loga),

Resolver
¥=x—y
y =2x+y
z(0) =1, y(0) =0

. Es estable el punto critico del sistema lineal anterior?

Solucién. Sea
A 1 -1
L2 1
la matriz del sistema y calculamos su polinomio caracteristico
p(r) =|A —rly| =7* —2r +3,
cuyas raices son A\; = 1 + V2i yA=1-— V/2i. Calculamos a continuacién

1 . aq 4 a9
r2—2r+3 r—1—iv2 r—1+4+iV2

obteniéndose el sistema
a; +az =0,
(=1 4+1iv2)ay + (=1 —iv/2)ay = 1,

de donde a1 = —ay = —ﬁ vy q(r) =7 —1+1iV2y g(r) =7 — 1 — i1/2. Entonces
e = eMayqi(A) + eMayge(A)
6t(1+i\/§) Z\/§ _1 et(kz‘\/i) —i\/§ 1
—— e .
z'2\/§<2 m) z‘2\/§< 2 —zﬁ)
( _eitV2_g—tiv2 \/ieit\/i_e—ti\/i )
_ et - 9 - 9

\/—76it\3§+e—ti\/§ %eitﬂiii—ti\/ﬁ
2i 2
_ < — cos(v/2t) ?sin(\/ﬁt) )
—/2sin(v/2t) —cos(v/2t) )’
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z(0) ) (1Y) _ oA (0 -1 0 ¢
y(0) )\ 0 /) o) 0 -1 e )’
se tiene que ¢y = —1 y ¢ = 0 y asf la unica solucion del sistema es

(o0 )= (e =2 (3 = (ol )

Como

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

{ ¥ =x+2y

y = —2r —4y

Solucién. Calculamos los valores propios de la matriz

()

que son 0 y 3, por lo que estamos ante un caso degenerado. Calculamos las integrales primeras
resolviendo la ecuacién
r_
Yy = _27

de donde las integrales primeras son las rectas
y=—2x+c.

Por otro lado, la recta
r+2y=0

es una recta de puntos criticos. Teniendo en cuenta las direcciones de las derivadas de x e y
esbozamos el diagrama de fases

L

™~

T+ 2y=10
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De un resorte eldstico pegado al techo pende una masa de 3K, como muestra la figura
siguiente. En estado de equilibrio el muelle se estira 1 m. respecto de su longitud inicial.
Posteriormente se introduce dentro de un recipiente con un liquido viscoso. Describir el
movimiento descrito por el cuerpo producido al separarlo 1 m. respecto de su posicién de
equilibrio si suponemos la fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad con constante
de proporcionalidad ¢ = 2.

:
?
]

Solucién. La condicién de equilibrio es
mg = kAx
donde m =3, g =10y Az = 1. Asi k = 30. A continuacién construimos la ecuacién
mz" +ct' + kr =0
y sustituyendo por los valores se concreta en
32" + 22’ 4+ 30z = 0.

—li%\/ﬁ) de

Esta ecuacién se resuleve facilmente (las raices de su polinomio caracteristico son
donde las ecuaciones de movimiento son

z(t) = cre7/° cos (?t) + ¢y sin (%t) :

Como z(0) =1y 2'(0) = 0, tenemos el sistema
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Capitulo 23
7—6—2005

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2 puntos) ¢/ — = =2>+2, y(2) = 0.
(b) (3 puntos) y” — 2y’ + by = 2¢” cos(2x).

(c) (5 puntos) @’ =x+y+t;y = —x+ 2y + z; 2/ = z. Estudiar ademés la estabilidad
del punto critico del sistema homogéneo.

2. Dado el sistema
v =y —ay,
Y =2 —ay,

se pide

(a) (8 puntos) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) (2 puntos) ;Son estables los puntos criticos? ;Son asintéticamente estables?

3. Dado el circuito de la figura se pide:

10 H 30 H
LA
15V O 10 O 40 O
. i2
1 ?3

281
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(a) (2 puntos) Probar que
i) = —1p + 13+ 3/2,
i = 30y — 2is.

(b) (5 puntos) Determinar lim; .. i5(t).

4. (3 puntos) Sea f : R? — R una funcién continua y consideremos el problema de condiciones

iniciales
{ y = f(z,y),
y(0) = 0.

. Puede afirmarse que dicho problema tiene solucién tnica? Razona la respuesta.
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Examen resuelto

Resolver

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea integrando

[y =

logy(z) =log(z — 1) + ¢,

de donde

o equivalentemente
yn(z) = k(x — 1), k = €.

Proponemos una solucién de la ecuacién no homogénea de la forma y(z) = k(x)(x—1). Derivando,
Y(z) = K(z) (@ = 1) + k(z),
y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
E(z)(z—1)=2%+2,

con lo que

z?+ 2 3 7
k(x)—/x_ldx—/(x+1+m>dx—7+x+310g(x—1)+c,

por lo que la solucién general de la ecuacién no homogénea es

y(x) =clx —1) + (%2 + z + 3log(z — 1)) (x —1).

Utilizando las condiciones iniciales

y(2) =0=c+ 3,
tenemos que ¢ = —3 y por tanto la solucién del problema de condiciones iniciales es
3 a2?
y(x) = - t3 — 4z 43+ 3(x — 1) log(z — 1).

Resolver

y" —2y' + by = 2€” cos(2x).
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Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea mediante la ecuacién caracte-
ristica
v —2x4+5=0,

24++/4-2
g 2EVAZN
2
por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es
yn(x) = c1e” cos(2x) + coe” sin(2z).

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea y,(x) = Azxe® cos(2z) + Bre®sin(2x) y
derivamos dos veces

Y,(r) = ((A+2B)x + A)e” cos(2z) + ((—2A + B)z + B)e” sin(2z),
yp(x) = (=3A+4B)x + 2A 4 4B)e” cos(2x) + ((—4A — 3B)x — 4A + 2B)e” sin(2x).
Sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando
4Be” cos(2x) — 4Ae” sin(2z) = 2¢e” cos(2x),

de donde igualando coeficientes obtenemos directamente A = 0y B = 1/2. Entonces la solucién
general de la ecuacién no homogénea es

1
y(x) = c1€” cos(2x) + coe” sin(2x) + 5]7690 cos(2x).

Resolver #’ = x +y +t; ¢y = —x + 2y + z; 2/ = z. Estudiar ademads la estabilidad del
punto critico del sistema homogéneo.

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

T T t
y |=A-{y |+ 0],
Z z 0
donde
1 10
A= -1 2 1
1 00

pit)=| -1 2—t 1 |=—432-3t+1=—(t—1)°=0,
|
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por lo que 1 es el unico valor propio de multiplicidad tres. Por tanto a; = ¢1(t) =1y

(1 00 11 £2
= ¢ 010+ -11 1 |t 0 00 3
00 1 1 0 —1 -1 11
1-£ ¢+ L
= ¢ —t 1+t t ,
S

xp(t) 1—% t~|—% % c1
yn(t) | =€ —t 1+t t |
2 (%) t—% % l—t—l—% C3

Proponemos como solucién del sistema no homogéneo x,(t) = At + B, y,(t) = Ct + D y z,(t) =
Et + F, cuyas derivadas son x,(t) = A, y,(t) = C y 2,(t) = E. Sustituyendo en el sistema no
homogéneo y simplificando

A=At+B+Ct+D+t,
C=—At—B+2Ct+2D+ Et + F,

E=At+ B,
obtenemos el sistema,

(A+C = —1,
B+D=0,
—A+2C+E=0,
B+C—-F=0,
A=0,

| £ =B,

dedonde A=0,C=—-1, FE=B=2,F=1y D = —2. La solucién del sistema no homogéneo
es por tanto

x(t) —% t—l—% % 1 2
y(t) | =€ —t 1+t t e |+ | —t-2
2(t) t—£ £ 14+ & cs 2t + 1

z(t) = ¢t (cl + cpt + 2Fg=a t2) + 2,
y(t) = 6t (62 + <02 +c3 — Cl)t) —t— 2,
e (c3+ (o1 — ca)t + 2EL=42) + 2t + 1.
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Dado el sistema
o' =y —ay,
y =2 —xy,

se pide

(a) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) ;Son estables los puntos criticos? ;Son asintéticamente estables?

Solucién. (a) Los puntos criticos los obtenemos del sistema

{yQ—xyZO,

22— 2y =0,

que se reescribe

{ y(y —z) =0,

de donde y = x es una recta que anula ambas ecuaciones y por tanto una recta de puntos criticos.
Por otra parte obtenemos facilmente que (0,0) es otro punto critico. Las isoclinas son las rectas
y=0y 2 =0. Enla primera 2’ = 0 e 4 = 2> > 0. En la segunda isoclina ¢ = 0y 2/ = 3*> > 0.
Ademds z’ > 0 siempre que o bien y > 0 e y > x o bien y < 0 e y < z. En caso contrario ' < 0.
Similarmente iy > 0siobienxz >0y z >y obienx <0y z <y, ey <0 en caso contrario.

Calculamos las integrales primeras mediante la ecuacién

que integrando

nos da

que es la familia de circunferencias concéntricas centradas en (0,0). Cada circunferencia corta a
la recta de puntos criticos en dos puntos, por lo que cada isoclina da lugar a cuatro érbitas: dos
)
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puntos criticos y dos arcos de circunferencia, como muestra el diagrama

AW
!
,/

(b) Se observa del diagrama que los puntos de la recta tal que x < 0 son inestables mientras
que si x > 0 son estables, aunque no asintéticamente estables.
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Dado el circuito de la figura se pide:

10 H 30 H
A AN AN
15V Q 10 Q 10 Q
) [ 12
?1 i3

(a) Probar que

{ i) = —iy +1i3 + 3/2,
' __ 1, 5,
3 = 521 — 523.

(b) Determinar lim;_, o i2(t).

Solucién. (a) Como la suma de las intensidades entrantes en cada nudo coincide con la suma
de las salientes tenemos que
i1 = 19 + 3.
Por otra parte, suponiendo que el sentido de la corriente es contrario a las agujas del reloj, tenemos
en el subcircuito de la izquierda que

V(t) = VLl + VR1>

y en el de la derecha
0=—Vg, + Vg, +Vi,,
donde R; = 1092, Ry = 4012, L, = 10H y Lo = 30H. Sustituyendo los datos tenemos el sistema

15 = 10i} + 10is,
0 = —10¢3 + 40i5 + 3045.

Sustituyendo i = i1 — 73 y simplificando tenemos

{ il = —iy + i3 +3/2,
! :
3

; 1, 5
] 521 — 323.

(b) Escribimos el sistema de foma matricial

()=~ () (),

donde
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Calculamos los valores propios de la matriz con la ecuacién

p(t) = _1%_t _gl_t‘:tz—l-gt-l-%:(),
y
t:—gi %—E—ﬁz_gig
2 373

por lo que los valores propios son —2 y —2/3. Como ambos son negativos se verifica que

. tA C1 o 0
tlLIQJe (CQ)_<O>

para todo (ci,c2) € R%. Por otro lado, proponemos como solucién del sistema no homogéneo
i1p(t) = A e i3,(t) = B, cuyas derivadas son nulas y sustituyendo en el sistema no homogéneo

0=—-A+B+3,
0=3A—-2B,

de donde A =15/8 y B = 3/8. Entonces

i (3) =t (e (2)+(5)) = (

lim ip(f) = Tim (iy (£) — d5(t)) = = — g N

t—o0 t—o0 8

Por tanto

Sea f : R? — R una funcién continua y consideremos el problema de condiciones iniciales

{ y' = f(z,9),
y(0) = 0.

JPuede afirmarse que dicho problema tiene solucién tnica? Razona la respuesta.

Solucién. La afirmacién es falsa. Basta considerar el problema
{ y = 3y*/3,

2/3 yna funcion continua. Resolvemos la ecuacién

3 [ ota) oy @) = [ do,

siendo f(y) = 3y

y
Ug:m—i—c,

y(z)
de donde

y(x) = (z +c)®.
Teniendo en cuenta que y(0) = 0 = ¢, tenemos que ¢ = 0 e y(x) = 23 es solucién del problema.
Por otra parte, es facil ver que y(x) = 0 también es solucién, por lo que dicho problema no tiene
solucién tnica. (Nota: este ejercicio reproduce un ejemplo de la teoria).

3
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Capitulo 24

26—6—2005

Enunciado

1. (2.5 puntos) Consideremos los subespacios de R?

S ={(z,y,2) €R*: x — 2ay — az = 0}

7 = L[(—1,-1,a)],

donde a es un pardmetro real.

(a) Calcular la dimensién de S +7 y SN 7 en funcién de a.
(b) Hallar, si existen, los valores de a para los cuales S y 7 son ortogonales.

(c) Para a = 1, dar la matriz respecto de las bases canénicas de alguna aplicacién lineal
f : R? — R3 que tenga al subespacio 7 como niicleo.

(d) Para a = —1, hallar la expresién de la proyeccién ortogonal de R? sobre el subespacio
S.
2. (2.5 puntos) Sea la matriz
0 —a a
A=|0 -1 1],
0 —a a

donde a es un parametro real.

(a) Estudiar si A es diagonalizable en funcién de a.
(b) Sia=1/3, jcudl es el limite de A™ cuando n tiende a +00?

(c) ;Existe alguna matriz B tal que A - B sea invertible?

3. (2.5 puntos) Sean los vectores u; = (0,1,—1,1), uy = (1,-2,0,a), uz = (a,—1,—-1,2) y
uy = (2,-3,—1,3), donde a es un parametro real.

(a) Hallar los valores de a para los cuales uj, us y usz son linealmente dependientes.

(b) ;Para qué valores de a el éngulo que forman u; y us es igual a 7/67

291
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(c) Sia =1, calcular las ecuaciones implicitas del subespacio £[uy, uz] N L[us, uy] y de su
ortogonal.

. (2.5 puntos) Sea f(z,y,2) = (—z+y+az,x —y— z,ar —y — z) de R® en R3, donde a es
(

un parametro real.

(a) Hallar los valores de a para los cuales —2 es valor propio de f.
(b) Hallar los valores de a para los cuales el vector (1,0, 1) es un vector propio de f.

(¢) Sia = —1, calcula las ecuaciones implicitas de la imagen de f y una base ortonormal
del niicleo.

(d) ;Hay algin valor de a para el cual f tenga valores propios complejos no reales?

. Resuelver las ecuaciones y problemas de condiciones iniciales:

(a) (1.5 puntos) 2’ = —x + 5y + 1,y = —x + y + €' con las condiciones iniciales z(0) =
0,y(0) = 1.

(b) (1 punto) y" + 3y’ + 2y = te~* + cost, y(0) = y'(0) = 0.

(2.5 puntos) En un circuito eléctrico RLC en serie realimentado con un diodo la intensidad
x y la diferencia de potencial en los extremos del condensador y verifican el sistema diferencial

/

x' =y + ar — arctan z,
Yy = —,

donde a > 0.

(a) Halla los puntos criticos del sistema anterior, determina los valores de a para los que
dichos equilibrios son hiperbdlicos y estudia su estabilidad para tales valores.

(b) Dibuja de manera aproximada el espacio de fases del sistema linealizado en (0, 0) cuando
a=2.

(2.5 puntos) Un depésito de 100 litros de capacidad contiene 20 litros de agua en la que
hay disueltos 10 gramos de sal. A partir de cierto instante se vierten en el depdsito 4 litros
por minuto de agua que contienen 2 gramos de sal por litro, mientras que se deja salir la
disolucién bien mezclada a un ritmo de 2 litro por minuto.

(a) Deducir de manera razonada que la cantidad de sal en el depdsito en cada instante es
solucién de la ecuacién diferencial @’ =8 — /(10 + t).

(b) Hallar z(t) y di cuél es la concentracién de sal en el momento en que el depdsito se
llena.

(c) Sila cantidad de agua que sale fuese de 6 litros por minuto, ;cudl sera la concentracién
de sal justo en el momento en que el depdsito se queda vacio?.

(2.5 puntos) Consideremos la ecuacién (x? — 2xy) + (xy — 2y*)y’ = 0.

(a) Demuestrar que la ecuacién tiene un factor integrante que depende de x — 2y.



293

(b) Resolver la ecuacién con la condicién inicial y(0) = 1.
(c) (Puedes hallar la solucién con la condicién inicial y(1) = 07
(d) Dibujar de manera aproximada el espacio de fases del sistema

o' =y — 27,
y' = 2xy — 22
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Examen resuelto

Consideremos los subespacios de R3

S ={(z,y,2) €R®: x — 2ay — az = 0}

donde a es un parametro real.

(a) Calcular la dimensién de S+7 y SN 7 en funcién de a.
(b) Hallar, si existen, los valores de a para los cuales S y 7 son ortogonales.

(c) Para a = 1, dar la matriz respecto de las bases candnicas de alguna aplicacion lineal
f : R? — R3 que tenga al subespacio 7 como niicleo.

(d) Paraa = —1, hallar la expresién de la proyeccién ortogonal de R? sobre el subespacio

S.

Solucién. (a) Calculamos en primer lugar las ecuaciones de 7, teniendo en cuenta que
(x,y,2z) € T siy sélo si existe A € R tal que (z,y,2z) = A(—1,—1,a), lo que da lugar a las
ecuaciones paramétricas

T ==\,
y=-\ AER,
Z = a\,
y al calcular los rangos
-1 =z —1 T
—1 Y — Fh—Fy 0 y—r )
a | z Fstahy 0 | z—ax

y para que los rangos sean iguales a 1 ha de verificarse que x =y y z = ax, por lo que
T ={(z,y,2) €ER* v =y, z=azx}.
Entonces (z,y,2) € SN T siy solo si satisface el sistema

r —2ax —az =0,

x—y =0,
ar —z =0,
que al resolverlo

1 2¢ —a | O 1 2a —a 0
1 -1 0 0 — PR 0 —1—2a a 0
a 0 —1|0 el \ 00 —2a2 a®>—11] 0
1 2a —a | 0
Foplee g 0 —21 —2a a 0
a;éa0 0 ¢ 7ia71 0 0
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Si a = 0, el rango es tres y por tanto S N7 = {(0,0,0)} y su dimensién es nula. Si a # 0
resolvemos la ecuacién
a>—2a—1=0,

de donde

24+ i+4
5 T 1A

Entonces si a # 14 /2 el rango de la matriz es tres y de nuevo SN7 = {(0,0,0)} y su dimensién
es nula. Si a =1+ /2, entonces el rango es dos y

SNT ={(z,y,2) ER® 12+ (2+2V2)y — (1 +V2)z =0, —(3+2V2)y + (1 + v2)z = 0},
y la dimensién es no. Similarmente si @ = 1 — /2, entonces el rango es dos y
SNT ={(z.y,2) R 1o+ (2-2V2)y - (1= V2)2 =0, —(3 - 2v2)y + (1 - V2)z =0},

y la dimensién es uno.
Respecto a la suma, tenemos que el subespacio S tiene por ecuaciones paramétricas

r = ap — 2a\,
y=A A u€ER,
Z =,

por lo que (z,y,z) = A\(—2a,1,0) + p(a,0,1), A\, u € R, y por lo tanto una base de S es Bs =

{(-2a,1,0), (a,0,1)}.
Como
dm(S§+7)=dimS+dim7 —dim(SN7T)=3—-dim(SN7T),

por lo que su dimension serd tres si a # 1+ /2 y dos en caso contrario.
(b) Para que sean ortogonales basta que lo sean obre una base de los mismos, es decir

o equivalentemente

por lo que seran ortogonales si a = —1/2.
(c) Una base de 7 es {(—1,—1,1)}, y la completamos a la base de R?, obteniéndose B =
{(1,0,0),(0,1,0),(—1,—1,1)} y supongamos que nuestra aplicacién satisface por ejemplo
£(1,0,0) = (1,0,0),
£(0,1,0) = (0,1,0),
f(~1,-1,1) = (0,0,0),

por lo que si C denota la base canénica de R?, se tiene que

Mes(f) =

o O =
o = O
o O O
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y
Mec(f) = Mes(f) - Mpe(i),
donde
1 0 -1
Mlgc(i):[MCB(i)]ilz 01 -1 ,
00 1
y al calcular la inversa
10 -1]100 1 00101
01 -1{010]—=p+m|[O01TO0]01T1],
00 1 |/001 B\ g0 110 0 1
y
1 01
Mge(i)=| 0 1 1
0 01
Entonces
1 00 1 01 1 01
Mce(f)=1 0 1 0 011 )]=101T1]/,
0 0O 001 0 00
y la aplicacion lineal es
T ! 1 01 T !
f(l‘,y,Z) = MCC(f) Yy = 01 1 Y
z 00 0 z
= (z+2z,y+20).

(d) Una base de S es Bs = {(2,1,0),(—1,0,1)}. Buscamos primero una base ortogonal O =
{v1,v2}, donde v; = (2,1,0) y

((—1,0,1),(2,1,0))
((2,1,0),(2,1,0))

Una base ortonormal es N' = {uy, us} donde

vo = (—1,0,1) —

2 12
2,1,0) =(—-1,0,1 -(2,1,0) =(—=,=,1].
21,00 = (10.1)+ 31,0 = (~3.3.1)

1 V5
= v, = ~2(2,1,0
u]. ||V1||V1 5 ( Y 7 )7
W= oy, =312

La proyeccion ortogonal es

p(z,y,2) = <(93,y72),§(2,1,0)>g(ZLOH<(x,y,2),

1 5 2 12
= g(2x+y)(2,1,0)+6 (—z—l——y—l—z> (——

1 1
= (§oo+ -2 gyt gloa ).
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Sea la matriz

0 —a a
A= o -1 1],
0 —a a

donde a es un parametro real.

(a) Estudiar si A es diagonalizable en funcién de a.

(b) Sia=1/3, jcudl es el limite de A" cuando n tiende a +00?

(c) ;Existe alguna matriz B tal que A - B sea invertible?

Solucién. (a) Calculamos los valores propios con la ecuacién

—t —a a
pt)=] 0 —-1—-t 1 |=—t*(t+1-a)=0,
0 —a a—t

y distinguimos los siguientes casos:

e Sia =1, entonces 0 es el uinico valor propio de A y como su micleo no es R?, no puede ser
diagonalizable.

e Sia # 1, entonces los valores propios son 0, doble, y a—1, simple. Para que sea diagonalizable
debe cumplirse que dim Ker(A) = 2. Calculamos este niicleo con el sistema

0 —a a T 0
0 -1 1 . Y = 0 1,
0 —a a z 0

de donde Ker(A) = {(z,y,2) € R*: y = z}, y una base es {(1,0,0),(0,1,1)}, por lo que la
matriz es diagonalizable.

(b) Si a = 1/3, entonces el valor propio simple es —2/3 y calculamos Ker(A—2I3) mediante el
sistema

2 11
(A—g]:g) “ly =10 —3 1 y |=101,
z 0 —% 1 z 0
con lo que las ecuaciones paramétricas son
T =\,
y=3\, AeR,
z2=A,

por lo que (z,y,2) = X\(1,3,1), A € R, y una basees {(1,3,1)}. Asi B={(1,0,0),(0,1,1),(1,3,1)}
es una base de vectores propios y

A=P.-D.-P !,
donde
00 O
D=1 00 0 ,
00 —%
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1 01
P={(01 3],
011
y calculando la inversa
1011100 1 0 1 1 0 0 10110 O
013010 — mr| 01 3 010—>_%F3013010
01 1]001 00 =20 -1 1 OOlO%—%
1
1001 —5 %
— mar | 01 0 0—% % ,
A \oo01]0 & -1
de donde
1 -1 1
» i ]
0 3 —3
Entonces
A" = P.D".pP!
DO\ (000N (1 od d (0 (A gy
= lora)foo o fo -l E =0 dedr Sl ),
o11) \oo ) Vo8 ) Lo ded Ity
y finalmente
0 5 (=3)" 5(=3)" 000
lim A" = lim | 0 %(—%) %(‘%) -1l 000
0 3(=3)" 3(=3) 000

(c) Dado que |A| =0, s tiene que
|A-B| = |A]-[B| =0,

por lo que A - B no puede ser invertible.

Sean los vectores u; = (0,1,—1,1), uz = (1,-2,0,a), uz = (a,—1,—-1,2) y uy =
(2,-3,—1,3), donde a es un pardmetro real.

(a) Hallar los valores de a para los cuales u;, us y usz son linealmente dependientes.
(b) ;Para qué valores de a el éngulo que forman u; y us es igual a 7/67

(c) Sia =1, calcular las ecuaciones implicitas del subespacio L[uy, us] N Llus, uy] y de
su ortogonal.

Solucién. (a) Calculamos el rango de la matriz

1 -2 0 a 1 -2 0 a 1 -2 0 a
01 =11 |=parn|0 1 -1 1 |=pmeeom|0 1 -1 1
a —1 —1 2 0 2a—1 -1 2—a? 0 0 20—2 3—2a—a?
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y resolvemos la ecuacién a? + 2a — 3 = 0, de donde

2+ It 12
a= 2*_ = —1+2,

cuyas soluciones son —3 y 1. Distinguimos entonces los siguientes casos:

e Sia = —3, el rango es tres y son linealmente independientes.
e Sia =1, el rango es tres y son linealmente dependientes.

o Sia¢ {—3,1}, el rango es tres y son linealmente independientes.

(b) Calculamos
T

(ur, uz) = [[wi]] - [[uz]] cos 5

3
a—2=+3V5+ a2—\g_,
o equivalentemente
9
a’® —4a+4 = 1(5—{—@2),

y simplificando
5a2 4+ 16a — 7 =0,

y asi

a_;46iw%6+Mﬂ_—8i3Jﬁ
B 10 B 5 ‘

(c) Un vector (z,y, z,t) € L{uy, uy] si y sélo si existen A,y € R tal que
(x,y,2,t) = A0,1,—1,1) + u(1,-2,0,1),

que da lugar al sistema compatible

T =W,
y=A—2yu,
z= =\,
t= A+ p,

y al calcular los rangos de las matrices del sistema

0 1 T 0 1 T 00 rT—z—1

1 -2y . 0 -3 | y—t - 0 0| y+32+2t
-1 0 | 2 Pl o 1| 24t Btsts 1 o1 4t ’
1 1 t 1 1 t 11 t

y para que ambos rangos sean dos * — 2z —t = 0 e y + 32 + 2t = 0, que son las ecuaciones del
subespacio.
Un vector (z,y, z,t) € L]ug, uy] si y sélo si existen A\, u € R tal que y

(x,y,2,t) = A(1,-1,—-1,2) + u(2,-3, -1, 3),
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que da lugar al sistema compatible

x=A+2pu,
y=—A—3u
ZZ_A_M?
t=2\+3u,
y al calcular los rangos de las matrices del sistema
1 2 x 1 2 x 1 2 x
-1 -3 |y . 0 -1| y+=x R 0 —1 y+z
-1 -1 2 Pl o 1| 242 P2l o 0| 24224y |2
2 3 |t =2l \ 0 —1| t—22 0 0 | t—y—3z

y para que ambos rangos sean dos 2x +y + 2z = 0 e 3x +y —t = 0, que son las ecuaciones del
subespacio.
Un vector (z,y, z,t) € L[ug, us] N L]ug, uy] si y solo si satisface el sistema

r—z—1t=0,

y+3z+2t=0,

2r+y+2=0,

3r+y—1t=0,

que al resolverlo

10 -1 =110 10 -1 =110
01 3 2 0 . 01 3 2 0
21 1 oo BiERlo1r 3 200
31 0 —-110 01 3 2 0

por lo que L{uy, up] N L[ug, ug] = L[uyg, us].
Un vector (z,vy,2,t) € (L[uy, us] N Luz, uy])* siy sélo si

{ ((x,y, Zat)v (07 1, -1, 1)> =0,
<<£L’, Y, z, t)? (17 —2,0, 1)> =0,

por lo que las ecuaciones son y —z+t =0y x — 2y +t = 0.

Sea f(x,y,2) = (—x+y+az,r —y—z,ax —y —2) de R en R3, donde a es un pardmetro
real.

(a) Hallar los valores de a para los cuales —2 es valor propio de f.
(b) Hallar los valores de a para los cuales el vector (1,0, 1) es un vector propio de f.

(¢) Sia = —1, calcula las ecuaciones implicitas de la imagen de f y una base ortonormal
del nicleo.

(d) ;Hay algin valor de a para el cual f tenga valores propios complejos no reales?

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R?, se verifica que

-1 1 a
Mec(f) = 1 -1 -1
a -1 -1
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Entonces —2 serd valor propio si el sistema

T 1 1 a T 0
(Mcc(f) + 213) . Y = 1 1 —1 . Y = 0
z a —1 1 z 0

tiene una solucién distinta de la nula. Al resolverlo

1 1 a |0 1 1 =110 1 1 -1 0

1 1 =110 )—=mxnn| 1 1 a |0 ]| —=pmnr 0 0 a+1| 0 |,

a =1 1[0 a -1 1[0 Fsmeli \'0 —1—a 1+a| O
tenemos que la solucién puede ser distinta de la nula si y sélo si a = —1.

(b) Ocurrird si y sélo si existe A € R tal que

-1 1 a 1 A
1 -1 -1 0Ol1=101],
a -1 —1 1 A
que da lugar al sistema
—1l+a=A\,
{ a—1=AM\,

de donde A = —\ y por tanto A =0y a = 1.
(¢) Calculamos en primer lugar el niicleo mediante el sistema

-1 1 -1 x 0
1 -1 =11ty |=1{01,
-1 -1 -1 z 0
que al resolverlo
0 -1 1 =110

—1 —1 0| —=mm | 0 0 =2]0],
1 =110 Fs— 0 -2 0] 0

por lo que Ker(f) = {(0,0,0)} y por tanto no tiene ninguna base. Entonces
dimImf = dimR?® — dim Ker(f) =3 -0 =3

eImf =R3.
(d) No, dado que la matriz de f respecto de la base canénica es simétrica.

Resolver

¥ =—-x+5y+1,
y=—z+y+e

con las condiciones iniciales z(0) = 0,y(0) = 1.

Solucion. Escribimos el sistema en forma matricial
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-1 5
A- ( o ) .
Calculamos los valores propios de la matriz con la ecuacién

—1-—t 5
p(t):‘ 1 1_t‘:t2—|—4:(),

donde

de donde los valores propios son +2¢. Calculamos ahora

1 . ai i as . (CLl + ag)t + 2ia1 — 2ia2
p(t) t—2 t+2i p(t) ’
e igualando coeficientes
ay + as = O,
2ia1 — 2iay = 1,
de donde a1 = —ay = %. Por otra parte
p(t) :
t) = =t+4+2
@(t) p_o; e
p(t) .
t) = =t — 21.
ell) = 7 !
Entonces

et = eai(A) - qu(A) + e Pay(A) - ga(A)
#2i —t2i

= 642. (A +2iL) — ——(A — 2iL,)

e =142 5 e/ -1-2 5
44 -1 1+2i 44 -1 1—2i

B l _(et2i _ 67t2i> + 2i(6t2i + 67t2i) 5(et2i _ 67t2i)

Y (et — e 12) (€2 — e 120 4 2j(ef? 4 et2)
_ 1/ —sin(2t) + 2cos(2t) 5 sin(2t)

2 — sin(2t) sin(2t) + 2 cos(2t) )’

y la solucién del sistema homogéneo es

zp(t) \ 1 [ —sin(2t) +2cos(2t) 5sin(2t) ¢
( yn(t) ) 2 ( — sin(2¢) sin(2t) + 2 cos(2t) ) ' ( 2 ) '
Proponemos como solucién particular del sistema no homogéneo z,(t) = A+ Be' e y,(t) = C+ De',
que dervadas 2(t) = Be' e y,(t) = De, y sustituidas en el sistema nos daz’ = —x + 5y + 1,
Yy =—x+y+e
Be! = —A — Be! +5C + 5Det + 1,
{ Del = —A — Be! + C + Det + ¢,

e igulando coeficientes obtenemos el sistema

2B + 5D =0,
A—5C =1,
B=1,

A-C=0,
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de donde B=1, A=C =-1/4y D = —2/5. La solucién general del sistema no homogéneo es
por tanto

z(t) \ 1/ - sin(2t) + 2 cos(2t) 5 sin(2t) s N _i 1ot
y(t) ) 2 — sin(2t) sin(2t) + 2 cos(2t) Co 12 )
Utilizamos las condiciones iniciales
z(0) _ (0 _ [ a i %
y(0) 1 C2 ;3
para obtener ¢; = —3/4 y ¢3 = 33/20. La solucién del problema de condiciones iniciales es

{ x(t) = 98111(2t) -2 cos(?t) -
z(t) =

1
1
) = 2sin(2t) — B cos(2t) — 7 — 2e".

Resolver

"+ 3y + 2y = tet + cost
0) ='(0) =0.

(s

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea mediante la ecuacién caracte-
ristica

t*+3t+2=0,

de donde
. —3+v9-8 —3+1
N 2 2

y las soluciones son —2 y —1, por lo que
yn(t) = cre™® + coe .

Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea y,(t) = (At? + Bt)e '+ C cost + Dsint.
Derivando dos veces

yp(t) = (= At? + (2A — B)t + B)e " — Csint + D cost,

y,(t) = (At* + (B — 4A)t +2A — 2B)e" — C cost — Dsint,
y sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando

(2At +2A+ B)e " + (3D + C) cost + (D — 3C) sint = te™" + cost,

e igualando coeficientes

24 = 1,
24+ B =0,
3D+ C =1,

D —-3C =0,
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yA=1/2, B=-1,C =1/10 y D = 3/10, por lo que la solucién general de la ecuacién no
homogénea es

1 1 3
y(t) = cre 4+ et + <§t2 — t) et 4+ 0 cost + 10 sint.

Utilizamos las condiciones iniciales, derivando previamente la solucién

1 1 3
Y (t) = —2cie® — cpet — (§t2 + 1) et — 0 sint + T cost,

y
y(0) =0=c1 4 2 + 35,
y'(0) =0=—2c; — ¢ — 15,
de donde ¢; = —3/5 y ¢o = 1/2, y la solucién del problema de condiciones iniciales es
3 1 1 1 3
y(t) = _367215 + 567t —+ <§t2 — t) eft + 1—0 cost —+ 1—0 Sint.

En un circuito eléctrico RLC en serie realimentado con un diodo la intensidad z y la
diferencia de potencial en los extremos del condensador y verifican el sistema diferencial

2’ =y + ax — arctan x,
y = —,

donde a > 0.

(a) Halla los puntos criticos del sistema anterior, determina los valores de a para los
que dichos equilibrios son hiperbdlicos y estudia su estabilidad para tales valores.

(b) Dibuja de manera aproximada el espacio de fases del sistema linealizado en (0, 0)
cuando a = 2.

Solucién. (a) Los puntos criticos se calculan con el sistema

0 =y + ax — arctan z,
0= —uz,

de donde vemos que (0, 0) es el tnico posible. La matriz jacobiana es

1
Jf(:v,y)Z(a R (1)),

J£(0,0) = ( a__ll é ) ,

cuyos valores propios se calculan de la ecuacién

p(t) = ] _t =t?+(1—a)t+1=0,

a—1—t 1‘



305

de donde
Ca—1£/(a—1)—4

Distinguimos los siguientes casos:

e Si(a—1)2—4 > 0, entonces los valores propios son reales. Nétese que esta condicién equivale
a a2 —2a—3>0. Sicalculamos

24 A+12
a:—+:1j:2,

vemos que se satisface si a € (3,00). En este caso ambos valores propios son positivos, por
lo que el punto critico es hiperbdlico y por el Teorema de Hartman—Grobmann es inestable.

e Si (a —1)? — 4 < 0, entonces los valores propios son complejos. En este caso a € (0,3) y la
parte real de los valores propios es %1, por lo que el punto critico serd hoperbdlico si a # 1,
siendo asintéticamente estable si a < 1 al ser entonces la parte real negativa, e inestable si
a> 1.

(b) El sistema linealizado es

y = —u.

(ociv
Es fécil ver que (0, 0) es el inico punto critico del sistema que tiene por isoclinas las rectas z+y = 0
y x = 0. En la primera 2’ = 0 e y = —z, que serd positivo si x < 0 y negativo en otro caso. En la
segunda isoclina ¢y’ = 0 y ' = y, que serd positivo si x > 0 y negativo en otro caso. Calculamos
los valores propios de la matriz del sistema mediante la ecuacién

B 1—¢t 1 2 B
p(t)—‘ 1 _t‘—t t+1=0,
de donde
. 1+1—4 1i,¢§
= —_—— — — 11—
2 2 2’

por lo que las soluciones seran de la forma

(30 )= (- (v )+ (Smievala) )
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por lo que son soluciones espirales que aumentan en médulo debido a que la parte real de los
valores propios es positiva. Tenemos entonces el diagrama

| |

Un depésito de 100 litros de capacidad contiene 20 litros de agua en la que hay disueltos
10 gramos de sal. A partir de cierto instante se vierten en el depésito 4 litros por minuto
de agua que contienen 2 gramos de sal por litro, mientras que se deja salir la disolucién
bien mezclada a un ritmo de 2 litro por minuto.

(a) Deducir de manera razonada que la cantidad de sal en el depésito en cada instante
es solucién de la ecuacion diferencial ' = 8 — /(10 + ¢).

(b) Hallar x(t) y decir cudl es la concentracién de sal en el momento en que el depdsito
se llena.

(¢) Sila cantidad de agua que sale fuese de 6 litros por minuto, jcudl serd la concen-
tracion de sal justo en el momento en que el depdsito se queda vacio?

Solucién. (a) Sea x(t) la cantidad de sal en cada instante. Entonces
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y la de salida es

s =2 >
? 20 + 2¢
y sustituyendo
/ (1)
t)=8— .
z(®) 10 + ¢
(b) Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea integrando
"t dt
JEC Ty
x(t) 10 + ¢

con lo que
log z(t) = —log(10 + t) + ¢,

o equivalentemente

k
z(t) = ——, k=¢€"
10 +-¢
Proponemos una solucién de la ecuacién no homogénea de la forma z(t) = %_?t, derivamos una
vez " "
t t
- KO kO
10+t (104 t)?
y sustituimos en la ecuacién no homogénea y, simplificando obtenemos
K'(t
0 _
10+t
y asi
k(t) =8 /(10 +t)dt = 4(10 +t)* + ¢,
por lo que la solucién de la ecuacién no homogénea es
(t) = —— +4(10 + t)
z(t) = —— .
10+t
Utilizamos la condicién inicial para obtener
(0) =10 = 40 + =
€T = = —_—
10’
de donde ¢ = —300 y por tanto la solucién del problema de condiciones iniciales es
300
t) = ——+4(10 4+ 1).
o) = ~qg g TA10FD)

El depdsito estard lleno cuando el volumen V (ty) = 20 4 2ty = 100, o sea to = 40 minutos. La
cantidad de sal serd entonces

x(40) = —6 + 200 = 194 gramos.

(c) Si el deposito esta vacio la concentracién es nula porque no hay mezcla.



308 CAPITULO 24. 26-6-2005

Consideremos la ecuacién (22 — 2zy) + (zy — 2y%)y’ = 0.

a) Demuestrar que la ecuacién tiene un factor integrante que depende de x — 2y.

(a)

(b) Resolver la ecuacién con la condicién inicial y(0) = 1.

(c) ;Puedes hallar la solucién con la condicién inicial y(1) = 07
)

(d) Dibujar de manera aproximada el espacio de fases del sistema

' =zy —2y°,
y = 2xy — 2°.

Solucién. (a) Sean P(z,y) = 2% — 2zy y Q(x,y) = xy — 22, y escribamos las ecuaciones de
factor integrante

oP ol

e ule) + Pla) S wy) = 52

0
(@, )ule,y) + Qe,y) 5 (@.y)
y utilizando que p(z — 2y), se tiene

—2zp(x — 2y) — 2(2® = 2wy (x — 2y) = yp(z — 2y) + (zy — 20%)p' (x — 2y),

de donde
—(y + 2x)(z — 2y) ' (x — 2y) = (y + 2x)pu(x — 2y),

y si t = x — 2y, entonces simplificando e integrando

/u/(t)dt: _ [t

() t’
con lo que
log u(t) = —logt,
y asi
(o) = —
x— = )
1 R —

(b) La ecuacién
% — 2xy +xy—2y2 ,

x—2y x—2y y=0
es exacta por lo que existe f(x,y) tal que
of x? — 2xy
%(% y) :z:——2y =Z,
of zy — 2y°
a—y(l’a y) = x——2y =Y.

Utilizando la primera condicién
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Derivando respecto de y esta expresién y sustituyendo en la segunda condicion
9'y) =y,

de donde ¢(y) = y; y la funcién es f(z,y) = %2 + y—;, con lo que las soluciones son de la forma

1.2 y2
PR

Utilizando la condicién inicial ¢ = 1/2, y la solucién sera
y(x) = V1 — 22

(c) No debido a que no se satisface el teorema de la funcién implicita para la ecuacién algebraica
2?2 +y? =k.

(d) Ya sabemos que las integrales primeras son circunferencias concéntricas x? + y*> = k.
Calculamos los puntos criticos mediante el sistema

0=wy —2y* = y(z — 2y),
0=2zy—2*=2(2y — 1),

de donde los puntos de la recta x — 2y = 0 anulan ambas ecuaciones y ésta es por tanto una recta
de puntos criticos. No existen méas puntos criticos. Las isoclinas son las rectas y =0y z = 0. En
la primera 2’ = 0 e y' = —222, por lo que ¥/ < 0. En la segunda v/ = 0 y 2’ = —2y2, por lo que
x' < 0. Por otra parte, démonos cuenta que 2’ > 0siobieny >0y x > 2y obienz < 0y z < 2y,
y serd ' < 0 en otro caso. Similarmente ¢y’ > 0 sio bien z >0y 2y >z obien z <0y 2y < x,
siendo 2’ < 0 en otro caso. Tenemos entonces el diagrama
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Capitulo 25
9-9-2005

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

Y CoS T
W; y(O) =1

(b) (3 puntos) 3" — 4y’ = ¢ 2 + cos .

(a) (2 puntos) y' =

(c¢) (5 puntos) 2’ = —y; ¥ = z, 2/ = —r —y+ 2. Estudiar ademds la estabilidad del punto
critico del sistema.

2. Dado el sistema homogéneo
¥=y—u,
Yy =2x—2y,
se pide

(a) (4 puntos) Obtener el diagrama de fases del mismo.

(b) (1 puntos) ;Son estables los puntos criticos? ;Son asintéticamente estables?

3. (5 puntos) Una enfermedad virica se propaga en un organismo a una velocidad proporcional
a la cantidad de virus presentes en el organismo. Si a las 10 de la mafiana habfan 10® virus
y esta cantidad se duplicé una hora después, calcular a qué hora empezé la enfermedad (se
dice que un organismo estd enfermo si la cantidad de virus excede de 10?).

4. Consideremos el sistema
v =y+e(x? +9?)
Yy =—r+e(rvy +y)

Se pide:

(a) (7 puntos) Estudiar la estabilidad del punto critico del sistema (0,0) en funcién del
pardmetro .

(b) (3 puntos) ;Pueden tender a (0,0) una solucién del sistema con € = 07 ;jPuede tener
modulo arbitrariamente grande? Razona tus respuestas.

311



312 CAPITULO 25. 9-9-2005

5. Sea la aplicacién lineal f : R — R3 dada por
f(z,y,2) = (x+aly+2),y+alz+2),z+a(x+y), aeR

(a) (1 punto) Calcular la matriz Mcc(f) de f en la base canénica de R3.

(b) (3 puntos) Calcular las ecuaciones implicitas y bases del nicleo y la imagen de f en
funcién de a.

(¢) (3 puntos) Determinar para qué valores de « la matriz obtenida en el primer apartado
es diagonalizable.

(d) (3 puntos) Razonar la validez o falsedad de la siguiente afirmacién: para a = 1 existe
una matriz invertible P tal que

Mec(f) =P - P

o O O
o O O
w o O

6. Sea el espacio vectorial R* dotado con el producto escalar usual y sea W = {(z,v, 2,t) €
R*: z + 2y + 3z + 4t = 0}.

1 punto) Comprobar que W es un subespacio vectorial de R*.

(a
(b
(c
(d

) (
) (3 puntos) Obtener una base ortonormal de W.

) (3 puntos) Obtener el subespacio ortogonal a W.

) (3 puntos) Obtener la expresién de la proyeccién ortogonal de R* sobre WW. Calcular
el niicleo y la imagen de dicha aplicacion.

7. (6 puntos) Dos empresas A y B de refrescos se disputan un mercado de 100 millones de
consumidores. Cada afio uno de cada tres consumidores de cada refresco cambia de marca.
Si z, e y, denotan el nimero de consumidores de los refrescos de las empresas A y B,

respectivamente, demostrar que
)
3 Yn

(o)~

y calcular el lim,, ., x, si inicialmente habia 30 millones de personas tomando el refresco de
la empresa A.

Wl o

8. Determinar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) (2 puntos) Existe una matriz invertible P tal que

-P7h

= O

1 11
3 1=P-1 10
4 01

=N DN
ot W N

(b) (2 puntos) Si el sistema A -x = b, A € M,«,(R) y b € M,;(R), es compatible
determinado, entonces la matriz asociada A es diagonalizable.
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Examen resuelto

Resolver

Solucién. Integramos para resolver la ecuacion

/ 1+ 2y(x)?

") y’(x)dx:/cosxdx,

de donde
logy(z) + y(r)? =sinz + c.

Con la condicién inicial 1 = ¢, con lo que la ecuacién
log y(x) + y(x)? = sinz + 1

definie implicitamente la solucién del problema de condiciones iniciales.

Resolver

Solucién. Resolvemos primero la ecuaciéon homogénea mediante la ecuacién caracteristica
0=2%—4d2 = x(2* - 4),
cuyas soluciones son 0 y +2. La solucién de la ecuacién homogénea es por tanto
2x

yn(z) =1 + €% + cze”

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(z) = Aze * + Bcosz +
C'sin z, derivamos tres veces

yr(z) = (—2Az + A)e ** — Bsinz + Ccos z,
yo(z) = (4Az — 4A)e > — Beosz — Csinz,
yo'(z) = (—8Ax 4 12A)e™ " + Bsinz — C cos
sustituimos en la ecuacién no homogénea y simplificamos
8A4e™?® + 5Bsinz — 5C cosz = e 2% + cos ,

e igulando coeficientes
8A =1,
5B =0,
—5C =1,
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y facilmente A =1/8, B=0y C = —1/5 y la solucién general de la ecuacién no homogénea es
2x —2x 1 —2x 1 .
yn(z) = 1 + ce™ + c3e” " + gxe — sin z.

Resolver ' = —y; ¢ = 2, 2/ = —x — y + 2. Estudiar ademds la estabilidad del punto
critico del sistema.

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

ISR S
|
>

INEENSE

donde

A= 0 0 1
-1 -1

Calculamos los valores propios mediante la ecuacién

—_

—t =1 0
pt)=] 0 —t 1 |=-34+2—t+1=0,
-1 -1 1—-t¢
que por el método de Ruffini
-1 1 -1 1
1 -1 0 -1
-1 0 -1 0

obtenemos que 1 es solucién, mientras que las otras dos se obtienen a partir de t* + 1 = 0, y son
por tanto +i. Calculamos ahora

1 ai Qo as (a1 + as + Clg)t2 —((1— i>a2 + (14 4)az)t + a; —ias + iag)
= + -+ - = ,
p(t) t—1 t—i t+i —p(t)

e igualando coeficientes tenemos el sistema

CL1+CL2+CL3:O,
(1= i)ag + (1 +14)az =0,

a; — tas +taz3 = —1,
que al resolverlo
1 1 1 0 1 1 1 0
0 1—¢ 1+4 0 — pp | 0 1—i 144 0
1 —i i —1 0 - 1—¢ =144 | —1
1 1 1 0
= pelfip 0 1—4 141 0 ,

0 0 —-2+2¢| -1
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de donde ag = —} (1 +1), as = —3 (1 — i) y a1 = 3. Por otra parte

w) = 2o i)
o(t) = f(_’f)i:—(tz—u—z’)t—z’),
g(t) = f$>i:—(t2—(1+i)t+i).

Entonces

et = dai(A)- q(A) +e"az(A) - 2(A) + e Paz(A) - g3(A)

e el . . . et . . .
= §(A2 +1) + Z(l +4) (A% — (1 —i)A —il3) + 1 (1 —4)(A% — (1 + i) A+ils)
o101 i 1—i 2 —1-i i [ 1402 1+
= 5 1 0 -1 +Z —1—2 =21 —1+42 + —1+¢ 20 —1—12
1 0 -1 1—2 2 —-1-—3 14+7 2 —1+12
g -10 1
= 5 1 0 -1
1 0 -1
el et — (et — ) 2eti +et)  —(el +e ) —i(eli — e )
el et (et — ) et + e ) (el +et) —i(eli — e )

cost +sint —e! 2cost —cost+sint+ et
= — | —cost+sint+e' 2sint —cost—sint — et
cost +sint+e! 2cost —cost+sint — et

La solucion general del sistema es por tanto

x(t) cost+sint —e'  2cost —cost+sint + e ¢l
y(t) | == | —cost+sint+e" 2sint —cost—sint—e' |- | e |,
2(t) cost+sint +e'  2cost —cost+sint — € 3

o equivalentemente

z(t) = W% cost + % sint + (c3 — ¢1)é’,
z(t) = —% cost + SR sint + (¢ — c3)e’,
z(t) = A= cost + S5 sint + (o1 — ea)e’.

Dado el sistema homogéneo
=y -,
y' =2z -2y,
se pide

(a) Obtener el diagrama de fases del mismo.

b) jSon estables los puntos criticos? ;Son asintéticamente estables?
6 8
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Solucién. (a) Es facil ver que x = y es una recta de puntos criticos del sistema. Por tanto no
hay isoclinas. Vemos que en la regién x > y se verifica que ' < 0 e ¢y > 0. Lo contrario ocurre
en la regiéon x < y. Finalmente las integrales primeras son

,:2:1:—23/:
y—x

Y -2

Y

por lo que integrando tenemos las rectas y = —2x + ¢, que cortardn a la recta de puntos criticos
en un punto, dividiendo cada integral primera en tres orbitas: dos semirrectas separadas por un
punto critico. Con esta informacién esbozamos el diagrama

(b) Dado que toda érbita que parte de un entorno del punto critico converge a un punto critico
cercano, los puntos criticos son estables. Sin embargo no pueden ser, por el motivo anterior,
asintéticamente estables.

Una enfermedad virica se propaga en un organismo a una velocidad proporcional a la
cantidad de virus presentes en el organismo. Si a las 10 de la mafana habfan 10° virus y
esta cantidad se duplicé una hora después, calcular a qué hora empezo la enfermedad (se
dice que un organismo est4 enfermo si la cantidad de virus excede de 10?).

Solucién. Sea x(t) la cantidad de virus en el cuerpo. Se verifica entonces que
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e integrando

1oga;(t):/”;/((;)dt:/kdt:ktﬂl,

o equivalentemente
z(t) = ce, c = e,
Utilizando las condiciones iniciales y fijamos la hora cero a las 10 de la manana,
z(0) = 108 = ¢,
z(1) =2-10° = ce*,
de donde ¢ = 10% y
k =log2.

Calculamos el tiempo t, en el que

z(tg) = 10° = 10%¢' 01082

log 2
por lo que la enfermedad empezé aproximadamente a medianoche.

Consideremos el sistema
{f:y+dﬁ+y%

/ —_—

Yy =-z+e(zy+y)
Se pide:

(a) Estudiar la estabilidad del punto critico del sistema (0,0) en funcién del pardmetro
€.

(b) ;Pueden tender a (0,0) una solucién del sistema con € = 07 ;jPuede tener médulo
arbitrariamente grande? Razona tus respuestas.

Solucién. (a) La matriz jacobiana del sistema es

_ 2ex 1+ 2ey
I (z,y) = ( —1+ey e(1+2) ) ’

y particularizando en (0,0) tenemos

If(z,y) = ( Y i)

Calculamos sus valores propios con la ecuacién

—t 1
p(t):‘ 1oy ‘:tQ—et—i—l:O,

de donde
e Ve -4

t
2

Distinguimos los siguientes casos:
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e Sie?2—4 >0, esto es € € (—00,—2] U[2,00) los valores propios son reales. Si ¢ < 0,

entonces los valores propios son negetivos y por tanto hiperbélicos. Aplicamos el teorema de
Hartman—Grobman para concluir que el punto critico es asintéticamente estable. Si e > 0,
los valores propios son positivos, hiperbdlicos, y por el teorema de Hartman—Grobman el
punto critico serd inestable.

Sie?—4 <0, esto es e € (—2,2) los valores propios son complejos conjugados con parte real
£/2. Por tanto sera el punto critico hiperbdlico si € # 0, siendo en virtud del teorema de
Hartman—Grobman asintéticamente estable si € < 0 e inestable si € > 0. Si e = 0 el punto
critico no es hiperbélico y por tanto no puede aplicarse el teorema de Hartman—Grobman.
En este caso el sistema original es
' =y,
{ y = —u,

que es un sistema lineal. Los valores propios de la matriz del sistema se obtienen con la

ecuacion
—t 1

—1 —t

de donde t = 44, y por tanto el punto critico es estable.

p(t) = =24+ 1=0,

(b) Calculamos las isoclinas

e integrando

obtenemos

!172—|—y2:C,

que son circunferencias concéntricas. Por tanto ninguna solucién converge a (0,0) ni puede tener
el modulo arbitrariamente grande.

Sea la aplicacion lineal f : R3 — R3 dada por
flx,y,2) =(x+aly+2),y+alz+z2),z4+a(z+y)), a eR.

(a) Calcular la matriz Mcc(f) de f en la base canénica de R3.

(b) Calcular las ecuaciones implicitas y bases del niicleo y la imagen de f en funcién de
a.

(¢) Determinar para qué valores de « la matriz obtenida en el primer apartado es
diagonalizable.

(d) Razonar la validez o falsedad de la siguiente afirmacién: para o = 1 existe una
matriz invertible P tal que

P

Mec(f) = P

o O O
o O O
w o O




Solucién. (a) Siendo C la base canénica de R?, se tiene

Mecc(f) =

QO
Q =, 9
— 9o 0

(b) Empezamos calculando el niicleo mediante el sistema

1 o « x 0
a 1l o y |=101,
a o 1 z 0
y al resolverlo
1 aa a| 0 1 o Qa 0 1 Q «
al a|l0|—=parn| 0 1-a® a-a®| 0 —r-rer | 0 1-a? a—ao?
a a 110 Bs—ali \ o q—a? 1—-0a%2]| 0 aFt—1 0 0 %;30‘2

Calculamos las soluciones de la ecuacién 20> —a —1 =0, y

1+v1+8 143
o = =
4 4 7

de donde a =1 y —1/2. Entonces:

e Si o = 1, entonces las ecuaciones del niicleo son x +y + z = 0.

e Sia = —1/2, entonces las ecuaciones son 2z —y — 2z =0y 3y + z = 0.

e Si a € R\ {%1,—1/2}, entonces el sistema es compatible determinado y asi Ker(f)

{(0,0,0)}.

e Si o = —1, entonces el sistema es
1 -1 —-1] 0 1 -1 =10
-1 1 1|0 |—=m+rn | 0 0 =20,
-1 -1 1 1]0 BB\ 0 -2 0 | 0

y se ve facilmente que de nuevo el sistema es compatible determinado y por tanto Ker(f)

{(0,0,0)}.
Procedmos a continuacién a calcular la imagen, distinguiendo los siguientes casos:
e SiaecR\{l,—1/2}, entonces

dimIm f = dim R* — dim Ker(f) =3 — 0 = 3,

por lo que Im f = RR3.

319
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e Si a =1, entonces (x,y,2) € Imf siy sélo si existe (o, 3,7) € R? solucién del sistema

1 11 o x
111118 1=1yv|,
111 y z
y al calcular los rangos de las matrices del sistema
11 1] =« 1 11 x
1 11 Yy —F—F 0 00 y—x 5
11 1| z2 B0 00| z—2
tenemos que para que ambos sean 1 debe cumplirse que © = y = 2z, que son las ecuaciones

de la imagen.

) € Imf si y sélo si existe (o, 8,7) € R? solucién del sistema

T,y 2
( 2
Y

y al calcular los rangos de las matrlces del sistema

e Sia=—1/2, entonces (

Il—‘l\DI)—‘
m,_.m,_.
evge

—

\“_/

1 -1 —3| = 1 -3 —é T
1 1 3 1
AR B 1 S A
—= —= 1 =2 2 =
5 —3 1 z m+im \ 0 —7 % z+ 5z

11
o & 3 0
7 BtPR 0 4 T2 y+§x )

00 0| 24+y+z

tenemos que para que ambos sean 2 debe cumplirse que = + y + z = 0, que es la ecuacién
de la imagen.

(c) Dado que la matriz es simétrica para todo «, se verifica que la matriz siempre es diagona-
lizable.
(d) Calculamos los valores propios de la matriz Mec(f) mediante la ecuacién

1—-1¢ 1 1
pt)=] 1 1—-t 1 |=32-t3=0,
1 11—t
que da por soluciones 0, de multiplicidad dos, y 3. Dado que dim Ker(f) = dim Ker(Mc¢(f)) = 2,
por lo que la matriz es diagonalizable y la afirmacién es cierta.

Sea el espacio vectorial R* dotado con el producto escalar usual y sea W = {(z,y, 2,t) €
R*: 2 + 2y + 3z + 4t = 0}.

(a) Comprobar que W es un subespacio vectorial de R*.

(b) Obtener una base ortonormal de W.

(c) Obtener el subespacio ortogonal a W.
)

(d) Obtener la expresién de la proyeccién ortogonal de R* sobre W. Calcular el niicleo
y la imagen de dicha aplicacién.
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Solucién. (a) Sean (z1,y1, 21, t1), (T2,Y2, 22, t2) € Wy «, § € R. Entonces

a(z1, 1, 21, t1) + B(z2, Yo, 22, t2) = (w1 + B2, athr + By2, 21 + Bz, oty + Pia),

y calculamos

axy + Py + 2(ayr + Pys) + 3(azy + Bzo) + 4(aty + Bta) = alxr + 2y + 321 + 4ty)
+0(zy +2ys + 320+ 4t3) = 0+0=0,

por lo que W es un subespacio vectorial.
(b) Las ecuaciones paramétricas de W son

xr=—2\—3u—4v,

y=A
I, A, v ER,
t=v,

por lo que (z,y,2,t) = A(—=2,1,0,0) + u(—3,0,1,0) + v(—4,0,0,1), A\, u, v € R, y por tanto una
base es {(—2,1,0,0),(=3,0, 1,0),( ,0,0,1)}. Obtenemos a partir de ésta una base ortogonal
O = {vy,vs,v3}, donde v = (—=2,1,0,0) y

((=3,0,1,0), (—2,1,0,0))
= (—-3,0,1,0) — —2,1,0,0
Vo ( y Uy Ly ) <(—2,1,0,0),(—2,1,0,0)>( 5 Ly Yy )
6 3 6
= (=3,0,1,0) — =(=2,1,0,0) = ( —=,—=,1,0
( y Uy 4y ) 5( y Ly Yy ) < 5, 5, , >,

0
<(_2717070)7(_27 707 >
~ ((=4,0,0,1), (-§,-2,1,0)) (_§ 6 o)
((=2,-81,0), (=%, —5,1,0)) \ 57 5~
8 6 3 6 2 4 6
= ( 4707071>_6(_2517070>_? (_ga 57170) = <_77 77 77 )

Obtenemos ahora la base ortonormal ANV = {uy, uy, u3} con

1 V5
u =———v; =—(—2,1,0,0),
AT )
Us = 1v—m —3 610
T vl P 14 U5 5
T S
ST sl P 15 7T T )

c) Un vector (x,y, z,t) € W+ si y sélo si
() y y
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por lo que
W = {(2,y,2,t) € R* . y = 2z, z = 3z, t = 4z}

(d) La aplicacién pedida es

p(x,y,2,t) = <(ac,y,z,t),%(—2,l,0,0)>g(—Zl,0,0)

+<(xy,zt)\/1l5ﬁ< 2 ‘7{ gl>>\/ﬁ< 2 4 6 )

1 3 3 6
= (=2 2,1,0,0) T ~2.-2.1,0
5( l’+y>( ) y+ )( 57 57 ) )

e (-
_<)< 5 0)
(—

1 1
- 29z — 2 — A1), —
(30( 9z — 2y — 3z t),15

ot

77

x + 13y — 3z — 4t),

1
10( x —2y+ Tz —4t), 15( 2x—4y—62+7t).

Como sabemos Ker(p) = W+ e Imp = W.

Dos empresas A y B de refrescos se disputan un mercado de 100 millones de consumidores.
Cada ano uno de cada tres consumidores de cada refresco cambia de marca. Si z, e y, de-
notan el nimero de consumidores de los refrescos de las empresas A y B, respectivamente,

demostrar que
Tn+1 _ Tn
Yn+1 Yn

y calcular el lim,, ., =, si inicialmente habia 30 millones de personas tomando el refresco
de la empresa A.

wW—w I
QOO =

Solucién. Del enunciado se deriva que

Tn+1 =

Yn+1 =

Si lo escribimos de forma matricial

donde

Wl

w oo [~
~~
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Entonces, si denotamos por z( e o los consumidores iniciales de cada producto

() (2)~(2)

Para calcular A™ obtenemos en primer lugar los valores propios mediante la ecuacién

de donde

y los valores propios son 1y 1/3. Los subespacios propios vienen dados por los sistemas

a-w-(3)=(7 %) (3)-(6):
(a3e) (5)=(11)-(3)=(5):

Ker(A —I,) = {(z,y) € R? : 2 =y},

WL~
Wl l—

por lo que son

1
Ker( —512) (z,y) €R? 1z = —y},
y una base de vectores propios es B = {(1,1), (1, —1}. Entonces
A—P.D.-P,

donde

w

I
VR
S =
= wik O
SN—

y calculando la inversa

L1 1oY | 1 1 10 _, 11
1 -1]0 1 B=n{o 2| -1 1 -3\ 0 1

N[—= =t
=)

N =

N—

1 O‘ : 3 )
— F-F 1 1 )
1 2(0 1] 3 =3
por lo que
11
Plz(? §1)
2 2
Entonces

T\ an (30 o om oot (3
() =& (m)=porr (g

VRS
O =
%~ o
N~
VR
DO =00 =
| [
N[
S~
VRS
~ W
o O
~~_
Il
VRS
(S S
o O
+ |
5]
N~
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Entonces 9
lim z,, = lim 50 — i 50 millones.

n—oo n—oo

Determinar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Existe una matriz invertible P tal que

=P P

B~ NN
ot W N
=~ W
O =
_ o
—_ = O

(b) Si el sistema A -x =b, A € M,»,(R) y b € M,1(R), es compatible determinado,
entonces la matriz asociada A es diagonalizable.

Solucién. (a) Dado que

2 21
2 3 3|=0
4 5 4
y
1 10
1 0 1|=-2,
011
entonces
2 21 1 10 1 10
0 =1233|=P-{101}|-PYH=|P-|[10 1] P
4 5 4 1 1 01 1
1 10 1 1 10
011 | | 011

por lo que la afirmacién es falsa.
(b) La afirmacién es falsa. Basta considerar el sistema

() ()-(3)

que es compatible determinado. Sin embargo, los valores propios de la matriz del sistema se

calculan con la ecuacién
(t) = 1—t¢ 1
PO=1 0 1-¢

que da lugar al valor propio 1, y su subespacio propio viene dado por el sistema
x 01 x 0
a-w-(5)=(00)-(5)-(0):

de donde Ker(A — I,) = {(z,y) € R? : y = 0}, y por tanto dim Ker(A — I,) = 1, por lo que la
matriz no es diagonalizable.

‘z(l—w?:o,




Capitulo 26

16—2-2006

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (1 puntos) z° —3zy* = (32°y — y°)y/, y(1) = 2.
(b) (1 puntos) y" — 2y’ +y = 2¢”.
(c) (2 puntos) 2’ =3z —y +€'; ¥ = —x + 3y. Estudiar ademds la estabilidad del punto

critico del sistema homogéneo.

2. (4 puntos) Esbozar el diagrama de fases del sistema

' = xy,
y' = 22%y,
indicando la estabilidad de los puntos criticos.

3. (2 puntos) En una poblacién se empieza a propagar un virus. La rapidez con la que la gente
se contagia es proporcional al nimero de individuos sanos. Inicialmente no habia ningin
infectado y al pasar un dia habia 4. Determinar en cudnto tiempo se contagia la mitad de
la poblacion.

4. (5 puntos) Sea f : R®* — R3 la aplicacién lineal dada por
flx,y,2) =(x+y+bz,x+by+z,bx +y+z),
donde b € R. Se pide:

(a) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) Calcular el micleo de f en funcién del pardmetro b.

(c) Calcular la imagen de f en funcién del pardmetro b, asi como una base de la misma.
,Cuial serd la dimensién de la imagen de f7

(d) Determinar para qué valores del pardmetro b la matriz obtenida en el primer apartado
es o0 no diagonalizable.

5. (5 puntos) Sea W = {(z,y,2,t) ER*: 2 —y =0, y + 2+t = 0}. Se pide:

325
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a) Calcular el subespacio ortogonal a W.

(a)

(b) Obtener una base ortonormal de W a partir de la base B = {(1,1,—1,0),(0,0,—1,1)}.
)
)

(c) Obtener la proyeccién ortogonal del vector (1,1,1,1) sobre W.

(d) Calcular la proyeccién ortogonal de R* sobre WW. Determinar su niicleo y su imagen.

1/3 1
A‘Z(13>’

(a) Probar que es diagonalizable y hallar su forma diagonal.

6. (4 puntos) Dada la matriz
se pide:

(b) Probar que si P es una matriz invertible, entonces (P - A - P~ )" =P . A" . P~! para

todo entero positivo n.
Tn \ _ an 1 1
() =2 (o) (1),

(c¢) Dado
calcular lim,, o x, vy lim, o yp.
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Examen resuelto

{

Resolver

z? = 3wy® = (32%y — y*)y,
y(l) =2.

Solucién. Sean P(z,y) = 23 — 3xy? y Q(z,y) = y* — 32%y. Entonces

B oP B 0Q
—6zy = 3y (z,y) = e (z,y),

por lo que la ecuacion es exacta y existe f(x,y) tal que

of 3 5
ax(‘”’y) = 2° —3xy°,

of T B
ay(:lf,y) =y’ —3z7y.

Intergando respecto de x la primera condicién obtenemos
3 2 ' 3 5,
fly) = [ (" = 3wy )de = - — S27y" + g(y).

Derivando esta extresion respecto de y y utilizando la segunda condicién
=32’y +¢'(y) =y’ — 32y,

con lo que
4

gly) = /zf’dy = yz

y flz,y) =% — %x2y2 + %. La solucién general de la ecuacion es por tanto

zt 3 2 2 94
T vty
Utilizando las condiciones iniciales
1 34 . 16 7
c=——— —_ =
4 2 4 4’

y la solucién del problema de condiciones iniciales viene definido de forma implicita por la ecuacion

1

ot
4

DO o

y* 7
4

Despejando

y(x) = \/3m2+\/m.
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Resolver

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea mediante la ecuacion caracte-
ristica
-2 +1=(z—-1)72=0,

por lo que 1 es la tinica solucién doble y la solucién es por tanto
yn(z) = c1€” + coxe”.

Como solucién particular de la ecuacién no homogénea proponemos y,(z) = Az?e”. Derivamos
dos veces

yo(z) = (Az® + 2Az)e”,
yo(x) = (Az® + 4Az + 2A)e",

y sustituimos en la ecuacién no homogénea y simplificando obtenemos
2Ae” = 2¢e”,
de donde igualando coeficientes A = 1 y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

y(x) = c1e” + cyre® + e,

Resoler ' = 3z — y + e'; v = —z + 3y. Estudiar ademés la estabilidad del punto critico
del sistema homogéneo.

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

donde
3 -1
(3 7).
Calculamos los valores propios de la matriz mediante la ecuacién

3—t -1
p(t):‘ . 3_t‘:t2—6t+8:0,

L 6+36—-32 6+£2
- 2 27
por lo que los valores propios son 4 y 2. Calculamos ahora
1 a; as (ay + ag)t — 2a; — 4ay

pf) -4 t-2 0 |
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e igualando coeficientes obtenemos el sistema

aq + a9 — 0,
—2(11 — 4&2 = ].,
y facilmente tenemos que a; = —ay = 1/2. Por otra parte
p(t)
t) = —==t—2
Q1< ) t—4 9
p(t)
t) = —L =t—4.
elt) = 75

Entonces

e = eMay(A) - q(A) 4 e®ay(A) - gu(A)

e4t e2t

= 7(A —2L) — 7(A —41,)

et -1\ -1 -
92 -1 1 2 -1 -1
1/ €2 4 et o2 _ olt
= §(€2t_e4t e2t 4 it >7
y la solucion del sistema homogéneo es
ap(t) \ _ 1 [ e +e* =\ [ a
yh(t> - 2 e2t o e4t e2t + e4t 02 *
Proponemos ahora como solucién particular del sistema no homogéneo x,(t) = Ae' e y,(t) =

Bet, cuyas derivadas coinciden con las funciones y sustituyendo y simplificando en el sistema no
homogéneo tenemos

Ae! = 3Ae! — Be! + ¢,
Bet = —Aet + 3Bet,

de donde igualando coeficientes obtenemos el sistema

244+ B=1,
A—-2B =0,
cuyas solucién es A = —2/3 y B = —1/3. La solucién general del sistema no homogéneo es por

tanto
x(t) _ 1 th + e4t th _ e4t ' o N _%et
y(t) T | ettt g2ty Co -1 et |-

o equivalentemente

e

__ c1tc2 2t c1—ca 4t
{ x(t) = a2 4 az2et —
e

2t
3 Y

__cite 2t ca—ca 4t 1t
x(t) = 45%e 52 ze’.

Al ser los dos valores propios de la matriz del sistema positivos se tiene que el punto critico es
inestable.
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Esbozar el diagrama de fases del sistema

' = xy,
y = 2z%y,

indicando la estabilidad de los puntos criticos.

Solucién. Es fécil ver que las rectas x = 0 e y = 0 son de puntos criticos, y que no hay
isoclinas. En el primer cuadrante se tiene que 2’ > 0 e 3/ > 0, en el segundo ' < 0 ey’ > 0, en el
tercero ' > 0 ey’ < 0y en el cuarto ' < 0 e ¥ < 0. Finalmente las isoclinas vienen dadas por
la ecuacién ,

y = Y _ 2,
zy
de donde integrando obtenemos y = x? + ¢, que es una familia de pardbolas que cortan al eje y en
un punto y en dos al eje x siempre que ¢ < 0, que corta a los ejes = e y en el origen de coordenadas
si ¢ = 0, y que corta al eje y en un punto y en ningtin punto al eje x si ¢ > 0. Con esta informacién
construimos el diagrama

En una poblacién se empieza a propagar un virus. La rapidez con la que la gente se
contagia es proporcional al nimero de individuos sanos. Inicialmente no habia ningiin
infectado y al pasar un dfa habfa 4. Determinar en cudnto tiempo se contagia la mitad
de la poblacién.
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Solucién. Sea z(t) la cantidad de individuos infectados en el instante de tiempo ¢. Entonces

'(t) = k(p — =(1)),

donde p es la cantidad total de individuos en la problacién. Integrando

[ o osde= [t

—log(p — z(t)) = kt + ¢4,

obtenemos

o equivalentemente

z(t) =p—ce ™™, c=ec

Sabiendo que
z(0)=0=p—c,

obtenemos ¢ = p, y de
I’(l) =4= b— peik7

—k = log (E) ,
p

z(t)=p <1 — etlog(%»

nos dard el nimero de individuos infectados. Buscamos ahora el tiempo ¢ para el cual z(ty) = p/2
resolviendo la ecuacién »
B =p <]_ — etolOg(pT)> ,

2

obtenemos

con lo que la funcién

de donde
log 1 log 2

log (p_4> a logp —log(p — 4)

to =

|

Sea f : R?* — RR3 la aplicacién lineal dada por
f(z,y,2) = (x +y+ bz, +by+ z,be +y + 2),
donde b € R. Se pide:

(a) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R3.
(b) Calcular el nicleo de f en funcién del pardmetro b.

(c) Calcular la imagen de f en funcién del pardmetro b, asi como una base de la misma.
,Cual serd la dimensién de la imagen de {7

(d) Determinar para qué valores del pardmetro b la matriz obtenida en el primer apar-
tado es o no diagonalizable.
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Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R?, se tiene

1 15
Mec(f)=|[ 1 b 1
b 1 1
(b) El ntcleo se obtiene a partir del sistema
110 x 0
151 -y |=1201],
b 1 1 z 0
que al resolverlo
1 1b6]0 1 1 b 0 1 1 b 0
1b61|0]|—-rpmn|0b=-11-b|0]|—g+r| 0 b-1 1-0 0],
b 1 1|0 B\ 0 1-b 1= 0 0 0 2-b—0]0

y resolviendo la ecuacién b* + b — 2 = 0 obtenemos

~1+yI+8 -1+3
> -

h—
2 )

por lo que la soluciéon es —2 y 1. Entonces distinguimos los casos:
e Si b =1, entonces el niicleo tiene por ecuaciéon x +y + z = 0.
e Si b= —2, el micleo tiene por ecuaciones z +y —2z2 =0y y = z.
e Sib¢ {1,—2}, entonces el sistema es compatible determinado y Ker(f) = {(0,0,0)}.
(c) Se distinguen de nuevo los siguientes casos:
e Sib¢ {1,—2}, entonces
dimIm f = dim R* — dim Ker(f) =3 — 0 = 3,
por lo que Im f = R3.

e Si b = 1, entonces un vector (x,y,2) € Imf si y sélo si existe (o, 8,7) € R? solucién del

sistema
1 11 o} x
1 11 G l=1wuw
111 y z
Calculamos los rangos de las matrices del sistema
11 1] =« 1 11 x
1 11 Yy —F—F 00 0 y—x
111 BN 0 00| 2—2

y obtenemos que para que ambos sean iguales debe cumplirse que y = x = z, que son las
ecuaciones de la imagen. Es fécil ver entonces que todo vector de la imagen es de la forma
(x,y,2) = A(1,1,1), A € R, y una base es {(1,1,1)}, por lo que la dimensién es dos.
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e Si b= —2, entonces un vector (z,y,z) € Imf si y sélo si existe (a, 3,7) € R?® solucién del
sistema
1 1 =2 « T
1 -2 1 g 1=1y
-2 1 1 0% z

1 1 —2| x 1 1 1 x 1 1 1 x
1 =2 1 vy | 2 m-Rm 0 -3 3 y—ax —m+r | 0 =3 3 y—x
-2 1 11| z Bs+2l \ g 3 —3| z+22 0 0 0| z4z+y

y obtenemos que para que ambos sean iguales debe cumplirse que z + x 4+ y = 0, que es la
ecuacion de la imagen. Su ecuacién paramétrica es

—H = )‘7
A, A € R,
A,

x
Y
z

por lo que (z,y,2) = M(—1,1,0)+u(—1,0,1), A\, u € R, y por lo tanto una base de la imagen
es {(—1,1,0),(—1,0,1)} y la dimensién es dos.

(d) Dado que la matriz es simétrica, se verifica que es diagonalizable para todo valor de b.

Sea W = {(z,y,2,t) ER*: 2 —y =0, y+ 2 +t=0}. Se pide:

(a) Calcular el subespacio ortogonal a W.

(b) Obtener una base ortonormal de W a partir de la base B =
{(1,1,-1,0),(0,0,—1,1)}.

(¢) Obtener la proyeccién ortogonal del vector (1,1,1,1) sobre W.

(d) Calcular la proyeccién ortogonal de R* sobre V. Determinar su nticleo y su imagen.

Solucién. (a) Las ecuaciones paramétricas de ¥V son

.’E:—)\—,LL,
y=—-A—u,

YA A\ €R,
t=u,

por lo que todo vector de W es de la forma (z,y, z,t) = A(—1,—1,1,0)+ pu(—1,—1,0,1), A\, p € R.
Entonces una base es Byy = {(—1,—1,1,0),(=1,—-1,0,1)}. Asf (z,y,2,t) € W si y sélo si

por lo que
W ={(z,y,2,t) eR* :x+y—2=0, z+y—t =0}
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(b) Obtenemos primero una base ortogonal O = {vy, vy} donde v; = (1,1,—-1,0) y

vy = (0,0,—1,1) —

((0,0,—1,1),(1,1,-1,0))
(1,1, 1,0),(1,1,_1,0»(1,1,—1,0)

1 1

1 2
1,1,-1,0) = (—=,—=,—-=,1) .
3(77 7) (37 37 37)

A continuacién obtenemos una base ortonormal ' = {u;, u;} donde

= (0,0,-1,1) —

1 V3
w=—v; = 22(1,1,-1,0),
T AR )

U

1 @(1121).

Tl T s U3 3w

(c) Calculamos

w
S
w

p(1,1,1,1) = <(1,1,1,1), (1,1,—1,0)>§(1,1,—1,0)

V1 1 1 2 V1 1 1 2
+ (1a17171>a_5 __a__a__al _5 __7__7__71
5 37 3 3 5 37 3 3

1 1 1 1 2 22 1 1
= _<1717_170)__ __7__7__71 = \==5y "%y % |-
3 5 37 3 3 55" 5 b

(d) Calculamos

p(z,y,z,t) = <(x,y,z,t),\/§(1,1,—1,0)>

(1,1,-1,0)

%

3

V1 1 1 2 val 1 1 2
+ (ZL‘,y,Z,t),—5 __7__7__71 _5 __a__a__al
5 373 3 5) 37 3 3

1 3 x Yy 2z 1 1 2
= = —2)(1,1,-1,0)+2 (= -2 — Z4t)(-=,-2,-21

1 1 1 1
= (5(21’—{—2@/—z—t),5(2x+2y—z—t),—g(aH—y—3z+2t),—g(:1:+y—2z+3t)).

Dado que se trata de una proyeccién ortogonal, se tiene que Ker(p) = W+ e Imp = W.
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Dada la matriz

se pide:
(a) Probar que es diagonalizable y hallar su forma diagonal.

(b) Probar que si P es una matriz invertible, entonces (P - A -P 1" =P - A" . P!
para todo entero positivo n.

()= (o))

calcular lim,, o z, y lim, o Yn.

(c) Dado

Solucién. (a) Dado que la matriz es simétrica, es diagonalizable. Calculamos los valores
propios de la matriz mediante la ecuacién

de donde

an(3)- (7 4)-()-(2)

G IO RCIORE)]

Ker(A —I,) = {(z,y) € R? : 2 = y},
Ker (A—%Ig) = {(2,y) €R*: z+y =0},

y una base de vectores propios es B = {(1,1),(1,—1)}, que serd ortogonal. Entonces la base

N =1{(v2/2,v2/2),(v/2/2,-v/2/2)} es ortonormal y ast
A—P.D.P,

o-(11).
e (1),

donde

| 1
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9

&

|
VR
wfSels

|

ol (S
N———

(b) Calculamos

P-A-PYHY = P-A-PYH - (P-A-PH. ... (P-A-P
= P-A-P"P)-A-(P'P)..-.P'P)-A- P
= P.A". P!

ya que P~1. P =1I,.
(c) Teniendo en cuenta que P~! = P!  obtenemos

xn
() =2 (o) )
Yn
_ p.D".p. (!
B 0
(11 0 % o2 1 1
-1 Qin vwoovs o))" 1
2 2
14+V2+ 5
_ 2
- 1+V2 -5
7z
Asi
. . 1+vV2+ 1442
lml‘n — 1m g ,
_ 1+ V2-5 1442
limy, = lim = :

n—oo n—o0 \/§ \/§



Capitulo 27

15-6—-2006

Enunciado

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:
(a) (1 puntos) y' = e* + ye®, y(0) = 1.

(b) (1 puntos) y" — 3y’ + 2y = €**, y(0) = /'(0) = 0.

(c) (2 puntos) 2/ =3z +y +t; ¥y = —z +y. Estudiar ademds la estabilidad del punto
critico del sistema homogéneo.

2. (4 puntos) Esbozar el diagrama de fases del sistema

v =y,
y' = 2xy,
indicando la estabilidad de los puntos criticos.

3. (2 puntos) Un tanque contiene 50 litros de agua pura. Entonces empieza a entrar al tanque
agua salada a razon de 3 litros por minuto a una concentraciéon de 3 kilogramos de sal por
litro. Se deja salir agua del tanque a la misma velocidad y la disolucién permanece siempre
agitada. Determinar la cantidad de sal en el tanque en el instante ¢ y la cantidad méxima
de sal que puede haber en el mismo.
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Examen resuelto

Resolver

y =e" +ye,

{ y(0) =

Solucién. Resolvemos primero la ecuacién homogénea integrando

[4a fe

logy(x) = €* + ¢,

de donde
y asi
y(x) = ke*, k = ¢
Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea y(z) = k(z)e", que derivada
Y () = K (2)e® + k(x)e e”,

y sustituida en la ecuacién no homogénea nos da asf

x
K (z)e® =e*,
y entonces
_ T _oT
k(m):/ewe “=—e° +g¢
y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

y(z) = ce® — 1.

De la condicién inicial
y(0) =1=ce—1,

obtenemos que ¢ = 2/e, y la solucién del problema de condiciones iniciales es

y(x) = 271 — 1.

Resolver

y// . 3y/ + 2y — 6296,
y(0) = y'(0) = 0.

{

Solucién. Resolvemos la ecuacién homogénea mediante la ecuacién caracteristica

2?3z +2=0,
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de donde
_3+v9-8 3+1
N 2 2

y las soluciones son 2 y 1, y la solucién de la ecuaciéon homogénea es

T

yn(x) = c1e* + cpe”.
Proponemos como solucién de la ecuacién no homogénea y,(t) = Aze*, que derivdndola dos veces
yn(t) = (24z + A)e™,

Yy, (t) = (4Az + 4A)e*,
y sustituyéndola en la ecuacién no homogénea y simplificando nos da
Ae — 2,
con lo que A =1 y la solucién general de la ecuacién no homogénea es
y(z) = 1€ + coe” + xe”.
Utilizando las condiciones iniciales dervando previamente la solucién general anterior
Y () = 2¢1€ + coe” + (21 + 1)e*,
obtenemos el sistema

y(0) =0=rc1 + ¢y,
¥(0)=0=2¢; + ¢+ 1,

de donde ¢; = —1 y ¢o = 1 y la solucién del problema de condiciones iniciales es

y(z) = —e** + e* + ze®.

Resolver 2’ = 3x +y + t; ¥ = —x + y. Estudiar ademds la estabilidad del punto critico
del sistema homogéneo.

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

con
3 1
A= < 31 ) |
Calculamos los valores propios de la matriz con la ecuacién

p(t):‘ 3__1t 1; ‘:t2—4t+4:(t—2)2:0,
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que da 2 como unica solucién y por tanto a; = ¢;(x) = 1. Entonces

ed = g (A) - qi(A)- Z(A — QIg)it.—i

7!
i=0

= €2t(IQ + (A - 212>t)

SACHEEES)
B (e—ge;t) e%(tle—w)’

y la solucién del sistema homogéneo es

zp(t) N [ e*(1+1) tet [«

un(t) ) —te? (1 —1t) e )
Proponemos como solucién particular del sistema no homogéneo z,(t) = At+ B e y,(t) = Ct+ D,
cuyas derivadas son z,,(t) = A e y,(t) = C. Al sustituir en el sistema no homogéneo

A=3At+3B+Ct+ D+t
C=—At— B+ Ct+D,

obtenemos el sistema,
A—-3B—-D =0,
3A+C = —1,
B+C—-D=0,
A—-C =0,

de donde A=C =D = —1/4y B =0. La solucién general del sistema no homogéneo es

zp(t) \ [ e(1+1¢) te? N -~
i) )= e @y ) (o))t )
o equivalentemente

{ z(t) = c1e® + (1 + eo)te® — 1,
1

y(t) = c2e® — (1 + co)te® — 5t — 1.

Al ser el valor propio de la matriz del sistema positivo se verifica que el punto critico es
inestable.

Esbozar el diagrama de fases del sistema

T = ny’
Y = 2xy,

indicando la estabilidad de los puntos criticos.

Solucién. Es fécil ver que las rectas x = 0 e y = 0 son de puntos criticos, y que no hay
isoclinas. En el primer cuadrante se tiene que ' > 0 e ¢/ > 0, en el segundo 2’ < 0 e 3y < 0, en



341

el tercero ' <0 ey >0y en el cuarto 2’ > 0 e ¥ < 0. Finalmente las integrles primeras vienen

dadas por la ecuacion

2
y = ;Ll =2y,
Ty

[ 4 [

obtenemos logy = 2z +c¢, o y = ke**, que cortan al eje y en un punto y nunca al eje x salvo cuando
k = 0, que se corresponde con una recta de puntos criticos. Con esta informacién construimos el
diagrama

de donde integrando

7
7 >

g
I
-

Vemos claramente del dibujo que de tan cerca como se quiera a cada punto critico parte una
orbita que se aleja del mismo, por lo que todos los puntos criticos son inestables.

Un tanque contiene 50 litros de agua pura. Entonces empieza a entrar al tanque agua
salada a razén de 3 litros por minuto a una concentracién de 3 kilogramos de sal por litro.
Se deja salir agua del tanque a la misma velocidad y la disolucién permanece siempre
agitada. Determinar la cantidad de sal en el tanque en el instante ¢ y la cantidad maxima
de sal que puede haber en el mismo.

Solucién. Sea x(t) la cantidad de sal en el tanque en el instante de tiempo t. Entonces
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donde la velocidad de entrada de sal en el tanque es
Ve =3-3=09,

y la velocidad de salida es

z(t)
Vg = 3 —=,
’ 50
y la ecuacién diferencial que modela el fenémeno es

x
¥ =9-—.
50
La solucién de la ecuacién homogénea es y,(t) = ce™/*°, y si proponemos z,(t) = A como solucién
particular de la ecuacién no homogénea tenemos que, al ser su derivada nula, al sustituir en la
ecuacién no homogénea

A
50’
de donde A = 450, y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

0=9—

x(t) = ce™/%° + 450,

Utilizamos la condicién inicial
x(0) =0 = ¢+ 450,

de donde ¢ = —450 y la cantidad de sal es
z(t) = 450(1 — e~ t/50).
Dado que esta funcién es estrictamente creciente, su cantidad méxima serd

1nna(w::}nn45ou.—efﬂﬂb::450

t—o00



Capitulo 28

10-7-2006

Enunciado
1. Dada f : R* — R? definida por f(z,y, 2) = (ax + az, ay, z + az), se pide:

(a) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f en la base canénica y las ecuaciones, bases y
dimensiones del nticleo y la imagen de f en funcién del pardametro a.

(b) (2.5 puntos) Averiguar para qué valores del pardmetro a el vector (0,1, 2) pertenece
a la imagen de f. Averiguar para qué valores de a pertenece dicho vector al nicleo de

f.
(c) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0), (1,1,0), (0,1, 1)}.

(d) (2.5 puntos) Averiguar para qué valores del pardmetro a la matriz obtenida en el
primer apartado es diagonalizable.

2. Sea W el subespacio de R* generado por los vectores (1,0,1,0) y (0,1,0,1).

(a) (2.5 puntos) Calcular el subespacio ortogonal de W y dar una base de éste.

(b) (2.5 puntos) Obtener la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R* — R*) es la
proyeccién ortogonal de R* sobre el subespacio W.

(c) (2.5 puntos) ;Cudl serd el nicleo y la imagen de £f7 Calcular el subespacio vectorial
suma del niicleo y la imagen de f. ;Serd dicha suma directa?

(d) (2.5 puntos) Obtener todos los vectores de R* cuya proyeccién ortogonal sobre W
sea (1,1,1,1).

3. (10 puntos) Dar la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R — R? de forma que su
nicleo tiene ecuaciones z —y =0y xz — 2z =0, £(1,0,0) = (1,2,3) y —2 es un valor propio
de f con vector propio asociado (1,0,1). Obtener la imagen de f y determinar si el vector
(1,4,5) pertenece a dicha imagen.

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferencales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2.5 puntos) 2® + y?z + (zy? + 22%y)y’ = 0, y(1) = 1.
(b) (2.5 puntos) y" —y' =z, y(0) = y'(0) = 1.
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¥=3r—y
(¢) (5 puntos) ¢ ¥ = —z+ 3y » ;Es estable el punto critico del sistema lineal anterior?
Z=—z

5. (10 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

¥ =yr —x,
ylzx_'xQJ

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos o equilibrios

6. Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (5 puntos) Entre los 150 alumnos de una asignatura se extiende el rumor de que el
examen va a ser muy facil. La velocidad con la que el rumor se extiende es proporcional
al nimero de alumnos que no conocen ese rumor. Inicialmente lo sabia un alumno y
al dfa siguiente ya conocfan la noticia 10 alumnos. Determinar el numero de alumnos
que no conocfan el rumor el dia del examen una semana después.

(b) (5 puntos) Calcular los puntos criticos del sistema

y utilizar la funcién V(z,y) = x? + y? para determinar su estabilidad.
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Examen resuelto

Dada f : R® — R? definida por f(z,y, 2) = (ax + az, ay, * + az), se pide:

(a) Hallar la matriz de f en la base canédnica y las ecuaciones, bases y dimensiones del
nicleo y la imagen de f en funcién del pardmetro a.

(b) Averiguar para qué valores del pardmetro a el vector (0, 1,2) pertenece a la imagen
de f. Averiguar para qué valores de a pertenece dicho vector al niicleo de f.

(c) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}.

(d) Averiguar para qué valores del parametro a la matriz obtenida en el primer apartado
es diagonalizable.

Solucién. (a) Denotando por C la base canénica de R? se tiene

a 0 a
Mcc(f) = 0 a O
1 0 «a
Entonces el niicleo se obtiene con el sistema
a 0 a T 0
0 a O y |=101,
1 0 a z 0
que al resolverlo
a 0 a| O 1 0 a| O 1 0 a 0
0 a O 0 — i xFy 0 a O 0 —Fy—aF 0 a 0 0 s
1 0 a| O a 0 a| O 00 a—a®] 0

y resolvemos la ecuacién 0 = a —a? = a(1 — a), cuyas soluciones son 0 y 1. Se distinguen entonces
los siguientes casos:

e Si a = 0, entonces Ker(f) = {(z,y,2) € R* : = 0}. Es fdcil ver que una base es
{(0,1,0),(0,0,1)} y la dimension es dos.

e Sia =1, entonces Ker(f) = {(z,y,2) e R®: 2+ 2 =0, y = 0}. Una base es {(1,0,—1)} y
la dimensién es uno.

e Sia ¢ {0,1}, entonces Ker(f) = {(0,0,0)} y la dimensién es cero.

Procedemos a continuacién con el niicleo, de nuevo con los siguientes casos:

e Sia =0, entonces (z,y,2) € Imf si y sélo si existe (a, 3,7) € R? solucién del sistema

000 « T
000 ]-{B|={v],
1 00 7y z



346 CAPITULO 28. 10-7-2006

y para que los rangos de las matrices del sistema coincidan ha de cumplirse que x =y = 0,
que son las ecuaciones de la imagen. Por otra parte

dimImf = dimR?® — dimKer(f) =3 — 2 = 1.

e Sia =1, entonces (z,y,2) € Imf si y sélo si existe (a, 3,7) € R? solucién del sistema

1 01 o x
010 ]-(B)=|vy],
1 01 vy z
y al calcular los rangos de las matrices del sistema
10 1] =2 1 01 x
010 Yy —F-F 010 Yy
1 01 2 0 00| z2—2

tentemos que para que éstos coincidan ha de cumplirse que = = z, que es la ecuacién de la
imagen. Por otra parte

dimImf = dimR? — dimKer(f) =3 —-1=2.

e Sia¢ {0,1}, entonces
dimIm f = dim R* — dim Ker(f) = 3 — 0 = 3,
y por tanto Im f = R3.

(b) Si a = 0 entonces 1 # 0 y por tanto (0, 1,2) no cumple las ecuaciones de la imagen y no
pertenece a ésta. Como su primera coordena es cero, este vector si pertenece al niicleo.

Sia = 1, entonces 0 # 2 y por tanto de nuevo no pertence a la imagen. Como la segunda
coordenada es no nula tampoco pertenece al nticleo.

Finalmente, si a ¢ {0, 1}, el vector pertenece a la imagen y no al nicleo.

(¢) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcc(f) - Meg(i),

donde
1 10
Mes(i)= [ 01 1 ],
0 01
vy Mpge(i) = [Meg(i)]t. Al calcular la inversa
1 10} 100 11T 0] 10 O 100} 1 -1 1
011010 |—=pmrlo010/01 -1 |=pmlo10l0 1 —1],
0 0O1]00O01 001100 1 0010 O 1
tenemos que
1 -1 1
MBC(i): 0 1 —1 )
0 0 1



347

y por tanto
1 -1 1 a 0 a 110 1+a 1 a
Mps(f)=( 0 1 -1 0 a O 011 |= -1 a—-1 0
0 O 1 1 0 a 0 01 1 1 a

(d) Al ser una matriz simétrica se tiene que es diagonalizable para todo valor de a.

Sea W el subespacio de R* generado por los vectores (1,0,1,0) y (0,1,0,1).

(a) Calcular el subespacio ortogonal de VW y dar una base de éste.

(b) Obtener la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R* — R*, es la proyeccion
ortogonal de R* sobre el subespacio W.

(c) ;Cuél sera el nicleo y la imagen de £f? Calcular el subespacio vectorial suma del
nicleo y la imagen de f. ;Serd dicha suma directa?

(d) Obtener todos los vectores de R* cuya proyeccién ortogonal sobre W sea (1,1,1,1).

Solucién. (a) Es facil ver que el conjunto generador de W es linealmente independiente y por
tanto una base de éste. Entonces (z,y, 2,t) € W+ si y sélo si

{%z“%%%ﬂl,

1,0,
((z,9,2,1),(0,1

1,0)) =z + z,
,0,1)) =y +1t,

de donde

(b) Observemos en primer lugar una base de WV dada en el enunciado es ortogonal. Obtenemos
una base ortonormal N' = {vy,vs} donde

1 V2

=————(1,0,1,0) = —(1,0,1.0
Vi ||(1,0,1,0)H(7 ) ) 9 (7 ) Ly )7
y /3
1 2
=——(0,1,0,1) = —(0,1,0,1).
Vo ||(0,1,O,1)||(7 s Yy ) 92 (7 ) Yy )

La proyeccién ortogonal es entonces

V2 V2

2
f(mvyaz7t) = <($7y727t)77(1707170)>7(1707170)—’_<(m7y727t>7

(0,1,0,1)

oI
I8

(0,1,0, 1)>

1 1
= §(x + Z)<1707 170) + §(y + Z)(O, 1707 1)

z+z y+t x+z y+t
2 7 27 2 7 2 '

(c) Como sabemos Ker(f) = W' e Imf = W, que como sabemos tienen suma directa.
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(d) La matriz de la proyeccién en la base canénica C de R* es

Mee(f) =

O Nl= O
= ONl- O
O~ O Nol=
= Ol O

Dichos vectores seran solucién del sistema

030 z 1
03 0 % y | _ |1
1030 z 1|
020 3 t 1
y al resolverlo
1 1 1 1
51610 BRI
2 2 2 2
Lo tol1r ] TBRLOoO0O0O0] 0|
01041 00000
de donde tenemos las solucién
(2 =2—),
y=2—u,
< 2=\ A€ R
\t:/’[/7

Dar la expresién analitica de la aplicacion lineal f : R? — R3 de forma que su nicleo tiene
ecuaciones t —y =0y x — 2z =0, £(1,0,0) = (1,2,3) y —2 es un valor propio de f con
vector propio asociado (1,0,1). Obtener la imagen de f y determinar si el vector (1,4,5)
pertenece a dicha imagen.

Solucién. Las ecuaciones paramétricas del niicleo son

T =\
y=A
2= A

Y

, AER,

I

por lo que un vector del mismo satisface (z,y,z) = A(1,1,1), A € R, y una base del niicleo es
{(1,1,1)}. Entonces B = {(1,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} es una base de R? ya que al calcular el rango
de la matriz

0 1
1 —F,—F 0
Fs-Fi \ 0

0
1

T xFy

11
10
10

— o =
— = =
O = O

0
1
1

—

obtenemos que éste es tres. Entonces la aplicacién lineal buscada satisface
f(1,1,1) = (0,0,0),

£(1,0,0) = (1,2,3),
£(1,0,1) = (=2,0,-2),
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por lo que

01
Mes(f)=[ 02 0 |,
0 3

siendo C la base canénica de R®. Entonces

donde .
11 1Y\
Mlgc(l) = [Mcg(i)]_l = 1 00 s
1 01
y al calcular la inversa
1111100 1007010 1000 1 O
100[010)] = pe| 111100 —=mmn|011]1-10
101,001 101,001 B\ oo0 1|0 -1 1
1000 1 O
— [h—F 010 1 0 —1
0010 —1 1
obtenemos que
0 1 0
Mpe(i)=( 1 0 -1},
0 -1 1
y asi
01 -2 0 1 0 1 2 -3
Mcc(f)=[ 0 2 0 1 0 -1 |=(20 -2
0 3 —2 0 —1 1 3 2 =5
Entonces la aplicacién lineal buscada es
z\\' 12 -3 z\\'
f(x,y,z) = MCC<f) ) = 2 0 -2 ' Yy
z 3 2 =5 z
= (x+2y—3z2x — 22,3z + 2y — 52).
Un vector (z,y,2) € Imf si y sélo si existe (o, 3,7) € R? solucién del sistema
1 2 -3 o z
20 2|8 ]=1[y
3 2 =5 v z
Al calcular el rango de las matrices del sistema
1 2 3| =2 1 2 -3 x 1 2 -3 T

20 2|y | —moo2rn| 0 —4 4 y—2r | »p-p | 0 —4 4 y—2x
32 =5 z B3R\ 0 -4 4 | z2-32 0 0 0| z—y—=x
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se tiene que para que ambos sean dos, debe cumplirse que z — x — y = 0, que es la ecuacién
implicita de la imagen. Por otra parte, dado que 5 — 1 —4 =0, el vector (1,4,5) € Imf.

{

Resolver

3+ yPir + (zy? + 22%y)y' =0,
y(1) = 1.

Solucién. Sean P(z,y) = 23 + y?z y Q(x,y) = xy* + 22%y. Entonces

B OP 0Q o
2yx = 3y (z,y) # o (z,y) =y~ + 4y,

por lo que la ecuacién no es exacta y hemos de buscar un factor integrante pu(z,y) mediante la
ecuacion

B (5 n(e.) + Pl 3 (w.0) = G20 0)n(o0) + Q) (e

que nos da

0 0
Bl y) = (2 + day)u(z, y) + (29 + 20%y) == (2, ).
oz

2yzp(z,y) + (2° + y%)a—y

y si p(z), simplificamos a

que integrando

obtenemos
log p(z) = —logz,

por lo que pu(x) = 1/z y la ecuacién
2 +y’ + (Y + 20y)y’ =0

es exacta por lo que existe f(x,y) tal que

af o 2 2
ax(muy) = T +y7
0

a—i(:v,y) = y*+2xy.

Integramos la primera condicién respecto de x y obtenemos

3

flz,y) = /(962 + y?)dx = % +zy” + 9(y),

y utilizando la segunda condicién y derivando respecto de y la expresiéon anterior

2zy + ¢'(y) = y° + 2wy,
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por lo que
3

Y
9ly) = /dey =3
y la funcién es f(z,y) = %3 + zy? + %3 La solucién general de la ecuacion es

3 3

% + 2y + % =c.
Utilizamos la condicién inicial para concluir que
! +1+ ! = 2 =,
3 3 3
y la curva , ,

define implicitamente la solucién de la ecuacién diferencial.

Resolver

Solucién. Resolvemos primero la ecuaciéon homogénea mediante la ecuacién caracteristica
2 _ _
r“—zr=xz(x—1)=0,
cuyas soluciones son 0 y 1, y la solucién es
T
yn(z) = 1 + c2€”.

Proponemos la solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(z) = Az? + Bz, y derivando

dos veces
y,(r) = 24z + B,

Yp(z) = 24,
y sustituimos en la ecuacién no homogéna y simplificando

2A —2Ar — B =1,

e igualando coeficientes obtenemos el sistema

2A— B =0,
—2A =1,
y facilmente A = —1/2y B =1, y la solucién general de la ecuacién no homogénea

1
y(z) =1 + cpe” — §x2 +x.

Derivamos esta solucién
Y (x) =coe” —x+ 1,
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y utilizando las condiciones iniciales

y(0) =1=1c; + ¢,
y/(O) =1= Cco + ]_,

y resolvemos c; = 0, ¢; = 1. La solucién del problema de condiciones iniciales es

Resolver

Solucién. Nos damos cuenta de que la tltima variable podemos obtenerla directamente de la
ecuacion z’ = —z, cuya solucién general es z(t) = cze™'. Escribimos en forma matricial el sistema
restante

con
3 -1
A_(_l . )

Calculamos los valores propios de la matriz con la ecuacién

Mﬂ:'%1t3i2’zﬁ—6ﬁkm:0,
de donde
Calculamos ahora
1w L0 (a1 + ag)t — (3 —i)a; — (3 +i)ag
p(t) t—3—1 t—3+i p(t)

e igualando coeficientes obtenemos el sistema

CL1+CL2:O,
—(3—i)ay — (3+1i)az =1,

y facilmente a; = —ay = é. Por otro lado
p(t) :
) = ——~2 —¢+_3
alt) = =5 M
t .
g(t) POy gy

t—3+1
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Entonces

¢t = a0y (A) - (A) + ¢ ay(A) - g2(A)
it —it

= e —.(A —(3-i)L) - ete& (A—(3+i)I)
e(E ()R ()
(3 (M) o))

cost —sint
—sint cost '
La solucién del sistema es

() =5 (i) (2)

— a .t 2t o3
x(t) = Ge'cost — Ze’sint,

_ C1 ,t o3 c2 it
y(t) = —Fe'sint + 2e’ cost,
2(t) = czet.

o equivalentemente

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

' =yr —x,
y/:m_$2a

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos o equilibrios.

Solucién. Calculamos los puntos criticos con el sistema.

0=y —a=a(y—1),
0=z—12%=2x(1—x),

y obtenemos que x = 0 es una recta de puntos criticos y (1,1) es otro punto critico aislado. Las
isoclinas son las rectas y = 1 y x = 1. En la primera 2’ =0 e 3 = (1 — x), por lo que 3 > 0 si
x € (0,1) e ¥y <0 en otro caso. En la segunda isoclina ¢ =0y 2’ = y — 1, por lo que 2’ > 0 si
y>1ya' <0 en otro caso. Ademds '’ > 0siysélosiobienx >0ey>1obienz<0ey< 1.
Se tiene también y' > 0 si y sélo si z € (0,1).
Las integrales primeras son
, z—x* l-u
4= yr—x y—1

e integrando
@) =1y @is =~ [ (o= 1)da

obtenemos
(z—1+@y—17=c
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que es una familia de circunferencias concéntricas que serd disjunta con la recta de puntos criticos
si ¢ < 1, tangente si ¢ = 1 y secante si ¢ > 1. Con esta informacién tenemos el diagrama de fases

i

L r=10 5 AN

Vemos que cerca de (1, 1) las érbitas son periédicas, y por tanto dicho punto critico es estable
aunque no asintéticamente estable. En la recta de puntos criticos tenemos lo siguiente: si y > 0,
tan cerca como se quiera a cada punto critico parte una érbita que se aleja del mismo, por lo
que seran inestables. Lo contrario ocurre si y < 0, aunque, dado que en cada entorno de cada
punto critico hay una dérbita degenerada que no converge a él, el punto critico no puede ser
asintoticamente estable.

Entre los 150 alumnos de una asignatura se extiende el rumor de que el examen va a ser
muy facil. La velocidad con la que el rumor se extiende es proporcional al nimero de
alumnos que no conocen ese rumor. Inicialmente lo sabfa un alumno y al dfa siguiente
ya conocfan la noticia 10 alumnos. Determinar el numero de alumnos que no conocfan el
rumor el dia del examen una semana después.

Solucién. Sea x(t) el nimero de alumnos que conocen la noticia. Entonces

2/ (t) = k(150 — 2(t)).

/ﬁ%¥%5ﬁ=/%ﬁ

Integrando
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obtenemos
—log(150 — z(t)) = kt + ¢,

y despejando
x(t) =150 — ce ™™, ¢ = e .

De las condiciones iniciales
z(0) = 0 = 150 — ¢,

con lo que ¢ = 150, y
z(1) = 10 = 150 — 150e~*,

y despejando
14
—k = log —
0g 15

con lo que la funcién que mide el nimero de individuos que conocen la noticia es
z(t) = 150(1 — '8 35),

Al cabo de una semana
14

z(7) = 150(1 — €7°¢ 75 ) &~ 57 alumnos.

Calcular los puntos criticos del sistema

o' =—z -y’
y =—y+ay,

y utilizar la funcién V(z,y) = 2% + y? para determinar su estabilidad.

Solucién. Los puntos criticos los calculamos con el sistema

0=—x— y27

0=-y+azy=y(x-1),
y de la segunda ecuacién y = 0 o 2 = 1. En el primer caso z = 0 y (0,0) es punto critico. En el
segundo x = 1 e y? = —1, por lo que no hay otros puntos criticos. Comprobamos que:

e V(0,0) =0.
o V(v,y) = 2" +y* > 0si (z,y) # (0,0).

b V (‘T?y) = <gradV(:z:,y),f(x,y)> = <(2:r,2y),(—:r—y2,—y+:ry)> = _2x2 - 2y2 <0 para
todo (z,y) # (0,0).

Por lo tanto V(x,y) es una funcién de Lyapunov estricta para el punto critico y por tanto es
asintéticamente estable.
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Capitulo 29

18-9-2006

Enunciado
1. Dada f : R* — R? definida por f(z,y,2) = (ax +y + 2,2 + y,  + 2), se pide:

(a) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f en la base candnica y las ecuaciones, bases y
dimensiones del niicleo y la imagen de f en funcién del pardmetro a.

(b) (2.5 puntos) Averiguar para qué valores del pardmetro a el vector (1, —1, —1) perte-
nece a la imagen de f. Averiguar para qué valores de a pertenece dicho vector al nicleo
de f.

(c) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)}.

(d) (2.5 puntos) Averiguar para qué valores del pardmetro a la matriz obtenida en el
primer apartado es diagonalizable y obtener su forma diagonal en caso de que 0 sea
valor propio de la matriz.

2. Sea W el subespacio de R* generado por los vectores (1,1,0,0), (0,0,1,1) y (1,1,1,1).

(a) (2.5 puntos) Calcular el subespacio ortogonal de W y dar una base de éste.

(b) (2.5 puntos) Obtener la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R* — R*, donde
f es la proyeccién ortogonal de R?* sobre el subespacio W.

(c) (2.5 puntos) ;Cudl serd el niicleo y la imagen de £7 Calcular el subespacio vectorial
suma del nicleo y la imagen de f. ;Serd dicha suma directa?

(d) (2.5 puntos) Obtener todos los vectores de R* cuya proyeccién ortogonal sobre W
sea (1,1,0,0).

3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2.5 puntos) z° +y* +z +zyy =0, y(1) = 1.
(b) (2.5 puntos) vy’ — 2y +y = cosz, y(0) = ¢/ (0) = 1.

¥ =2r—y+e
y =—2x+ 3y
asociado al sistema lineal anterior?

(c¢) (5 puntos) . Es estable el punto critico del sistema homogéneo

357
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4. (10 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

=y,
y' =y,

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos o equilibrios.
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Examen resuelto

Dada f : R® — R3 definida por f(z,y,2) = (ax +y + 2,2 + y,x + 2), se pide:

(a) Hallar la matriz de f en la base candnica y las ecuaciones, bases y dimensiones del
nucleo y la imagen de f en funcién del pardametro a.

(b) Averiguar para qué valores del pardmetro a el vector (1,—1,—1) pertenece a la
imagen de f. Averiguar para qué valores de a pertenece dicho vector al niicleo de f.

(c) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)}.

(d) Averiguar para qué valores del pardmetro a la matriz obtenida en el primer apartado
es diagonalizable y obtener su forma diagonal en caso de que 0 sea valor propio de
la matriz.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R? se tiene que

Mecc(f) =

— = Q
O =
—_ O =

Entonces el niicleo se obtiene a partir del sistema

a 1l 1 T 0
11011y |=1{(01],
1 01 z 0
y al resolverlo
a1l 1|0 1 0110 10 1 0
11 0] 0 — x| 11 0] 0 ) =r-pn 01 -1 0
1 01]0 a1l 1]0 B=ali \'001 1—a ] 0
1 0 1 0
— F3—F, 01 -1 0 s
00 2—-a]| O

tenemos los siguientes casos:

e Sia # 2, entonces el sistema es compactible determinado y Ker(f) = {(0,0,0)} y su dimen-
sién es por tanto cero.

e Si a = 2, entonces Ker(f) = {(z,y,2) € R : 24+ 2 = 0, y — z = 0}, cuyas ecuaciones
paramétricas son

==\,
Y= A, A ER,
z= A,

y por tanto (z,y,z) = A(—1,1,1), A € R, y una base del micleo es {(—1, 1, 1)}, con dimensién
uno.
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Caclulamos ahora la imagen segtin los siguientes casos:

e Sia # 2, entonces
dim Im f = dim R* — dim Ker(f) = 3 — 0 = 3,

y por tanto Im f = R3.

e Si a =2, enronces (r,y,2) € Imf si y sélo si existe una solucién (a, 3,7) € R? del sistema

2 11 o x
r1o0)1-{Bl=1v],
1 01 vy z

y al calcular los rangos de las matrices del sistema

21 1| z 1 0 1] 2z 1 0 1 z
11 0]y — mxm | 11 0y — P 01 -1 y—=z
1 01| 2 21 1| z B2l \ g 1 —1| z—22
1 0 1 z
— m-r| 01 -1 y—z ,
0 0 O T—Yy—=z

tenemos que ambos rangos son iguales a dos si x —y — 2z = 0, que es la ecuacion de la imagen.
Las ecuaciones paramétricas son

T=A+p,
y=A, A peR,
z=p,

de donde (z,y, z) = A(1,1,0) 4+ pu(1,0,1), A\, x € R, por lo que una base es {(1,1,0),(1,0,1)}
y la dimensién es dos.

(b) Si a # 0, entonces el vector no pertenece al nicleo y si a la imagen. Si a = 2, entonces
1—(—=1)—(—1) =3 # 0, por lo que el vector no satisface las ecuaciones de la imagen y conse-
cuentemente no pertenece a ésta. Por otra parte 1 — (—=1) = 0y —1 — (=1) = 0, por lo que si
satisface las ecuaciones del niicleo y si pertenece a éste.

(¢) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcce(f) - Mes(i),

donde
111
Mep(i)=| 0 1 1 |,
00 1
v Mpc(i) = [Meg(i)] 7!, y al calcular la inversa
111]100 11010 —1 1001 -1 0
011010 |—=mmr|l010]/01-1|=grl010]0 1 -1
001]001 BE-Fs\'o01]00 1 001]0 0 1
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obtenemos
1 -1 0
Mpe(i) = 0 1 -1
0 0 1
Entonces
1 -1 0 a 1 1 1 11 a—1 a—1 a
Mgs(f)=1 0 1 -1 1 10]-{011]= 0 1 0
0 0 1 1 01 0 01 1 1 2

(d) Dado que la matriz es diagonalizable, se tiene que la matriz es siempre diagonalizable.
Vimos anteriormente que 0 es valor propio de A cuando a = 2. Calculamos los otros valores
propios por la ecuacién

de donde

t:4i\/;6_12:2:|:1,

por lo que los valores propios son 3 y 1 y la forma diagonal de la matriz es

D:

O O O
S W O
_ o O

Sea W el subespacio de R* generado por los vectores (1,1,0,0), (0,0,1,1) y (1,1,1,1).

(a) Calcular el subespacio ortogonal de W y dar una base de éste.

(b) Obtener la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R* — R* donde f es la
proyeccién ortogonal de R* sobre el subespacio W.

(¢) ;Cuél serd el nicleo y la imagen de f7 Calcular el subespacio vectorial suma del
nicleo y la imagen de f. ;Sera dicha suma directa?

(d) Obtener todos los vectores de R* cuya proyeccién ortogonal sobre W sea (1,1, 0,0).

Solucién. (a) Facilmente vemos que el tercer vector generado de W es suma de los otros
dos, que son linealmente independientes, por lo que una base es By, = {(1,1,0,0),(0,0,1,1)}.
Entonces (z,y, z,t) € W si y sélo si

1,1,0,0)) =z +y,
- <<x’y’z’t)7 (0707 17 1)> =z +1t,

y asi
WL:{(x7y’Z7t)€R4:x_’_y:07 z+t=0}.
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Sus ecuaciones paramétricas son

T ==\,

y=A

I A€ R,
t=p,

por lo que (z,y, z,t) = \(—1,1,0,0)4u(0,0,—1,1), A\, u € R, y por lo tanto una base de subespacio
W es {(—1,1,0,0),(0,0,—1,1)}.

(b) Los dos vectores de la base By son ortogonales, por lo que obtenemos una base ortonormal
N = {u;,us}, donde

1 V2
y = ———(1,1,0,0) = —(1,1,0,0),
1(1,1,0,0)]| 2
1 V2
= ————(0,0,1,1) = —(0,0,1,1).
uy ||(070,1,1)||(7 ) ) 2 (7 ) )
Entonces
2 2 2 2
f(z,y,2,t) = <(x,y,z,t),§(1,1,0,0)>g(l,l,(),())—l—<(x,y,z,t),§(0,0,1,1)> %(0,0,1,1)

1 1
= @ +y)(L,1,0,0)+ (2 +1)(0,0,1,1)
B <x+y r+y z+t z+t)

2 7 2 7 27 2

(c) Dado que se trata de una proyeccién ortogonal Imf = W y Ker(f) = W=, por lo que su
suma serd directa e igual a R*.
(d) Si denotamos por C la base canénica de R*, entonces

Mee(f) =

O Owl-ol=
O OI=o=
V== O O
V== O O

y por tanto los vectores que buscamos satisfacen el sistema

11
00 5 3 t 0

que al resolverlo
11 11
5 5 0 0] 1 5 5 0 0] 1
%%()()1_> 00 0O0]O0
003%sl0] RE[O0O0F 3]0
00%%0 00 0 O0]O0

obtenemos el conjunto de vectores

{(.y,2,t) R o +y =2 2+t =0},
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o equivalentemente

r=2— ),

y_/\a

i, A\ p e R
t=u,

Resolver
22+ +x+ayy =0,

con la condicién inicial y(1) = 1.

Solucién. Sean P(z,y) = 2?> +y> +z vy Q(x,y) = zy. Entonces

oP 80

2y = a—y(x,y) %(rﬂ,y) =,

por lo que la ecuacién no es exacta y hemos de buscar un factor integrante u(z,y) mediante la
ecuacion

oP ol

S yno,) + Pl ) ) = 52

(@)l v) + Qe ) o, y)

que nos da
0 0
2yu(z,y) + (#° +y* + w)a—g(ﬁc, y) = yu(z,y) + fvyé(fv, y).

Suponiendo que p(x) la ecuacién se simplifica a

(@) = ap'(z),
que integrando
/ LACO S
p(z) x

de donde p(x) = z y la ecuacién
23y i+ 2ty =0
es exacta, por lo que existe f(z,y) tal que

0
8—£(m,y) = 22+ ay® + 2%

of 2
—(z, = zy.
8y( 0) y
Integrando respecto de x la primera condicién tenemos

2,2 43

x? 7y
f(m)=/(m3+xy2+x2)dxzz+ 5t 3 9

Derivando respecto de y esta expresién y sustituyendo en la segunda condicion

2’y + ¢'(y) = 2%y,
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T

por lo que ¢'(y) = 0y g(y) es constante y por ello f(z,y) = F + "2 + x—; y la solucién general
de la ecuacion es

S
8
<

2t 2% P
Z + T + ? =c.
Utilizamos las condiciones iniciales para obtener
1 n 1 n 1 13
C = — —_ —_ = —
4 2 3 12

y la ecuacién
x? n x2y? n 23 13
4 2 312

define implicitamente la solucién del problema de condiciones iniciales que despejando

Resolver

Solucién. Calculamos en primer lugar la solucién de la ecuacién homogénea mediante la
ecuacion caracteristica
P -2r+1=(x—-1)72=0,

por lo que 1 es la tinica solucién y
yn(z) = c1€® + coxe®.

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(x) = Acosz + Bsinz.
Derivamos dos veces
y,(x) = —Asinz + Bcosz,

y,(x) = —Acosz — Bsinu,

y sustituimos en la ecuacién no homogénea y simplificando
—2Asinx + 2B cosx = cos x,

de donde igualando coeficientes A = 0y B = 1/2, y la solucién general de la ecuacién no
homogénea es

1
y(x) = c1€” + cowe® + 5 COS T
Derivamos la solucién ]
y'(x) = (c1 + c2)€” + cowe® — 3 sinz,

y utilizamos las condiciones iniciales para construir el sistema

y(O)zlzcl—i—%,
y/(O) =1= C1 —|—CQ,
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de donde ¢; = 1/2y ¢ = 1/2 y la solucién del problema de condiciones iniciales es

1 1 1
y(x) = Eef" + Exe”” + 5 08T

Resolver
¥ =2r—y+e
y = —2x+ 3y

LEs estable el punto critico del sistema homogéneo asociado al sistema lineal anterior?

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

donde

2 -1
(3 7).
Calculamos los valores propios con la ecuacién

2—-t -1
p@%:‘_z B_t‘zﬁ—6v+4za

y ast

5+y25—-16 543
2 2

por lo que los valores propios son 4 y 1. Calculamos ahora

t=

1 B aq i as . (a1+a2)t—a1—4a2
p) -4 -1 o) |
e igualando coeficientes
ay -+ a9 = 0,
—Qa; — 4&2 = 1,

de donde a; = —ay = 1/3. Por otra parte

p(t)
—jz—t—L

() =

Entonces

e = eay(A)- qu(A) + elaz(A) - g2(A)
= e—(A—Iz)—% (A —4I,)

"5 ) -5(55)

L[ et 2t e -
- 3 2( t e4t) 2€4t—|—€ )
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y la solucién del sistema homogéneo es

ap(t) ) _ 1 e 42 ="\ [
yn(t) ] 3\ 2(ef —ett) 2et 4 et o )
Proponemos como solucién particular del sistema no homogéneo x,(t) = (At + B)e' e y,(t) =

(Ct + D)e', cuyas derivadas son z,,(t) = (At + A+ B)e' e y,(t) = (Ct + C + D)e!

(At + A+ B)et = 2(At + B)e' — (Ct + D)e' + €,
(Ct+ C + D)e! = —2(At + B)et + 3(Ct + D)et

e igualando coeficientes

y al resolverlo

— }72
2F1

1 0 -1 010 1 0 =1 010 1 0 =1 010
1 -1 0 —-11]1 0 -1 1 —1|1]|_| 0 -1 1 —-11]1
2 0 -2 010 0 0 0 0|0 ™22 0 0 0 010
0 2 1 —-21]0 0 2 1 —-21]0 0 0 3 —4] 2
de donde

A=242)

B=—143)\

C=2+43)

D=\

y dando a A = 1 obtenemos la solucién del sistema no homogéneo

x(t) \ _1 [ e'4+2 ="\ [ n 2te!
y(t) ) 3\ 2(e" —e") 2" te C otel + et

y equivalentemente

y(t) — 2623 2cq1 4t+ 261+Cz t+2t€ +€

{ Zlf(t) _ c—c2 4t_+_2013+02 t+2t€
3

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

x' =y,
y = xy?,

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos o equilibrios.

Solucién. Es fécil ver que las rectas x = 0 e y = 0 son de puntos criticos, y que no hay
isoclinas. En el primer cuadrante se tiene que ' > 0 e ¢y > 0, en el segundo 2’ <0 ey’ <0, en el
tercero '’ > 0 ey < 0y en el cuarto '’ < 0 e ¢y > 0. Finalmente las integrales primeras vienen
dadas por la ecuacion

Ty
=y "
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de donde integrando

[ 4 fo

obtenemos logy = = + ¢, 0 y = ke®, que cortan al eje y en un punto y nunca al eje = salvo cuando
k = 0, que se corresponde con una recta de puntos criticos. Con esta informacién construimos el
diagrama

- Pt

| IR

| I

La recta y = 0 estd formada por puntos criticos inestables ya que claramente, todas las érbitas
se alejan de cualquier punto critico menos la degenerada formada por él mismo. En la recta
x = 0, se tiene que si x > 0 entonces las drbitas se alejan de los puntos criticos, y de nuevo son
inestables. Lo contrario ocurre si y < 0, por lo que en este caso serdn estables, aunque dado que
existen puntos criticos tan cerca unos de otros, no pueden ser asintéticamente estables.
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Capitulo 30
1-2—2007

Enunciado

1. Dada la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por f(z,y,2) = ((2 + a)r — ay + az,2y +
2z,(a—2)x+ (2 —a)y + (2 + a)z), se pide:

(a) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f en la base candnica y las ecuaciones, bases y
dimensiones del niicleo y la imagen de f en funcién del pardmetro a.

(b) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)}.

(c¢) (2.5 puntos) Determinar para el valor del pardmetro a = 1 si la matriz obtenida en
el primer apartado es diagonalizable y obtener su forma diagonal en caso afirmativo.

(d) (2.5 puntos) Explica qué son el nicleo y la imagen de una aplicacién lineal g y prueba
que el nicleo de g es un subespacio vectorial.

2. Sea W el subespacio de R? generado por los vectores (1,a,1), (a,1,1), siendo a un pardmetro
real. Se pide:

(a) (2.5 puntos) Calcular el subespacio ortogonal a YW y dar una base de éste.

(b) (2.5 puntos) Para el valor del pardmetro a = 2, obtener la expresién analitica de
la aplicacién lineal f : R? — R3, donde f es la proyeccién ortogonal de R? sobre el
subespacio W.

(c¢) (2.5 puntos) Determinar para qué valores del pardmetro a se verifica que la suma
S + W es directa, donde S es el subespacio vectorial de R?® dado por la ecuacién
r+y+z=0.

(d) (2.5 puntos) Discute la validez o falsedad de la siguiente afirmacién: “si el vector u
es la proyeccién ortogonal del vector v sobre el subespacio vectorial 7', entonces u 'y v
son linealmente independientes”.

3. (10 puntos) Dos companias de gas, Al rico calorcito S.L. e Invierno caliente S.L., se reparten
un mercado de 10 millones de familias. Cada ano, uno de cada ocho de los abonados de la
primera compaiia se pasan a la segunda y uno de cada cuatro se pasa de Invierno caliente
S.L. a Al rico calorcito S.L. Si la poblacién no crece e inicialmente habia 4 millones de clientes
de la primera companfa y 6 millones de la segunda, determinar cial serd la evolucion de las
dos empresas con el paso del tiempo.

369
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4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2.5 puntos) v’ = (z +y)* y(1) = 1.

(b) (2.5 puntos) " — (a + b)y' + aby = z, siendo a y b pardmetros reales.
=3 —-2y+t

(c¢) (5 puntos) { Y — 2 — 2y

asociado al sistema lineal anterior?

} LEs estable el punto critico del sistema homogéneo

5. (10 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

{x’:y—x—2,
y =wzyly —z—2).
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Examen resuelto

Dada la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por f(z,y,2) = ((2+ a)x — ay + az,2y +
2z,(a—2)x 4+ (2—a)y+ (2 + a)z), se pide:

(a) Hallar la matriz de f en la base candnica y las ecuaciones, bases y dimensiones del
nicleo y la imagen de f en funcién del pardmetro a.

(b) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}.

(¢) Determinar para el valor del pardmetro a = 1 si la matriz obtenida en el primer
apartado es diagonalizable y obtener su forma diagonal en caso afirmativo.

(d) Explica qué son el niicleo y la imagen de una aplicacién lineal g y prueba que el
nicleo de g es un subespacio vectorial.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R? se tiene que

24+a —a a
Mee(f) = 0 2 2
a—2 2—a 2+a

El nucleo satisface el sistema

24a —a a T 0
0 2 2 . y = O ,
a—2 2—a 2+a z 0
y al resolverlo
24+a —a a 0 24+a -—a a 0
0 2 2 0 — p_a +2F1 0 2 2 0
e 4—2a 4+6a

a—2 2—a 2+a 0 a#£—2 0 2 ji?? 0

F3—==Fy

a+2

y distinguimos los siguientes casos:
e Sia =0, entonces Ker(f) = {(z,y,2) € R®: 2 =0, y+ 2 = 0}. Es fdcil ver que una base es

{(0,1,—1)} y por tanto su dimensién es uno.

e Sia ¢ {0,—2}, entonces el sistema es compatible determinado y por tanto Ker(f) =
{(0,0,0)} y su dimensién es cero.

e Sia = —2, resolvemos el sistema,
0 2 =210 0 0 — 0
0o 2 2 0 | —=r-p () 2 2 0
-4 4 0 0 -4 4 0 0
y el sistema es compatible determinado y por tanto Ker(f) = {(0,0,0)} y su dimensién es

Cero.
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Calculamos ahora la imagen distinguiendo los siguientes casos:

e Si a # 0, entonces
dimIm f = dim R* — dim Ker(f) =3 — 0 = 0,

y por tanto Im f = R3.

e Sia =0, un vector (z,y,z) € Imf si y sélo si existe (a, 3,7) € R? solucién del sistema

2 00 o x
0O 22 )-8 |=1vy],
-2 2 2 ol z
y al calcular los rangos de las matrices del sistema
2 00| = 200 x 2 00 x
0 2 2 Yy _>F3+F1 0 2 2 Yy _>F37F2 O 2 2 y y
-2 2 2| z 0 2 2| z2+=x 00O0] z24+z—y

obtenemos que para que ambos sean iguales a dos z — y + z = 0, que es la ecuacién de la
imagen. Las ecuaciones paramétricas son

IL’:)\—/,L7
y=A A ER,
z= U,

por lo que (2,, 2) = A(1, 1,0)+41(~1,0, 1), X, s € R, y por tanto una base es {(1, 1,0, (~1,0,1)}
y la dimensién es dos.

(b) La matriz pedida es
Mps(f) = Mgc(i) - Mec(f) - Mes(i),

donde
1 11
Mes(i)=| 0 1 1],
0 01
v Mpge(i) = [Meg(i)] 7, v al calcular la inversa
1117100 11010 -1 1 001 -1 0O
011010 ]}|—-mpm|(01O0]01 -1 —p-n| 01 0] 0 1 -1
001|001 A=Fs\o 0100 1 0010 0 1
obtenemos
1 -1 0
Mpe(i)=| 0 1 -1
0 0 1
Entonces
1 -1 0 24+a —a a 1 1 1 a+2 0 a—2
Mgs(f)=( 0 1 -1 |- 0 2 2 1011 ]=|2-a2 2-a
0 O 1 a—2 2—a 2+4a 0 01 a—2 0 a+2
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(¢) Calculamos los valores propios con la ecuacién

3—t -1 1
pt)=] 0 2—t 2 |=—t4+8>-20t+16=0,
-1 1 3-t

que por el método de Ruffini
-1 8 =20 16
2 -2 12 -16
| -1 6 -8 0

obtenemos que 2 es raiz siendo las otras dos

,_6%V36-32 _
-

341,

de donde los valores propios son 4 y 2, que es doble. Asi la matriz serd diagonalizable si
dim Ker(A — 2I3) = 2, siendo A la matriz que estamos estudiando. Dicho subespacio propios
satisface la ecuacion

x 1 -1 1 x 0
(A-2L)-| v | = 0O 0 2 |-y |=1|201],
z -1 1 1 z 0
que al resolverlo
1 -1 110 1 -1 1]0
0 0 2|0 ]| —=mg+r |0 0O 20,
-1 1 1[0 0 0 20

de donde Ker(A — 21I3) = {(z,y,2) € R3 : 2 = 0, z = y}. Fécilmente vemos que una base
{(1,1,0)}, dim Ker(A — 2I3) = 1 y la matriz no es diagonalizable.
(d) Teorfa.

Sea W el subespacio de R? generado por los vectores (1,a,1), (a,1,1), siendo a un pa-
rdametro real. Se pide:

(a) Calcular el subespacio ortogonal a YWy dar una base de éste.

(b) Para el valor del pardmetro a = 2, obtener la expresién analitica de la aplicacién
lineal f : R3 — R3, donde f es la proyeccién ortogonal de R? sobre el subespacio W.

(c¢) Determinar para qué valores del pardmetro a se verifica que la suma S + W es
directa, donde S es el subespacio vectorial de R? dado por la ecuaciéon x +y+z = 0.

(d) Discute la validez o falsedad de la siguiente afirmacién: “si el vector u es la pro-
yeccién ortogonal del vector v sobre el subespacio vectorial 7, entonces u y v son
linealmente independientes”.

Solucién. (a) Calculamos el rango de la matriz

1a1_) 1 a 1
a 1 1 PBmalv \ g 1-@g2 1—a )’
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de donde vemos que si a = 1, entonces los dos vectores son linealmente dependientes y una base
de Wes {(1,1,1)}, y si a # 1 ambos vectores son linealmente independientes y por lo tanto ambos
vectores forman una base de VV. Entonces:

e Sia =1, un vector (z,y,2) € Wt si y sélo si
0={(z,y,2), (1, ,1))=z+y+ 2

por lo que Wt = {(z,y,2) € R3: 2 +y + z = 0}. Sus ecuaciones paramétricas son

x:_/\_luu
y=A, A p€ER,
z =,

y (z,y,2) = M—=1,1,0)+u(—1,0,1), A\, u € R, y una base es por tanto {(—1,1,0),(—1,0,1)}.

e Sia# 1, un vector (z,y,2) € W+ si y sélo si

L

por lo que W = {(z,y,2) € R® : 2 +ay+ 2 =0, ar + y + 2z = 0}. Resolvemos el sistema
formado por las ecuaciones

0

O Y

1 a 1 0 _ 1 a 1
a1 1] 0 Brall \ 01— 1—a

y obtenemos las ecuaciones paramétricas son

(z,y,2),(1,a,1)) =z + ay + z,
(z,y,2),(a,1,1)) =ax +y + 2,

: A ER,

y (z,y,2) = M1,1,—(1 +a)), A € R, y una base es por tanto {(1,1, —(1+a))}.

(b) Una base de W es {(1,2,1),(2,1,1)} y obtenemos una base ortogonal O = {vy, vy} donde
Vi = (1727 ]-) y

_ (2.1,1),(L2.1) 5 (1 21
Vo = (2, ]_, 1) — <<1’2, 1)7 (172’ 1)) (]_,2, 1) = (2, 1, 1) — 6(1,2, 1) = (6, —5, 6) .

Construimos una base ortonormal ' = {u;,u,} donde

1
(1,2, 1)]]

g

u; = (1,2,1) = ~2(1,2,1),

5

u 1 (7 2 1) \/%(7 2 1)
2= M7 2 W\ 202 T 77 \mo TR |
(5 —3.4)[I\6" 36/ 11 \6" 376



375
La proyeccién ortogonal es
fo.p2) — <<x,y,z> s 1>>“—
2 21
+<($>yaz)> <_7 3 >> <_7 gag>
6 6 7 2 7T 21

1 1
= (%(641:5 +652y +4312), 7o 2 (1632 + 416y + 1932), a5y (4310 + 772y + 401z)) .

(1,2,1)

(c) Démonos cuenta que S = W+ cuando a = 1. En este caso S y W estdn en suma directa.
Si a # 1, entonces

dim(S+ W) =dimS + dimW — dim(SNW) = 4 — dim(S NW),

y como dim(S + W) < 3, se tiene que dim(SNW) > 1, y por tanto SNW # (), y la suma no es
directa.

(d) Falso, si u € 7, enotnces su proyecciéon coincide con el mismo y por tanto no pueden ser
linealmente independientes.

Dos companias de gas, Al rico calorcito S.L. e Invierno caliente S.L., se reparten un
mercado de 10 millones de familias. Cada ano, uno de cada ocho de los abonados de la
primera compaiia se pasan a la segunda y uno de cada cuatro se pasa de Invierno caliente
S.L. a Al rico calorcito S.L. Si la poblacién no crece e inicialmente habia 4 millones
de clientes de la primera compania y 6 millones de la segunda, determinar cial sera la
evolucion de las dos empresas con el paso del tiempo.

Solucién. Sean z, e y, la cantidad de abonados a cada una de las dos empresas en el ano n.
Entonces

T, 1
Tn = an—l 4yn 1,
1 n 3
n = STn— n—
Y 3 1 4?J 1

De forma matricial

()~ ()
Yn Yn—1

con
71
A= <§ )
3 1
Entonces

()= () =2(3),

Calculamos los valores propios con la ecuacién
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13 169 5
T E\/er —3  13+3

2 16 '
y los valores propios son 1y 5/8. Los subespacios propios vienen dados por los sistemas

ao(5)=(3 ) ()= (),
(a-50) ()

Ker(A — L) = {(z,y) € R* :  — 2y = 0},

t=

=

00| [
QO | = [ =
N
N
< 8
N———
Il
VR
o O
N

y entonces

8

y una base de vectores propios es {(2,1), (1, —1)}. Entonces

Ker <A—§Ig) ={(z,y) €R? .z +y =0},

A=P.D. P_l,
donde

y calculamos la inversa

2 1|10\ _ 0 3
1 —-1]0 1 n=2R\1 q

y
1 1
P].:(% 32).
3 73
Entonces
T _ an (4
(o) =2 (5)
f— . n. 71- 4
= P-D"-P (6)
_ 2 1\ (1 0\ % 3 4
1 -1 0 = 3 —32 6
- (1)
s (O+4%
Ademas
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Resolver

con la condicién inicial y(1) = 1.

por lo que integrando

obtenemos .
TR
o equivalentemente
(@)= ——
z e
r+c
con lo que deshaciendo el cambio
1
y(w) = Cr4c
Utilizando las condiciones iniciales
1
H=1=- —
de donde ¢ = —3/2 y la solucién del problema de condiciones iniciales es
1

Resolver

siendo a y b pardametros reales.

y' — (a+b)y +aby = x,

Solucién. Obtenemos en primer lugar la solucién de la ecuacién homogénea por medio de la

ecuacion caracteristica

de donde

2?> — (a+b)x +ab=0,

a+bxy/(a+b)?2—4ab a+bx(a—Db)
2 B 2 ’

por lo que las soluciones son a y b. Distinguimos los siguientes casos:
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e Si a # b, entonces
yn () = 1™ + cpe®.

e Sia = b, entonces
yn(z) = 1™ + coxe®.

Buscamos ahora una solucién particular de la euacién no homogénea segiin los siguientes casos:

e a#b a#0,b+# 0. Proponemos entonces una solucién particular de la forma y,(z) =
Az + B, cuyas derivadas son yz’;(x) =Aey, (x) = 0, y sustituyendo en la ecuacién

—(a+b)A+ ab(Az + B) = =z,

de donde tenemos el sistema

abA =1,
—(a+b)A+ abB =0,

yA=LyB= (ZX)Z. La solucién es por tanto

1 b
y(z) = 16" + ce™ + —x + iy
ab (ab)?

e a # b, a =0. Proponemos entonces una solucién particular de la forma y,(z) = Az? + Buz,
cuyas derivadas son y,(v) = 2Ar + B e y,(z) = 24, y sustituyendo en la ecuacién

24 — b(2Az + B) =z,

de donde tenemos el sistema

—2bA =1,
2A—-bB =0,
y A= —% y B = —b%. La solucion es por tanto
1
y(r) = ¢ + cpe® — STARETE

e a =b, a #0. Proponemos entonces una solucién particular de la forma y,(z) = Az + B, y
procediendo como en el rpimer caso tenemos

1 b
y(z) = 1™ + coxe™ + —x + a+o

ab-  (ab)?’

e o = b = 0. Proponemos entonces una solucién particular de la forma y,(z) = Az® + Bx?,
cuyas derivadas son y,(r) = 3Az* + 2Bz e y)(x) = 6 Az + 2B, y sustituyendo en la ecuacién

6Ar + 2B = x,

6A =1,
2B =0,

y A= é y B = 0. La solucién es por tanto

de donde tenemos el sistema

1
y(z) =1+ cow + 6:1:3.
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Resolver

¥ =3r—2y+t
Yy =2x — 2y

. Es estable el punto critico del sistema homogéneo asociado al sistema lineal anterior?

Solucioén. Escribimos el sistema de forma matricial

donde

3 =2
A= ( 32 ) .
Calculamos los valores propios de la matriz con la ecuacién

=] 5" 2 |=e-t-2-0.

de donde

L I+v148 1+£3
B 2 2
de donde los valores propios son —1 y 2. Calculamos ahora

1 . ai 4 as . (a1+a2)t—2a1+a2
p(t) t+1 t—2 p(t) ’
e igualando coeficientes
a1+ as = O,
—2@1 + ag = 1,
y obtenemos a; = —a; = 1/3. Por otra parte
p(t)
t)y = —=—=t—2
a(t) t+1 ’
p(t)
t) = —==t+1.
(1) PR +

Entonces

e = ela)(A) - qi(A) +ePay(A) - 2 (A)

y la solucién del sistema homogéneo es

() = (a5 % 750)-(2)
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Proponemos como solucién particular del sistema no homogéneo z,(t) = At+ B e y,(t) = Ct+ D,
cuyas derivadas son z,(t) = A e y,(t) = C. Sustituimos en le sistema no homogéneo

A=3At+3B—2Ct —2D +1,
C = 2At + 2B — 20t — 2D,

para obtener el sistema

—3A+2C =1,
A—3B+2D =0,
2A—-2C =0,

—2B+C +2D =0,

de donde A =C = —1, B=1, D =3/2, y la solucién general del sistema no homogéneo es

(3 ) =3 (et iy BTl )-(2)+ (553),

o equivalentemente

{ £(t) = defla g aa ot 44

y(t) — 2013—02 e2t . 02—3%61 e—t —t4 %

Dado que un valor propio es positivo,se tiene que el punto critico del sistema es inestable.

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

{x’:y—x—Q,

Yy =axyly —r—2).

Solucién. Es fécil ver que la recta y — x — 2 = 0 es de puntos criticos, y que no hay més
puntos criticos. Por otra parte las isoclinas son las rectas x = 0 e y = 0, teniéndose en ambas que
y =0siendox’ >0siy—z—2>0y 2 <0 en caso contrario. Tenemos ademés que 3’ > 0 si o
bienzy >0yy—2z—2>0o0bienxy <0y y—x—2 <0, siendo en otro caso ¢y < 0. Finalmente
las integrales primeras vienen dadas por la ecuacién

yzxwy—m—%

:‘f’
y—x—2 4

de donde integrando
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obtenemos logy = x—; +c, 0y = ke®”/ 2 que pueden cortar a la recta de puntos criticos en un

punto. Con esta informacién construimos el diagrama




382 CAPITULO 30. 1-2-2007



Capitulo 31

14—-6—-2007

Enunciado
1. (2 puntos) Esbozar el diagrama de fases del sistema

' =x+ 2y,
y' =2z —2y,

indicando la estabilidad de los puntos criticos.

2. (2 puntos) Dado el circuito de la figura que estd inicialmente descargado

LH LH

se pide:
(a) Comprobar que satisface las ecuaciones

i = —2iy + i3 + 10,
i =iy — i

(b) Determinar los valores estimados de iy, is € i3 cuando el tiempo es suficientemente
grande.

3. (2 puntos) Dado el sistema

/

¥ =y+e(x+ay),
y = —x — 2ey2®,

determinar la estabilidad local del punto critico (0,0) en funcién del pardmetro € > 0.

383
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4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (1 punto) ¢ = y? — 4y, y(0) = 0.
(b) (1 punto) z%y" — 3zy’ + 2y = 2°.

(c) (2 puntos) 2/ = 3z —y +e€'; ¢y = x +y. Estudiar ademés la estabilidad del punto
critico del sistema homogéneo.
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Examen resuelto

Esbozar el diagrama de fases del sistema

' =x+ 2y,
y = 2x — 2y,

indicando la estabilidad de los puntos criticos.

Solucién. Es sencillo ver que (0,0) es el tinico punto critico del sistema. Las isoclinas son las
rectas x +2y = 0 e y = x. En la primera se tiene que x’ =0 ey’ =3z, porloquey’ >0sixz >0e
y < 0six<0. En la segunda isoclina se verifica que ¥ =0y 2’ = 3z, por lo que 2’ > 0si 2 > 0
er’ <0six<0. Calculamos ahora los valores propios de la matriz del sistema con la ecuacién

1- 2
p(t):' 2t oy ‘:t2+t—6:O,

con lo que

Lo TlEVI+2A 145
2 2
por lo que los valores propios son —3 y 2. Denotando por A la matriz del sistema, los subespacios
propios vienen dados por los sistemas

wonn (5)-(11)-(2)-(2)
aa (5)-(3 2) ()-(2)

Ker(A +3L,) = {(z,y) € R* : 22 +y = 0},
Ker(A —2I,) = {(z,y) € R* : v = 2y}.

por lo que

Entonces tenemos el diagrama de fases

2r +y =10 :'i::y
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Dado el circuito de la figura que estd inicialmente descargado

LH LH

192

se pide:
(a) Comprobar que satisface las ecuaciones

iy = —2iy + i3 + 10,
i = i1 — 3.

(b) Determinar los valores estimados de iy, i3 e i3 cuando el tiempo es suficientemente
grande.

Solucién. (a) En cada nudo se verifica que i; = is + i3. Suponiendo que la corriente gira en
cada subcircuito en sentido contrario a las agujas del reloj, se tiene

V(t) =Vi, + Vg, + Vg,

para el subcircuito de la izquierda y
0=V, — Vg,
para el de la derecha, donde V' (t) = 10V, Ly = Ly = 1H y Ry = Ry = 1€). Entonces
{ 10 = ¢} + i1 + 4o,

OZ’L'%—Z'Q,

y utilizando la ecuacion para el nudo y simplificando obtenemos

{ i) = —2iy +i3 + 10,
i

— le —7:3.

(b) Escribimos el sistema de forma matricial

()= (2) (%)

donde
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Calculamos los valores propios de la matriz a partir de la ecuacién

—2-t 1
p(t):' T ‘:t2—|—3t—|—1:0,

de donde
t

_ -3+£y9-4 -3£.5
B 2 2
por lo que los valores propios son negativos. Entonces

. tA C1 o 0
tliréée (62)_(0>

Proponemos una solucién particular del sistema i;,(t) = A y i3,(t) = B, cuyas derivadas son
nulas, y al sustituir en el sistema no homogéneo

0=—2A4+ B+ 10,
0=A-B,

de donde A = B = 10 por lo que la solucién del sistema no homogéneo es

(1) - (2) (1)

de donde ,
i () ) = (e () + (30)) = (0 )
’ Tim is(t) = lim (i1 (£) — is(t)) = 0.

Dado el sistema

/

¥ =y+e(xr+ xy),
Y = —x — 2eyz’,

determinar la estabilidad local del punto critico (0,0) en funcién del pardmetro € > 0.

Solucién. El jacobiano del sistema es

e(l+ l+ex
JE(z,y) = < —JK—-G;QQQ —2¢a >’

ﬂ@@:(flé)

cuyos valores propios se obtienen de la ecuacién

y asi

e—t 1

rt)=| _;

‘:ﬁ—aﬁ+1=&

de donde
e Vez -4

t
2

Se distinguen entonces los siguientes casos:
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e Sie2—4 >0, esto es € > 2, entonces los valores propios son reales teniéndose que como
€ —+ve2—4 > 0, ambos son positivos y por tanto el punto critico es hiperbélico. Por el
teorema de Hartmen—Grobman concluimos que el punto critico es inestable.

e Sie? —4 <0, esto es e < 2, entonces los valores propios son complejos conjugados siendo la
parte real /2. Si e > 0, la parte real es positiva y por tanto el punto critico es hiperbdlico.
Por el teorema de Hartmen—Grobman concluimos que el punto critico es inestable. Si e = 0,
el sistema se escribe como

' =y,
{ y, = —Z,

y sus valores propios son +¢, por lo que al tener dos valores propios distintos con parte real
nula es sistema lineal es estable, pero no asintéticamente estable.

Resolver
y =y* — 4y,

con la condicién inicial y(0) = 0.

Solucién. Dado que si f(y) = y* — 4y, entonces f(0) = 0, entonces las solucién (singular) del
problema de condiciones iniciales es y(z) = 0.

Resolver

22y" — 3y’ + 2y = 22

Solucién. Se trata de una ecuacién de Cauchy—Euler que con el cambio x = ¢’ se convierte
en una ecuacién lineal con coeficientes constantes. Si denotamos la derivada respecto de ¢ por Y,
se tiene que

,_odt y
y :y —_— :y —_ :y [ s
dx T
' d dt
n__ = Sl VR -2t —2t
vi=glWe g =Y yer

por lo que el problema queda de la forma
Y —4y 42y = e*.
Resolvemos la ecuacién homogénea a partir de la ecuacién caracteristica
2 —4t+2=0,

de donde
t

_ 4:l:\/216—8 _ 943
por lo que la solucién es

yn(t) = clet(2+\/§) + 62€t(2_\/§).
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Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(t) = Ae?, cuyas derivadas
son y,(t) = 2Ae* e y)(t) = 4Ae*. Sustituyendo en la ecuacién no homogénea y simplificando

—2Ae% = %
con lo que A = —1/2 y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

y(t) = cre 5

Deshaciendo el cambio

Resolver 2’ = 3z —y+¢'; y = x+y. Estudiar ademsés la estabilidad del punto critico del
sistema homogéneo.

Solucién. Escribimos el sistema de forma matricial

donde

Calculamos los valores propios con la ecuacién

p(t):‘ 3;’5 1__1t ‘:t2—4t+4:(t—2)220,

por lo que el tnico valor propio doble es 2. Entonces a;(t) = ¢1(t) =1y

(A —2I,) i

M-

@
Il
=)

et = e"ai(A) q(A)
= (I, + (A —20L,)t
~+((3 1)+ (2
- (6%(61%?) 62'5_(16%jt)>’

y la solucion del sistema hmogéneo es

()= (75" iy ) (o)

Proponemos como solucién del sistema no homogéneo x,(t) = Ae' e y,(t) = Be', cuyas derivadas
son inguales a las funciones originales y sustituyendo en el sistema no homogéneo tenemos

Aet = 3Ae' — Be! + €,
Be! = Aet + Be!,

~—
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de donde igualando coeficientes
—2A+ B =1,
A=0,

obtenemos A =0y B =1 y la solucién del sistema no homogéneo es

z(t) \ [ e(1+t)  —e*t e, 0
y(t) | et e*(1—1t) Cs et ]’
o equivalentemente

z(t) = c1€® + te* (¢ — c2),
y(t) = coe® +te? (¢ — ca) + €.

14-6-2007



Capitulo 32

25—6—-2007

Enunciado
1. Dada f : R* — R? definida por f(z,y, 2) = (—z,2 +y + 2, —z), se pide:

(a) (2.5 puntos) Hallar la matriz A de f en la base canénica y las ecuaciones, bases y
dimensiones del niicleo y la imagen de f.

(b) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0), (1,1,0), (0,1, 1)}.
(c¢) (2.5 puntos) Calcular A" para todo n > 0.

(d) (2.5 puntos) ;Es cierto que si una matriz es diagonalizable y su tinico valor propio es
1, dicha matriz es la identidad? Razona la respuesta.

2. Sea Ry[x] el conjunto de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que
2. Dados p(x),q(z) € Ry[z] se define

<p(z),q(x) >:/0 xp(z)q(x)dx. (32.1)
Se pide:

(a) (2.5 puntos) Demostrar que <, > definido por (32.1) es un producto escalar.

(b) (2.5 puntos) Dado W = {a + bz : a,b € R}, obtener el W= subespacio ortogonal a
W.

(c) (2.5 puntos) Hallar la mejor aproximacién en W+ de la funcién e®.

(d) (2.5 puntos) Determinar el valor de a para que ax?+1 sea un vector normal o unitario.
3. Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (5 puntos) Dar la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R3 — R? de forma que
su nicleo tiene ecuaciones x +y =0y z — 2z =0, £(1,0,0) = (1,2,3) y —2 es un valor
propio de f con vector propio asociado (1,0,1). Obtener la imagen de f y determinar
si el vector (1,4,5) pertenece a dicha imagen.

(b) (2.5 puntos) Demostrar que el conjunto D de las matrices cuadradas diagonales es un
subespacio vectorial de las matrices cuadradas de tamano n x n.

391
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(c) (2.5 puntos) Demostrar que si 0 es una valor propio de la matriz A®, entonces |A| = 0.
4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2.5 puntos) z? — y* + 2z + 2zyy’ =0, y(1) = 1.
(b) (2.5 puntos) y* — 3 = 2.

2=z -y,
(¢) (5 puntos) < y' =5z —y, . Es estable el punto critico del sistema lineal ante-
x(O) - y(O) =1,

rior?
5. Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (7.5 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

¥ =z(z® +y? - 1),
Y =y(l -2 —y?),

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos aislados.

(b) (2.5 puntos) La solucién general de una ecuacién lineal no homogénea con coeficientes
constantes es y(z) = c1e” + cpe™* + xe®, ¢1,c2 € R. Determinar la ecuacion.

6. Contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (5 puntos) Una central atémica produce energia a partir de la descomposicién de
un elemento radioactivo que se desintegra de manera proporcional a la cantidad de
sustancia que hay en cada momento, de tal forma que 100 gramos pasan a 80 en
una semana. Cuando la cantidad de sustancia radiactiva es de 50 gramos, empieza a
introducirse en el reactor méas cantidad de la misma de manera constante. Determinar
la cantidad de debe echarse para que en el depdsito la cantidad de sustancia radioactiva
tienda a estabilizarse con el tiempo en 50 gramos.

(b) (5 puntos) Calcular la estabilidad del punto critico (0,0) de sistema

l'/ = —8(11,‘ - y2) - Y,
y = ez + xy),

en funcién del pardmetro € > 0.



Examen resuelto
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Dada f : R? — R3 definida por f(z,y,2) = (—z,7 + y + 2, —x), se pide:

del nicleo y la imagen de f.
(b) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}.

(c) Calcular A™ para todo n > 0.

matriz es la identidad? Razona la respuesta.

Solucién. (a) Si denotamos por C la base canénica de R?, entonces

0 0 —1
A = Mee(f) = 1 1 1
-1 0 O
El micleo se obtiene a partir del sistema
0 0 —1 x 0
1 1 1 vy =101,
-1 0 0 z 0

(a) Hallar la matriz A de f en la base canénica y las ecuaciones, bases y dimensiones

(d) ;Es cierto que si una matriz es diagonalizable y su tnico valor propio es 1, dicha

del que facilmente obtenemos que z = y = z = 0 y por tanto Ker(f) = {(0,0,0)} y su dimensién

es cero. La imagen satisface entonces
dimImf = dim R* — dim Ker(f) =3 — 0 = 3,

por lo que Im f = R3 y yna base serd por ejemplo la canénica.
(b) La matriz pedida es

Mps(f) = Mpc(i) - Mcce(f) - Mes(i),

donde
1 10
Mes(i)= [ 01 1 ],
0 01
v Mpe(i) = [Meg(i)] 7, v al calcular la inversa
1101100 11010 O 1001 -1
011010 |—pmn|l010]/01-1]=pmrl|l010[0 1
001001 00100 1 0010 O
y
1 -1 1
MBC(i): 0 1 —1 )
0 0 1
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teniéndose
1 -1 1 0 0 —1 110 -2 -3 -3
Mgs(f)={0 1 -1 ]-( 1 1 1 |]-{011]=|2 3 2
0 0 1 -1 0 0 001 -1 -1 0
(¢) Calculamos los valores propios de la matriz mediante la ecuacién
-t 0 -1
pt)=| 1 1-t 1 |=-+2+t-1=0,
-1 0 -t
y utilizando el método de Ruffini
-1 1 1 -1
1 -1 0 1
-1 0 1 0

tenemos que 1 es solucién siendo los otros valores propios soluciones de la ecuacién —t? +1 = 0,
por lo que los valores propios de la matriz son —1 y 1, que es doble. Calculamos los subespacios
propios mediante los sistemas

T -1 0 -1 T 0
A-L)- | v | = 1 0 1 1y =10
z -1 0 -1 z 0
y
T 1 0 -1 T 0
A+L)- |y |]=| 1 2 1 y |=(0],
z -1 0 1 z 0
de donde

Ker(A —1I,) = {(7,y,2) € R® : 2 + z = 0},
Ker(A +1,) = {(z,y,2) €R* v =2, o+ 2y +2 =0}

Las bases de los subespacios propios se obtienen facilmente y son Bger(a—1,) = {(1,0,—1),(0,1,0)}
Y Bker(a+1,) = {(1,—1,1)}, y por tanto {(1,0,—1),(0,1,0),(1,—1,1)} es una base de vectores
propios. Entonces

A=P-D-P
donde
1 0 0
D=1 01 0 ,
0 0 —1
1 0 1
P= o 1 -1 |,
-1 0 1
y calculando la inversa
1 0 1 1 00 10 1 1 00 10 1 100
0 1 -1]010 — myp | 001 =110 10 —>%F101—1 010
-1 0 1 001 00 2 | 101 001%0%
1 1
1 00 ? 0 3
— ?1153 010 ? 1 ? y
A0 0 1) 5 0 3
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con lo que
L g 1
2 2
pr=| i1 4 ),
1 1
3 03
y por tanto
A" = P.D".P!
1 0 1 1 O O % O _% 1—‘,—(;1)” 0 (_1)2n_1
= 0O 1 -1 0 1 0 % 1 % _ 17(;1)71 1 17(;1)7;
-1 01 00 (=1) % 0 % (*1)2”71 0 1+(;1)n

(d) Sea A una matriz que cumple dicha propiedad. Entonces existe una matriz invertible P

tal que
A=P.1,P'=P.P!=1,

por lo que la afirmacion es cierta.

Sea Ra[z] el conjunto de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que
2. Dados p(z),q(z) € Ry[z] se define

< p(x),q(x) >= /01 xp(zr)q(x)dx. (32.2)

Se pide:
(a) Demostrar que <, > definido por (32.2) es un producto escalar.
(

b) Dado W = {a + bx : a,b € R}, obtener el W= subespacio ortogonal a W.

)
)

(c) Hallar la mejor aproximacién en W+ de la funcién e?.
)

(d) Determinar el valor de a para que az® + 1 sea un vector normal o unitario.

Solucién. (a) Se verifican las siguentes propiedades:

e Dados p(z),q(x),r(x) € Ry[z] y , f € R se tiene
(ap(z) + fa(e),r()) = /ﬁ 2(ap() + Bale))r(z)dz
- alsmmw@Mx+ﬁA:m@ﬁ@ﬂxza@mxmmw+ﬁmm»wmm

por lo que es lineal respecto de la primera coordenada.

e Dados p(z), q(x) € Ry[x] se tiene

wmﬂmzlzmmwwzlmwwmmzwmmmm

por lo que es simétrica.
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e Finalmente, dado p(z) € Ry[z] se tiene

(p,p) = /01 zp(x)?de >0

dado que zp(z)? > 0 para todo z € [0,1]. Ademss,

1
xp(x)?dz =0
0

si y sélo si xp(z) = 0 para todo = € [0, 1], esto es p(x) = 0, al ser los polinomios funciones
continuas en el intervalo [0, 1].

b) Una base de W es {1, z}. Un polinomoio a + bx + cx? € W+ si
(

0:<1,a+bx+cx2>:fl(a:c+bx2+c:c3)dx:%+§+
0= (z,a+bx+cz?) = [, (az? + bz® + cat)dw = ¢ + 2 + &,

y ast
W ={a+bx+ cz® € Rolz] : 6a+ 4b+ 2c = 0, 20a + 150+ 12c¢ =0} .

(c) Resolvemos el sistema que define el susbespacio W+

6 4 2]0Y)_| 6 4 210
20 15 12| 0 BB\ 16 —9 0| 0 )’

de donde obtenemos las ecuaciones paramétricas

por lo que A (1 — %’x + 81,2), A € R, por lo que una base es {9 — 16z + 52?}. Una base ortonormal
de W+ es {p(z)} donde

1 V114
= 9 — 16z + 5x?) = —=(9 — 16z + 5x?).
P(%) = 15 " T60 7 527 T4 507) = g~ (9= 162+ 527)

La mejor aproximacién es la proyeccién ortogonal de e* sobre W+ dado por

V114 V114

6 1
= 5 (/ e (9 — 16x + 5x2)d:1:> (9 — 16z + 52%)
0

= (14e — 35)(9 — 16z + 5z7).
(d) Planteamos la ecuacién
1 = (az®+1,a2® +1) = a®(2*, 2%) + 2a (2* 1) + (1,1)

1 1 1
= aQ/ ac5dx+2a/ x?’dm—i-/ zdx
0 0 0

a2+a+1
6 2 2
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y simplificando

a>+3a—-3=0,
de donde
-3++v9+12 -3++21
a = = )
2 2

Dar la expresién analitica de la aplicacién lineal f : R? — R? de forma que su ntcleo tiene
ecuaciones ¢ +y =0y x — 2z =0, £(1,0,0) = (1,2,3) y —2 es un valor propio de f con
vector propio asociado (1,0,1). Obtener la imagen de f y determinar si el vector (1,4, 5)
pertenece a dicha imagen.

Solucién. Es ficil ver que una base del nucleoes {(1,—1,1)} y que B = {(1,-1,1),(1,0,0),(1,0,1)}
es una base de R? ya que al calcular el rango de la matriz

1 -1 1 1 0 0 1 0
1 0 0)—=psxm| 1 -1 1) —=pm|0 -11],
1 0 1 1 0 1 B=h \ 1

obtenemos que éste es tres. La aplicacion lineal pedida cumple

f(1,-1,1) = (0,0,0),
£(1,0,0) = (1,2,3),
£(1,0,1) = (—2,0,—2).

Entonces si C denota la base canénica de R?, tenemos

01 -2
Mes(f) = 0 2 0 |,
0 3 -2

y la matriz

Mec(f) = Mes(f) - Mpe(i),

donde )
1 1 1Y\
Mge(i) = [Mes(i)] ' = -1 0 0 ,
1 01
y al calcular la inversa
1 117100 -1 0 0] 010 -1 0 0] 010
~100[010| — mex| 1 11100 | —mm| 0 11110
1 01,001 1 011001 B\ 0 011011
1000 -1 0
— m-r| 01 01 -1 1,
DRE\Xo00 1|0 1 1
y ast
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Entonces
01 =2 0 -1 0 1 -2 -3
Mcc(f)=( 0 2 0 1 0 -1 |=(2 0 =2
0 3 -2 0 1 1 3 -2 =5
La aplicacién lineal pedida es
z\\' 1 -2 -3 z\\'
f(x,y,z) = MCC<f) Yy = 2 0 -2 . Y =
z 3 —2 =5 z

(x — 2y — 32,2z — 22,3z — 2y — 52).

Un vector (z,y,2) € Imf si y sélo si existe (o, 3,7) € R? solucién del sistema

1 -2 -3 o T
2 0 =218 |l=1y
3 —2 =5 v z

Al calcular los rangos de las matrices del sistema

1 -2 3| z 1 -2 -3 T 1 -2 -3 T
2 0 2|y |—-mor| 0 4 4 y—2z | »p-p | 0 4 4 y— 2z
3 =2 =5 z BB\ 0 4 4| 2-32 00 0| z2z—z—y

tenemos que para que ambos sean igual a dos z — xz — y = 0, que es la ecuaciéon de la imagen.
Dado que 5 — 1 — 4 = 0, concluimos que el vector (1,4,5) € Imf.

Demostrar que el conjunto D de las matrices cuadradas diagonales es un subespacio
vectorial de las matrices cuadradas de tamano n X n.

Solucién. Sean A = (a;;),B = (b;j) € Dy a, § € R. Entonces

aA + OB = a(a;) + B(bi;) = (aa;; + Bbij).
Si i # j, entonces
adij + ﬂbu =al + ﬁO = 0,
por lo que cA + B € D.

Demostrar que si 0 es una valor propio de la matriz A5, entonces |A| = 0. I

Solucién. Si cero es valor propio de A®, entonces existe un vector no nulo u tal que A®-u = 0.
)

Entonces el sistema A®-x = 0 es compatible indeterminado y por tanto |A°| = 0. Como
|A®| = |AJ]® =0, se tiene que |A| = 0.

Resolver
2 —y? + 22 4 2zyy =0,

con la condicién inicial y(1) = 1.
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Solucién. Sean P(x,y) = 22 — y*> + 2x y Q(z,y) = 2zy. Entonces

0P 0Q, .
—2y = o (z,y) # e (z,y) = 2y,

por lo que hemos de buscar un factor integrante p(z,y) con la ecuacién

G (5 a(e) + Pl 3 (w.0) = G2 0)n(o.0) + Q) G ley)

que nos da
0 0
—2yp(z,y) + (2 —y* + x)a—g(m, y) = 2yp(z,y) + Qxya—g(x, y).

Suponiendo que p(x) la ecuacién anterior se reduce a

~2u(x) = ap(x),

IEES

(
1
2

e integrando

obtenemos que log p(r) = —2logz = log 5, y
1
() = 22
es un factor integrante y la ecuacion
2
2
1-L 42428y =,
2
es exacta y existird f(x,y) tal que
of y? 2
77 _ 1L =
B 0 Y) p R
of y
<l - 27
By (z,y) .

Utilizando la primera condicién tenemos

2

y? 2 y
f(z,y) =/<1——2+—> dr =z + — + 2logz + g(y).
X xr xr

Derivando esta expresion respecto de y y sustituyendo en la segunda condicién
22 +4(y) =22,
x x

de donde ¢'(y) = 0 y por tanto g(y) es constante y la funcién es f(z,y) = = + %2 +2logz, y la

solucion general de la ecuacion es
2

x—i—y——i—?log:r:c.
x
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Utilizando las condiciones iniciales tenemos que ¢ = 2, porlo que

y?
x+ =+ 2logx =2,
x

y asi

y(z) = \/2z — 22 — 2xlog .

Resolver
3)

—y =2,

Y

Solucién. Resolvemos en primer lugar la ecuacién homogénea a partir de la ecuacién carac-
teristica
?—x=z(2*-1) =0,

de donde las soluciones son 0 y £1, siendo entonces la solucién general de la ecuaciéon homogénea

yn(T) = 1 + c2€” + cze™".

Proponemos como solucién particular de la ecuacién no homogénea y,(r) = Az, cuyas derivadas
son yl’)(x) = A, siendo las demds derivadas nulas. Sustituyendo en la ecuacién no homogénea

—A=2,
y la solucién general de la ecuacién no homogénea es

y(x) = c1 + coe” + cze™ — 2.

Resolver
1= -y,
y =5z —y,
z(0) = y(0) = 1,

. Es estable el punto critico del sistema lineal anterior?

Solucion. Escribimos el sistema de forma matricial

donde



de donde los valores propios son £2i. Calculamos ahora
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1 - ai X as - ((11 + ag)t + 2ia1 — 2ia2
p(t) t—2 t+2i p(t) ’
e igualando coeficientes
aq + a9 — O,
2ia1 — 2@'@2 = ]_,
ya, = —ag = i. Por otro lado
p(t) .
t) = =t4+2
all) = ;g ~tH%
p(t) .
t) = =t— 2.
et) = 75 !
Entonces

et = e®ay(A)- qu(A) + e P az(A) - 2(A)

ei2t —i2t
= A + 2iL,) — A — 21
I (A + 2il,) ; ( [ ?)
A A e 12 -1
4 5 =142 44 5  —1—2
B i ei2t _ o—i2t + 22-(61'21: + e—i?t) _(eiQt . e—i?t)

1 [ sin(2t) + 2 cos(2t) — sin(2t)
T2 ( 5sin(2t) — sin(2t) + 2 cos(2t) ) ’

y la solucion general es
z(t) \ _ 1 [ sin(2t) + 2cos(2t) — sin(2t)
yt) ) 2 5 sin(2t) — sin(2t) 4 2 cos(2t)

Utilizando las condiciones iniciales
z0)\ (1) [«
y(0) 1 c )’

( x(t) > 1 ( sin(2t) + 2 cos(2t) — sin(2t)

y(t) )~ 5 sin(2t) —sin(2t) + 2 cos(2t)

T2
o equivalentemente

{ x(t) = cos(2t),
y(t) = cos(2t) + 4sin(2t).

)-(2)

)(3),

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos aislados.
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Solucién. Es facil ver que la circunferencia 2% + y?> = 1 es de puntos criticos, y que el otro
punto critico es (0,0). Por otra parte las isoclinas son las rectas = 0 e y = 0, teniéndose en la
primera que ' = 0 siendo ¢’ = y(1—y?) = y(1—y)(1+y) y por tanto ¢/ > 0siy € (—oo, —1)U(0,1)
ey’ < 0 en caso contrario. En la segunda isoclina ¢y = 0y 2/ = x(2? — 1) = z(z — 1)(z + 1), por
loque 2’ > 0siz e (—1,0)U(1l,00) y 2’ <0 en caso contrario. Tenemos ademds que ' > 0 si o
bienz >0y 22 +4?>>1obienz <0y x2+y? <1, siendo en otro caso 2’ < 0. Por otro lado,
se tiene que ' > 0siobieny >0y 1> 22+ 9% o bien y < 0y 1 < 2%+ y?, siendo en otro caso
y' < 0. Finalmente las integrales primeras vienen dadas por la ecuacién

J = yl—a2*—y*) y
x(z?2+y? —1) x’

[

obtenemos logy = —logx + ¢, o yxr = k, que pueden cortar a la circunferencia de puntos criticos
en un punto, en dos o en ninguno. Con esta informacién construimos el diagrama

de donde integrando

El punto critico aislado (0, 0) es inestable ya que se alejan de él 6rbitas que nacen cerca suyo.

La solucion general de una ecuacion lineal no homogénea con coeficientes constantes es
y(x) = c1e” 4+ coe™® + xe”, 1, ¢ € R. Determinar la ecuacion.
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Solucién. La solucién de la ecuacién homogénea se cosntruye a partir de las raices £1 de la
ecuacion caracteristica que es

(z—D(x+1)=2>-1=0,

por lo que la ecuacién homogénea es
!
Yy —y=0.

Por otra parte, derivamos dos veces la solucién particular y,(x) = xe®, teniendo
Yp(z) = (x +1)e”,

Yp(2) = (z +2)¢”,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea
(x 4 2)e” — xe® = 2",

por lo que la ecuacién no homogénea es

Una central atémica produce energia a partir de la descomposicién de un elemento ra-
dioactivo que se desintegra de manera proporcional a la cantidad de sustancia que hay
en cada momento, de tal forma que 100 gramos pasan a 80 en una semana. Cuando la
cantidad de sustancia radiactiva es de 50 gramos, empieza a introducirse en el reactor
mads cantidad de la misma de manera constante. Determinar la cantidad de debe echarse
para que en el depdsito la cantidad de sustancia radioactiva tienda a estabilizarse con el
tiempo en 50 gramos.

Solucién. Sea x(t) la cantidad de sustancia radioactiva en cada instante de tiempo. Inicial-
mente

2 = kx,
2(0) = 100, 2(1) = 80.

La solucién de la ecuacién es
z(t) = ce,

y utlizando las condiciones iniciales

de donde ¢ = 100 y k = log 0.8, de donde
x(t) = 100e 1808,
Una vez se introduce sustancia radiactiva la ecuacién que lo modela es

2’ =1og 0.8z + a,
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donde a es una cantidad constante a detrminar. Proponemos la solucién particular de la ecuacién
no homogénea y,(t) = A, cuya derivada es nula y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

0= Alog0.8 4 a,

de donde
___*
~ log0.8’
y la solucién general de la ecuacién no homogénea es
) — cetlog0s _ @
w(t) = ce l0g0.8"
y calculando el limite
li t) = li tlog0.8 a — a =50
Jim 2(t) = lim, ( l0g08) ~ log0s

de donde
a = —501og 0.8 ~ 11.1572 gramos.

Calcular la estabilidad del punto critico (0,0) de sistema

{ 7' =—elr—y?) —y,

y = ez +ry),

en funcién del pardmetro ¢ > 0.

Solucién. El jacobiano del sistema es

IE(x.y) — ( ; - —1+2y )

1+vy) ex

J£(0,0) = < _; _01 )

cuyos valores propios se obtienen de la ecuacién

y asi

—e—t —1
€ —t

p(t) = ‘

‘:t2—|—5t—|—5:0,

de donde

L —e 4+ Ve? —4e
- 5 )

Se distinguen entonces los siguientes casos:
e Sie?—4e >0, esto es € > 4, entonces los valores propios son reales teniéndose que como

—e —V/e? — 4e < 0, ambos son negativos y por tanto el punto critico es hiperbdlico. Por el
teorema de Hartmen—Grobman concluimos que el punto critico es asintéticamente estable.
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e Sie?—4 <0, estoes e < 4, entonces los valores propios son complejos conjugados siendo la
parte real —e/2. Sie > 0, la parte real es positiva y por tanto el punto critico es hiperbdlico.
Por el teorema de Hartmen—Grobman concluimos que el punto critico es asintéticamente
estable. Si € = 0, el sistema se escribe como

r = -Y,
y =0,
y su valor propio es 0, de multiplicidad dos. Calculamos el subespacio propio mediante el

T e (-0 (6)-(6)

Ker(J£(0,0)) = {(z,y) € R* : y = 0},

cuya dimensién es uno. Entonces el punto critico es inestable.

de donde
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Capitulo 33
6—9-2007

Enunciado
1. Dada f : R?* — R? definida por f(z,y,2) = 2z +y + 2,7 + 2y + 2,3z + 3y + 22), se pide:

(a) (2.5 puntos) Hallar la matriz A de f en la base candnica y las ecuaciones, bases y
dimensiones del niicleo y la imagen de f.

(b) (2.5 puntos) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0, 1), (1,1,0), (0,1,0)}.

(¢) (2.5 puntos) Determinar si la matriz A es diagonalizable y en caso afirmativo encon-
trar su forma diagonal y la matriz de cambio.

(d) (2.5 puntos) Explica qué es el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada y qué
tiene que cumplir ésta para que sea diagonalizable.

2. (5 puntos) Sean R? con el producto escalar usual y W = {(z,y,2) € R : z + 2y = 0}.
Determinar la expresién analitica de la proyeccién ortogonal de R? sobre W.

3. (5 puntos) Dos empresas de autobuses ofrecen un mismo servicio de tal manera que cada
usuario puede elegir con qué compania hace el viaje. Cada vez que se hace un viaje la mitad
de los que lo hacen con la primera compania deciden cambiar y hacerlo con la segunda la
siguiente vez. Sélo 1 de cada 3 de los que viajan con la segunda volverdn a repetir la siguiente
vez. Si el nimero de usuarios es constante e igual a 10000 y la cuarta parte eligié para viajar
por vez primera a la primera compania, determinar cudl serd el nimero de viajeros de cada
compaiia cuando el nimero de viajes es suficientemente grande (tiende a infinito).

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales y problemas de condiciones iniciales:

(a) (2.5 puntos) vy + xy =z, y(0) = 1.
(b) (2.5 puntos) ¥ — ¢ +y = 222, y(0) =/(0) = 0.

¥=x—y
(c) (5 puntos) ¢ ¢ =bzr—y
=2z

5. (5 puntos) Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

' =x+ 2y,
y =2z + 4y,

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos.

407
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6. (5 puntos) Determinar la familia de curvas del plano que cumplen que la distancia del
origen de coordenas al punto de corte de la recta tangente en cada punto con el eje Y
coincide con la distancia del origen de coordenadas al punto de corte de la recta normal en
cada punto con el eje X. (Ayuda: el cambio de variable dependiente v = y/x transforma

una ecuaciéon homogénea de orden uno ' = % en una ecuacién de variables separables).
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Examen resuelto

Dada f : R® — R3 definida por f(z,y,2) = 2z +y + 2,2 + 2y + 2, 3x + 3y + 22), se pide:

(a) Hallar la matriz A de f en la base canénica y las ecuaciones, bases y dimensiones
del nicleo y la imagen de f.

(b) Hallar la matriz de f respecto de la base B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,0)}.

(c¢) Determinar si la matriz A es diagonalizable y en caso afirmativo encontrar su forma
diagonal y la matriz de cambio.

(d) Explica qué es el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada y qué tiene que
cumplir ésta para que sea diagonalizable.

Solucién. (a) La matriz pedida es

Mec(f) = A =

W = N
W N =

1
L,
2

siendo C = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} la base canénica de R3.
Para calcular el nticleo planteamos el sistema de ecuaciones

2 11 x 0
1 21 y |=1201],
3 3 2 z 0
y procedemos a resolverlo para simplificarlo
21 110 21 110 0 -3 —-1]0
1 21 0 T E—F—F 1 21 0 —F—2F, 1 2 1 0 5
33 210 00 0] O 0 0 0 0

por lo que
Ker(f) = {(z,y,2) €ER*: 2 +2y +2 =0, 3y + z = 0}.

En ecuaciones paramétricas se escribe como

T =—M\/3,
y=-X/3, X€R,
z =\,

y por tanto

A
(m7y72> - _5(17 17 _3>7 A € R:

y una base del niicleo serd Byerr) = {(1,1,—=3)} y su dimensién dim Ker(f) = 1.
La dimesién de la imagen de f es

dimImf = dimR*® — dimKer(f) =3 — 1 = 2.
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Para calcular sus ecuaciones hemos de tener en cuenta que (x,y, z) € Imf si y sélo si el sistema

2 11 x
1 21 =| vy
3 3 2 t z

tiene solucién. Para ello, como el rango de A es dos, el rango de la matriz ampliada también ha
de ser dos. Calculamos entonces el rango

21 1) =2 2 11 T

1 21 Y Ry F —F, 1 21 Yy

3 3 2| 2 0 00| z—2—y
que tendrd rango dos si x +y — z = 0. Por lo tanto

Imf = {(z,y,2) ER*: 2+ y —2=0}.

Las ecuaciones paramétricas son

IS
I T
= >%
|
>

por lo que
(x,y,2) = u(1,0,1) = A(1,—1,0), \,u € R,

y obtenemos la base B¢ = {(1,0,1),(1,—1,0)}.
(b) Las ecuaciones de cambio de base son

Mps(f) = Mpc(i) - Mcce(f) - Meg(i),

donde
110
Mes(i)=|( 0 1 1
100
y Mpge(i) = [Meg(i)] 71, que a continuacién calculamos
1101100 1 1 0 1 00 110 1 00
011010 = mm|0 1 1] 0 10]|=pm|[011] 0 10
1 00]00°1 0 -1 0] -1 0 1 00 1] —-111
110 1 0 0 100} 0 0 1
— p-r| 010 1 0 -1 )—=p-pr| 010 1 0 —1
001 -11 1 001 -11 1
de donde
0 0 1
MBC(I)— 1 0 -1
-1 1 1
Entonces
0 0 1 2 11 110 5 6 3
Mgs(f)=| 1 0 -1 121 011 |=|-2 -3 =2
-1 1 1 3 3 2 100 4 6 4



(¢) El polinomio caracteristico es

pt)=| 1 2—-t 1 |=—t3+6t>—05t,
3 32—t

411

que al igualarlo a cero nos da las raices t; = 0, t = 1y t3 = 5. Al tener tres valores propios distintos
la matriz A es diagonalizable. Calculamos los subespacios propios. El primero es Ker(A) =

Ker(f) = {(z,y,2) e R* : 2 + 2y + 2 = 0, 3y + z = 0} que tiene por base Bge(a) = {(1,1

Para calcular el segundo tomamos el sistema

T 1 11 T 0
A-L)-|y|=[1 11| |y]|=[0]
z 3 3 1 z 0
que resolvemos
11110 11 1 0
11110 | —m-n 00 O 0
3310 B3R\ 0 0 =21 0

por lo que
Ker(A — 1) = {(z,y,2) eR* 2 +y+2=0, z =0},

que tiene por ecuaciones parameétricas

==\,
Y= A, A€ R,
z =0,

y
(z,y,2) = —=A(1,—-1,1), A€R,

por lo que una base es Bker(a—1,) = {(1, —1,0)}. Respecto al valor propio 5, tenemos que

T -3 1 1 T 0
(A=5LL)-| v | = 1 -3 1 'y =101,
z 3 3 -3 z 0
que al resolverlo
-3 1 1 0 1 -3 1 0 1 -3 1 0
1 -3 1 0 — mxp | —3 1 1 0 | —=r+3m 0 -8 4 0
3 3 =3|0 3 3 =310 B3\ g 12 =6 0
1 =3 1] 0 1 =3 1 0
— F3+%Fz 0 -8 4 0 7—)—in 0 2 -1 0
0O 0 0|0 0 0 0 0
de donde

Ker(A —5I,) = {(z,y,2) €ER*: 2 — 3y + 2 =0, 2y — 2z = 0},
cuyas ecuaciones paramétricas son
r=\/2,

y=2X/2, NER,
z=A,
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A
(x,y,2) = 5(1, 1,2), A e R,

y una base es Bker(a-s1,) = {(1,1,2)}. Entonces B = {(1,1,-3),(1,-1,0),(1,1,2)} es una base
de vectores propios. Asi

000
A=P- {010 | P
005

siendo
1 1 1
P=| 1 -11
-3 0 2
y calculamos P!
1 1 1100 1 1 1] 1 00 1111 0
1 -1 1010 = mr(0-20]-110|—4p(010]35 —3
—3 0 2[00 1 Bl \og 3 5] 3 01 0353 0
1111 0 0 1111 0 0
= man | 01 0] 3 30| =010 5 —50
00535 2 1 001 % & +
too| o
— Rp-R| 010 5 -2 0 |,
SR AT B
de donde
101 _1
—1 ?515
3 3 1
10 10 5
2 11 1 11 000 %%—%
121 |=(1 -11 010 s —3 0
3 32 -3 0 2 005 2 41

(d) Teoria.

Sean R? con el producto escalar usual y W = {(x,y,2) € R® : & + 2y = 0}. Determinar
la expresién analftica de la proyeccién ortogonal de R? sobre W.

Solucién. Es facil ver que una base de W es B = {(2,—1,0), (0,0, 1)}, que ademds es ortogo-
nal. Para conseguir una base ortonormal dividimos los vectores de B por su norma y obtenemos
N ={(2v5/5,—+/5/5,0),(0,0,1)}. La proyeccién ortogonal de R? sobre W es la aplicacién lineal
p tal que para todo (z,y, 2) € R? verifica que

p(z,y,2) = < (x,9,2),(2V5/5,—V5/5,0) > (2v/5/5, —/5/5,0)+ < (z,y, 2), (0,0,1) > (0,0,1)

(4 —2y y—2:rz
B 5 7 5 7))

~ o = OO
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Dos empresas de autobuses ofrecen un mismo servicio de tal manera que cada usuario
puede elegir con qué compania hace el viaje. Cada vez que se hace un viaje la mitad
de los que lo hacen con la primera compania deciden cambiar y hacerlo con la segunda
la siguiente vez. Soélo 1 de cada 3 de los que viajan con la segunda volveran a repetir la
siguiente vez. Si el nimero de usuarios es constante e igual a 10000 y la cuarta parte eligié
para viajar por vez primera a la primera compania, determinar cudl serd el nimero de
viajeros de cada compaiifa cuando el nimero de viajes es suficientemente grande (tiende

a infinito).

Solucién. Llamemos z, e y, al nimero de pasajeros en el viaje n que eligen la primera y
segunda empresa, respectivamente. Se tiene entonces que

1 2
Ty = =Tp_1+ “Yn—1,

2 3

1 . 1
n = ZTn— S5 9In—1,
Y 5 1 3y 1

. Tn—1
Yn—1 .
T\ (2500
vy ) 7500 )’
e inducivamente obtenemos que

()=(11)(%m):

Tenemos entonces que calcular la potencia n—ésima de la matriz del sistema. Para ello calculamos
los valores propios por medio del polinomio caracteristico

que en forma matricial se escribe

()= (

D [0 [ =
wWl—wIN

Se tiene

D=0 [
Wl

DO D0 [
wlwN

1 2
s—t 2 5 O 1
pt)=|2%1 173 ‘:t__t__zov
3 3¢ 6 6
de donde
5 25 | 2
stymts &1
t: ==
2 2
1l 2
y tenemos las raices t; = 1y to = —1/6, que seran los valores propios de la matriz A = (i i)
2 3

Calculamos los subespacios propios

Ker(A —1I,) = {(z,y) € R* : 3x — 4y = 0}

Ker(A —1I,) = {(x,y) € R* : 2 + 2y = 0},
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por lo que una base de vectores propios serd B = {(4,3), (2,—1)}. Entonces

A:P-<1 01>-P‘1,
0 —5

siendo

y calculamos su inversa

4 2110 4 2
3 -1|01) 7 Pan{o -3
1
0

I (S]]
N [SV]

— Ol
N—

por lo que

y entonces
2+3(—-3)"  1-(-3)"
0 5 0 (=) 3 —1 6-6(-3)" 3+2(=2)" |’
5 5

_1\" _(_1\"

p ) 22Uel ZCEL ) o500\ 2500

yo ) | 66(-5)" 3+2(-3)" 7500 ) — \ 7500
5 5

lim x, = 2500,
lim z, = 7500.

y asi

y finalmente

Resolver

con la condicién inicial y(0) = 1.

Solucién. Hay dos maneras de hacer el ejercicio. La primera, mds directa y rdpida consiste
en escribir la ecuacién como

y =az(l-y), (33.1)
y darse cuenta que y = 1 anula la parte derecha de la igualdad. Por lo tanto y(xz) = 1 es una

solucion singular que cumple la condicién inicial y por tanto la solucién.
La segunda forma es resolviendo la ecuacién (33.1) haciendo
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e integrando obtenemos
2

log(1 — y(x)) = % +c.

de donde
y(z) =1 — ke® /2.

Imponiendo la condicién inicial y(0) = 1 tenemos que
1=1-k,

de donde k£ = 0 y la solucién de la ecuacién es y(x) = 1.

Resolver

{y"—y+y=2ﬁ,
y(0) = y'(0) = 0.

Solucién. Empezamos por resolver la ecuaciéon homogénea

y -y +y=0
Para ello, planteamos la ecuacién caracteristica
2 —
r*—xz+1=0,

que tiene por soluciones

por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es
yn(z) = cre'/? cos (t\/§/2> + ¢et?sin <t\/§/2> :

Proponemos ahora una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma y,(r) =
Ax* 4 Bz + C. Dado que y,(z) = 2Az + B e y(z) = 2A, se tiene que al sustituir en la ecuacién
no homogénea

2A —2Ax — B+ Az + Br +C = Ax* + (B —2A)z + 2A — B+ C = 1,

e igualando coeficientes tenemos el sistema

A=1,
B—2A4=0,
2A— B+C =0,

que nos proporciona las soluciones A =1, B = 2 y C' = 0, por lo que la solucién general de la
ecuacién no homogénea serd

y(z) = clet/Q cos (t\/§/2) + 02675/2 sin (t\/§/2> + 2% + 2z.
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Finalmente, imponemos las condiciones iniciales para obtener las constantes c¢; y co. Para ello,
derivamos en primer lugar

Y (z) = (0—21 + ECQ> e'’? cos (t\/§/2> + (—ﬁcl + %) e!/? sin (t\/§/2> + 2z + 2.

2 2 2
Entonces
y(O) =0= C1,
) V3
c 3
y'(O) :O:é+702+2,
de donde ¢; = 0 y ¢y, = —4+/3/3, y asf la solucién del problema de condiciones iniciales es
4v/3
y(x) = —T\/_ew sin (t\/§/2> + 2% + 2.
Resolver
T =z —y,
y =5c—y,
2 =2z

Solucién. Antes de aplicar ningin método, démonos cuenta que el sistema puede resolverse
calculando z e y del sistema
¥ =x—uy,
{M=5x—%

y la variable z de la ecuacién 2z’ = 2z. Esta tltima ecuacién se resulve facilemente dando por
solucién z(t) = cze®. Asi pues, sea
1 -1

y calculemos la solucién del sistema de orden dos dada por

z(t) \ _ A C1
=e" . .
y(t) C2
Para ello obtengamos el polinomio caracteristico

p(t) = |A -zl =

‘1—t —1 _ 2y,

.
con lo que la ecuacién t? + 4 = 0 nos daré por soluciones t = 4-2i. Calculemos ahora a; y as

1 o aq + Q9 o (CLl + a,g)t + 27:(61,1 — CLQ)
p(t) t—2% t+2% p(t) ’

de donde igulando coeficientes tenemos el sistema

a1 +as =0,
2i(a1 — CLQ) = 1,
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que nos da las soluciones a; = 1/4i y as = —1/4i. Por otra parte,
p(t) :
t) = =t+4+2
alt) = 5 =t+%
p(t) :
t) = =t — 2.
elt) = 7 !
Asi
A = €i2ta1<A) : Q1(A> 02(A> ( )

o 1
= 4 — (A + 2iI,) — e (A - 2212)
_ emi 1 —I— 21 — z2t 1—2 —1
49 —1 + 21 5) —1—-2
1 ei2t —12t + 2Z 12t +e 22t (eiQt _ 6712t>
= E ( 5(622t z2t) (62215 1;2t) + Qi(ei% N efm) >

( Lsin(2t) + cos(2t) —1sin(2t) )

2 sin(2t) —1 sin(2t) 4 cos(2¢)

por lo que

(7)) = (FEnr® e o ) (2)
_ ( G- sin(2t) + ¢y cos(2t) )

a2 gin(2t) + ¢ cos(2t)

Asf 1a solucién es
x(t) = 952 sin(2t) + ¢; cos(2t),
y(t) = 22 gin(2t) + ¢y cos(2t),
2(t) = czet.

Esbozar el diagrama de fases del siguiente sistema auténomo

' =x+ 2y,
Yy =2z +4y,

y determinar la estabilidad de sus puntos criticos.

Solucién. Calculamos en primer lugar los puntos criticos del sistema resolviendo el sistema

xz+ 2y =0,
2z + 4y = 0,

que nos proporciona la recta de soluciones x + 2y = 0, que obviamente serd una recta de puntos
criticos. Como el sistema es lineal, esta recta coincide con las dos isoclinas, por lo que dicha recta
divide al plano en dos regiones donde el sentido del vector velocidad de las érbitas no variara. La
primera regién viene dada por la desigualdad x + 2y > 0, donde observamos que 2z’ > 0 e ¢y > 0,
por lo que el vector velocidad o tangente apuntara a la derecha y arriba. En la otra regién dada
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por = + 2y < 0, tenemos que ' < 0 e vy < 0, por lo que ahora dicho vector tangente apuntara a
la izquierda y hacia abajo. Finalmente, la integral primera vendrd dada por la ecuacion

,:2x—l—4y:2
T+ 2y

)

de donde serd la famila de rectas paralelas
Yy =2z +c.

Es claro que cada recta corta en un punto con la recta de puntos criticos, por lo que en cada
integral primera hay tres érbitas: dos semirectas y un punto critico. Toda esta informacién la
resumimos en el siguiente diagrama

-X

it 2y =0

Determinar la familia de curvas del plano que cumplen que la distancia del origen de
coordenas al punto de corte de la recta tangente en cada punto con el eje Y coincide
con la distancia del origen de coordenadas al punto de corte de la recta normal en cada

punto con el eje X. (Ayuda: el cambio de variable dependiente v = y/z transforma una
f(z:y)
9(zy)

ecuacién homogénea de orden uno 3y’ = en una ecuacién de variables separables).

Solucién. Sean y(z) la funcién que define la curva y (x,y) un punto arbitrario (z,y) de la
misma. Tenemos entonces que la rectas tangentes y normal son

Y —y=y(X -z



419

1
Y_y: _?(X_x)a
respectivamente. Haciendo X = 0 obtenemos el punto de corte de la recta tangente con el eje Y,
que es Y, = y — xy/. Similarmente, si Y = 0, obtenemos el punto de corte de la recta normal con
el eje X en el punto X. = = + yy’. Las distancias del origen de coordenadas a estos puntos es Y,

y X, respectivamente, por lo que igualando ambas cantidades tenemos la ecuacién

y—xy =z+yy,

o equivalentemente
I y—x
r+y’

Yy
que es una ecuacién homogénea. Con el cambio de variable dependiente z = y/x se tiene

z—1
241’

Yy =Zr+z2=

con lo que
142, 1

_1—1-222 o

de donde por integracién obtenemos
1 2
—arctan z — 3 log(1+ 2%) =logz +c.
Deshaciendo el cambio anterior obtenemos la familia de curvas

2 2
(x ty ) =logz +c.
x

— arctan y_- log
r 2
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Capitulo 34

16—2-2008

Enunciado

1. Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) (1 punto) Dada una aplicacion lineal f : R® — R3 y B = {uy, uy, uz}, explicar qué es y
c6mo se calcula la matriz asociada a f en la base B. Como aplicacién obtener la matriz
asociada a la base B = {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)} de la aplicacién lineal definida por

f(:l},y,Z) - (a:—Qy—z,y—m,—y—i—Z)

(b) (1 punto) Obtener por un método distinto al anterior la matriz asociada a f en la base

B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

2. Determinar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(i)

(b) (1 punto) El subconjunto de las matrices de dos filas y dos columnas dado por W =
{A € My2(R) : |A| = 0} es un subespacio vectorial.

(a) (1 punto) La matriz

es diagonalizable si y sélo si a # 1.

(c¢) (1 punto) El vector (1,1,1) es la proyeccién ortogonal de (1,2, 3) sobre el subespacio
W={(z,y,2) eR3: 2 +y—22=0}.

(d) (1 punto) La aplicacién lineal f : R? — R3 dada por f(z,y) = (x — 2y,y — z,—y) es
sobreyectiva.

(e) (1 punto) Los subespacios vectoriales

Wi ={(z,y,2,t) ER*:z+y+ 2+t =0}

WQ:{(x7y727t)€R4:{E—y:0;z_t:()}

son ortogonales.

421
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(f) (1 punto) El conjunto W = {(z,y,2) € R3: zy + z = 0} es el micleo de la aplicacién
lineal f : R?* — R? dada por

f(il?,y,Z) - (x—2y—|—z,y—m, _y)7

3. (2 puntos) Dado el sistema digital

() ‘@ -~ [ - D =~ U

Ol

comprobar que y, puede calcularse a partir de la relacién v, 12 + 2y,+1 — 3y, = 0. Dadas las
condiciones yy = y; = 1, obtener y,,.
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Enunciado

Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) Dada una aplicacién lineal f : R — R3 y B = {u;, u, u3}, explicar qué es y c6mo
se calcula la matriz asociada a f en la base B. Como aplicacién obtener la matriz
asociada a la base B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} de la aplicacién lineal definida
por

f(r,y,2) = (x —2y — z,y —x,—y + 2).

(b) Obtener por un método distinto al anterior la matriz asociada a f en la base

B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

Solucién. (a) Qué esy cémo se calcula la matriz Mps(f) puede verse en la teoria. Calculemos
la matriz en el ejemplo. Tomamos el primer vector de B y calculamos su imagen

£(1,0,0) = (1,—1,0) = ay1 - (1,0,0) + as; - (1,1,0) +az - (1,1,1)

= (a1 + a2 + as, az + asi,asy),
de donde construimos el sistema

ai +ag +as =1,

ag +az; = —1,
asy = 07
de donde facilmente obtenemos az; = 0, as; = —1 y a;; = 2. Procedemos ahora con el segundo

vector

£(1,1,0) = (=1,0,—1) =a> - (1,0,0) + az - (1,1,0) + asz - (1,1,1)

= (@12 + ag + as2, age + ass, ass),

de donde construimos el sistema

a1z + Qg + azy = —1,
aga + azz = 0,
asz = —1,
de donde facilmente obtenemos azs = —1, ass = 1 y a1 = —1. Finalmente, repetimos de nuevo

con el tercer vector de B,
f(l, ]_, 1) = (—2, 0, 0) = Qi3 - (1, 0,0) + Qo3 - (1, 1, O) + as3 - (1, 1, 1)
= (a3 + ags + ass, ass + ass, ass),
de donde construimos el sistema

a13 + a3 + asz = —2,
ags + asz = 0,
a3 = 0,
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de donde facilmente obtenemos as3 = 0, ass = 0y a;3 = —2. Asi, la matriz pedida es
2 -1 =2
Mps(f)=| -1 1 0
0 -1 0

(b) Para calcular Mg/ (f) utilizamos la férmula
Mg s (f) = Mps(i) - Mgs(f) - Mgg (i).
Calculamos Mpgg (i) a partir de los sistemas
(1,1,0) = ay;-(1,0,0) +as - (1,1,0) +ag - (1,1,1)
= (an + axn + as1, an + as1,as),
de donde construimos el sistema

ay + ag +as; =1,
az +azy = 1,
as; = 07

de donde fdcilmente obtenemos as; = 0, as; = 1 y a;; = 0. Procedemos ahora con el segundo
vector

(1,0, 1) = Qi2- (1,0,0) + a9z * (1, 1,0) + ass -+ (1, 1, 1)

= (@12 + ag + as2, aze + ass, ass),
de donde construimos el sistema

a2 + ag + asy = 1,
g2 + asy = 0,
azz = 17

de donde facilmente obtenemos azs = 1, ass = —1 y a1 = 1. Finalmente, repetimos de nuevo con
el tercer vector de B,

(03 1a 1) = ai3- (]-7 07 0) + as3 - (17 ]-7 0) + ass - (L 17 ]-)

= (@13 + ags + ass, ags + ass, ass),
de donde construimos el sistema

a13 + a3 + azz = 0,
ao3 + asz = 1,
asz = 1,

de donde facilmente obtenemos as3 = 1, asz3 = 0y a;3 = —1. Asi, la matriz es

0 1 -1
MB’B(i) — 1 —]. O
0 1 1
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= [Mpgs(i)]!. Calculamos entonces la inversa

La otra matriz de cambio de base es Mpg (i)

R

~/
o O -
S I
— O O
— O O
—
01_ —
01_2_
—
SN oo~
— —

OO~ O O -7 N
O |
— O O —A OO

— O O
o — O —|
< = —~o
1_21_2_
ST
o T o~
_ oo -
‘I_All
110 o - O
_
— O O — O O
N—— T OO~~~
X )
& it £
~
o o -
o - O
— O O
—
| @ —
Q
Q
=
o - O o
( Q
[@F

~//

| =] N[ N
— O O

—| N
— N _

Mg (i) = (

y asi

— =] [ N
— O O

—|
—| N _

)
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Determinar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

- (32)

es diagonalizable si y sélo si a # 1.

(a) La matriz

(b) El subconjunto de las matrices de dos filas y dos columnas dado por W = {A €
Maya(R) : |A| = 0} es un subespacio vectorial.

(c) El vector (1,1,1) es la proyeccién ortogonal de (1,2,3) sobre el subespacio W =
{(z,y,2) ER®: 2z +y —22 =0}

(d) La aplicacién lineal f : R? — R? dada por
f(z,y) = (z—2y,y —z,—y),
es sobreyectiva.

(e) Los subespacios vectoriales

Wi ={(z,y,2,t) ER* o +y + 2+t =0}

WQ:{(x7y7Z7t)ER4I—y:072_t:0}

son ortogonales.

(f) El conjunto W = {(z,y,2) € R®: 2y + 2 = 0} es el niicleo de la aplicacién lineal
f : R3 — R3 dada por

f((lf,y,Z) = ($—2y+Z,y—I‘7 _y)a

Solucién. (a) Calculamos los valores propios

1-t¢ 1

=15t L =a-oe-0-o

de donde los valores propios son:

e Sia # 1, los valores propios son 1 y a, y por tanto la matriz es diagonalizable.

e Sia =1, el dnico valor propio es 1, que es doble. Calculamos el subespacio propio asociado

con el sistema
()= (5)=(50)- (5)=(5).

por lo que Ker(A — I,) = {(z,y) € R? : y = 0}, cuya base es B; = {(1,0)}, por lo que
la dimensién es uno y al no coincidir con la multiplicidad del valor propio la matriz no es
diagonalizable.
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Asi, la afirmacién es cierta.
(b) La afirmacién es falsa. Tomemos las matrices

-~ (33)
5-(00).

0 1
|A+B|—‘1 0‘_—17&0,

0
1

Como vemos A, B € W y sin embargo

y consecuentemente A + B ¢ W.
(c) Las ecuaciones paramétricas de WV es

r = —)\ + 2u,
A pe R
Z = Ma
Entonces todo vector (x,y,z) € W satisface que (z,y,2) = A(—1,1,0) + u(2,0,1), A\, € R,
por lo que una base es B = {( 1 ,0),(2,0,1)}. Otenemos a partir de ésta una base ortogonal

O = {u;,uy} donde u; = (—1,1 O)y

s = (2,0,1) — (=1,1,0),(2,0,1))

) _ B )
(- 1,1,0)( 1,1,0)) (=1,1,0) = (2,0,1) + (=1,1,0) = (1,1,1).

La base ortonormal N' = {vy, vy}, donde

1 V2

Vi=—— -u; = —(—1, 1,0)
T
’ 3
1 3
Vo= ——up = Y211, 1),
Tl %2~ 3

La proyeccién ortogonal de (1,2,3) sobre W es

p(1,2,3) = <(1,2,3),ﬁ(—1,1,0)>§(—1,1,0)+<(1,2,3),f(1,1,1)> ?(1,1,1)

w

2 3
1 35
= F(-L10)+2(1,1,1) = (5,5,2> £ (1,1,1),

por lo que la afirmacién es falsa.
(d) Partimos de la férmula

dim R? = dim Ker(f) + dim Im f.

Como dim Ker(f) > 0, entonces dimImf < 2 < 3, por lo que Imf # R3 y la aplicacién no es
sobreyectiva y la afirmacién es falsa.
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(e) Las ecuaciones paramétricas de WV, son

r=—-A—u—v,

y=A
I, A p,v €R,
t=v,

por lo que una base es By, = {(-1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1)}. Las ecuaciones paramétricas
de W, son

T =\,
y=A
Z:M’%MGR
t=p,

por lo que una base es By, = {(1,1,0,0),(0,0,1,1)}. Como

<<_170> 170)a (17 17070» =—-1#0

los subespacios no pueden ser ortogonales.

(f) Como (1,0,0),(0,1,0) € W, y sin embargo (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) ¢ W ya que
1-140=1. Como W no es un subespacio vectorial no puede ser el nicleo de una aplicacién
lineal.

Dado el sistema digital

() ‘I/rg:\' -~ [ - [ =~ Uy

s

(3)
3

- |
Y

comprobar que y, puede calcularse a partir de la relacién y,12 + 2y,+1 — 3y, = 0. Dadas
las condiciones yy = y; = 1, obtener y,.
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Solucién. Consideremos el sistema

~ [ ~ D =~ UYn

Como 7, = =25, + 3Yn, Sn = Ynt1 Y Tn = Sni1, S€ tiene que

Yn4+2 = Sn+1 = T'p = _2871 + 3yn = _2yn+1 + 3yn7

de donde se obtiene la ecuacién pedida. Por otro lado,
Yn+1 _ 0 1 . Yn _ 0 1 2 . Yn—1
Sn+1 3 =2 Sn 3 =2 Sp—1
B 0 1\ (w) [0 1 n+1 1
n 3 =2 so /) \ 3 =2 1)
Calculamos los valores propios de la matriz. Para ello calculamos el polinomio caracteristico

p(t):‘ _?f —21—t ‘:t2+2t—3:0,

de donde

_ —2i\2/4+12:_1i2’

por lo que los valores propios son —3 y 1. Sea

2= (3 h)

Calculamos sus subespacios propios con los sistemas

(0) = (5)=(31)(5)-(25)
(5)-w-m-(3)-(5 5)(0)-(a7).

por lo que los subespacios propios son Ker(A+3-Iy) = {(z,y) € R? : 3x+y =0} y Ker(A —1,) =
{(z,y) € R?: z = y}. Las bases de dichos subespacios son B_3 = {(1,-3)} y B; = {(1,1)}, y por
tanto B = {(1,—3),(1,1)} es una base de vectores propios. Entonces

(3 )-r(0) >




430 CAPITULO 34. 16-2-2008

donde

y calculando su inversa

W =
= O
~

FN[py—

S | QO [

= I
N

N——

por lo que

N SEN o

= |
=

v

y por lo tanto
() - (L) ()
() (o) o
=) ()

por lo que s,.1 = s, = 1, es una sucesiéon constante.

NS VU o
= l
=
\_/
VR

[N [SSN
s |

=
N——
/\ —_
— =N v
N———

Il
VR
— =
N———



