ALGEBRA Y ECUACIONES DIFERENCIALES. Curso 2009 /10.
HoiJA 3: ESPACIOS VECTORIALES.

1. Sea Mjx2(R) el espacio de las matrices de orden 2x2 sobre el cuerpo R, estudiar si los siguientes
conjuntos de matrices son subespacios vectoriales.
(a) M= {A S MQXQ(R)
(b) My = {A S MQXQ(R) A? = A}
(c) M3 ={A € M2.2(R) : |A[ =0}
) M

{A:<8 0>EM2><2( ):a €R}

A es simétrica}

(d
2. En R? definimos la operacién interna + dada por:
(€, y) + (u,0) = (x +u,y +v) ¥(z,y), (u,0) € R?,
y la operacién externa * : R x R? — R? dada por:
% (2,y) = (az,y), Ya € Ry V(z,y) € R%.

Tiene la terna (R?, +, *) estructura de espacio vectorial sobre R ?

3. Comprobar si los siguientes conjuntos de R? son subespacios vectoriales:

(a) W {(331,332,1’3) ER3:xy + 1o = ()}_
(b) W:{($ , T2, T3) ERB:x1+2x2+x3:1}.
(c) W:{(x ,T2,23) ERB:xlszZO}.
(d) WZ{@ , L2, T 3)€R33$1+$2=0yx3—x2:0}_
(e) W= {(z1,72,23) € R : 21 + 23 = 0}.
4. Decir si los siguientes vectores de R* son linealmente independientes:

{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1)}.
(b) {(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}.
(¢) {(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1),(2,0,0,0)} .
5. Extraer un conjunto linealmente independiente de los conjuntos del ejercicio 4.
6. ;Alguno de los conjuntos del ejercicio 4 son una base de R*?.
7. Calcular el subespacio vectorial generado por los conjuntos del ejercicio 4.
8. Dados los subespacios de R3, W; = {(wl,xg,xg) ER3:zy =a9 = 0} y
Wy = {(z1, 29, 23) € R® : 21 + 29 + 23 = 0},

calcular:

(a) Un conjunto generador linealmente independiente de Wy y Wh.
(b) Calcular Wi + W, y Wi N Ws.
(c) ¢Esla suma de Wy y Ws directa?.

)

(d) Calcular las dimensiones de Wi, Wa, Wi N Wa y Wy + Wh.
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Sea (V,+,+) un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea B = {vi,...,v,} una base de V.
Demostrar que el conjunto de vectores B’ = {uy,...,u,} dado por u; = vy, ug = vq + vo, ...,
u, = vy + vy + ... + v, es también una base de V.

Sea Py [z] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n. Demostrar que
los conjuntos B = {1,z,2% 23,2} y B = {(1 +o)t a1 +2)? 220 +2)?, 23 (1 +2) ,374} son

bases de Py [z]. Expresar los elementos de B’ como combinacién lineal de B.

Se consideran en R* los subespacios vectoriales W; y W, generados por los subconjuntos S; =
{(1,1,1,1),(1,-1,1,-1)} y S2 = {(1,1,0,1),(1,2,-1,2),(3,5,—2,5)} respectivamente. En-
contrar:

(a) dimOWV; + Wy).
(

)
b) dim(W1 N Wg)

(¢) Ecuaciones de Wy + W.
(d) Ecuaciones de Wi N Wh.

Idéntica cuestién para los subespacios de R3

U={(z,y,2) ER®:x =X+ p,y=X\—2u,2=—p}

V={(z,y,2) ER¥: 2 =0,y = 32}.

Indicar cudl es la dimensién de la intersecciéon de los subespacios de R? definidos como U =
L[(1,1,a), (e, 1,1)] y V = L[(—1, 0, —1), (1,1, 1)] segin los valores de a.

En R? se consideran los subespacios vectoriales A = {(z,y,2) € R3:y =0} y
B=1{((1,1,1),(1,a,3)), donde a es un parametro real.

(a) Calcula la dimensién de A, B, A+ By AN B en funcién de a.

(b) Si a = 1, averiguar si existe algin valor de b para el cual el vector (b,2,1) pertenece al
subespacio A + B.

Halla una base de R* que contenga a los vectores (1,0,1,1) y (2,0,2,1).

Calcular las ecuaciones de los siguientes subespacios vectoriales:
(a) ((1,1,1)) (b) {(1,-1,0),(1,0,0) (c) ((1,1,1),(0,0,3)) (d) ((1,1),(1,0))

(Cual es la dimensién de C considerado como espacio vectorial sobre R? ;Y si lo consideramos
como un espacio vectorial sobre C?

Hallar una base y la dimensién del subespacio de R? :

{($7y727t)6R4:x_y_t:O7 $+y+z+t:0}

En el espacio vectorial R? se consideran los subespacios vectoriales A = {(z,y,z) € R? : y = 0}
y B=((1,1,1),(2,2,2)) . Se pide:

(a) Hallar una base y la dimensién de A, B, A+ By AN B.
(b) ;Pertenece el vector (3,2,1) al subespacio A + B?



20. De las siguientes afirmaciones, demostrar las que sean ciertas y dar un contraejemplo para las
falsas:

(a) Si{u,v} son linealmente independientes, entonces {u — v,u + v} también lo son.

(b) Todo conjunto de vectores que no contenga al vector nulo es linealmente independiente.

—
o
~ —

Sean Vi y Vs subespacios vectoriales del mismo espacio vectorial. Si dim(V;) = dim(Vs),
entonces Vi = Vs.

(d) Elvector (1,0,0) tiene por coordenadas (1,1, —1) en la base B = {(1,1,1),(1,2,1),(1,3,2)}.
(e) Sean S ={(1,1,2),(1,-2,-1),(3,-1,2)} y &' = {(1,0,0)}. Entonces:

i L(S)+ L(S") = L(SUS).
ii. L(S)UL(S)=L(SUS).
iii. L(S)NL(S")=L(SENS).

iv. dim(L(S)) =3 y dim(L(S")) = 1.
(f) Si{u, v} es un conjunto de vectores linealmente independientes tal que {u,w} y {v, w} son
linealmente independientes, entonces {u, v,w} también son linealmente independientes.

21. Dados los subespacios de R?, S = {(z,y,2) ER3: 2 =y =0}y 7 = {(z,y,2) ER3 : 2 +y+2 =
0} calcular:

(a) Una base y la dimensién de ambos.
(b) S+ 7 y SN T, dando las bases de dichos subespacios.
(c) ;Lasuma S+ 7 es directa?

22. Se consideran en R* los subespacios vectoriales generados por
S ={(1,1,1,1),(1,-1,-1,1)} y S = {(1,1,0,1),(1,2,-1,2),(3,5,-2,5) }.

Calcular:

(a) La base y la dimensién de L(S1)y L(S2).
(b) Calcular L(S1) N L(S2) y L(S1) + L(S2), dando bases de dichos subespacios.

(c) (Pertenece el vector (4,0,—2,1) a L(S1) N L(S2)? En caso afirmativo dar sus coordenadas
respecto de la base considerada.

(d) ;Pertenece el vector (4,0,—2,1) a L(S1) + L(S2)? En caso afirmativo dar sus coordenadas
respecto de la base considerada.

23. Determinar a € R para que los vectores (a,1,1), (1,a,1) y (1,1, a) sean linealmente independien-
tes. Determinar los tres subespacios vectoriales generados por dos de los 3 vectores anteriores
en funcién de a y calcular la interseccién y la suma de dichos subespacios vectoriales dos a dos.
;,Son las sumas directas?

24. Sea C(0,1]) el espacio vectorial de las funciones continuas f : [0,1] — R y sea W) = {ax + b3 :
a,b € R} y Wy = {a+bx+cz?® : a,b,c € R}
(a) ;Son W; y W, subespacios vectoriales de C(0, 1])? Razona la respuesta.

(b) Determinar Wi + Wy y Wi N Ws. ;Es la suma directa? Determinar las dimensiones de
ambos subespacios.

25. Sea V un espacio vectorial sobre R y sean &1 = {uy,...,up,} y So = {vi,...,vi}. Razonar la
validez o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Si S;y S2 son linealmente independientes, entonces L(S1) + L(S2) es una suma directa.
(b) Si L(S1) @ L(S2), entonces S U Sy es un conjunto linealmente independiente.
(c) L(Sl) + L(SQ) =L(S U SQ)



