ALGEBRA Y ECUACIONES DIFERENCIALES. Curso 2009/10.
HoJjA 4: APLICACIONES LINEALES.

1. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales:

(a) f:R? — R? dada por f(z,y) = (z — y, 2z — y?).

(b) f:R* — R? dada por f(x,y,2,u) = (x —y, u + z, 2, 20 — y).

(c) f:R? — R3 dada por f(x,y) = (z — vy, = — 2y, 3y).

(d) f:R3 — R3 dada por f(x,y,2) = (x — 2 +y, 20 —y — 32, 2 +y).

2. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean f y g dos aplicaciones lineales de V en V
de manera que para una base B = {uj,ua} se tiene que:

flu)) =uz f(uz)=w gu) =-uw  g(u) =u
Demuestrar que las aplicaciones f o g y g o f son distintas.

3. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea f : ¥V — V una aplicacion lineal. Se define
el conjunto invariante de f, denotado Inv(f), como el conjunto de vectores los vectores v que
permanecen invariantes por la aplicacién, es decir,

Inv(f) ={veV:f(v)=v}.
Demuestra que el conjunto invariante de una aplicacién lineal es un subespacio vectorial de V.

4. Dada una aplicacién lineal f : V — V demostrar que f2 = 0 (es decir, f o f es la aplicacién nula)
si y sélo si Im(f) C Ker(f).

5. Sea B; = {uy,u2,us, us} una base del espacio vectorial V y sea:
By = {uy, u; +ug, u; +uz +uz, u; + uz + u3z + ug}.

(a) Demostrar que By es una base de V.
(b) Encontrar la matriz de cambio de base.

(c) Hallar las coordenadas respecto de B; de un vector cuyas coordenadas con respecto a la
base Bg son (1,—1,0,1).

6. Sea Py4[x] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual
que cuatro. Dadas las siguientes bases:

81:{3:, 22+ 1, 22 + 23, 23 — 2?2 + x, :B2+:U}
By = {21:4+1, 3 — 1, 23 + 2z, 22, mgfo}

(a) Halla la matriz de cambio de base de By a Ba.

b) Halla las coordenadas respecto de dichas bases del polinomio p(z) = 2% + 23 + 2 + = + 1.
(

7. Consideremos la aplicacion D : Py[z] — Ps3[z] de forma que si p(z) = agz* + azz® + azr? +
a1z + ag € Pyz], se tiene que:

D[p(z)] = 4a4x> + 3azz® + 2a02 + a1

(a) Probar que D es una aplicacién lineal.



8.

10.

11.

(b) Encontrar la matriz de D asociada a las bases canénicas de Pylz] y Pszx].

(c) Si sobre Py4[x] se considera la base
B={(1+2)", (1+2), (1+2)%% (1+2)2° o}
obtener la matriz de D en esta nueva base.

Dado R* y el subespacio vectorial W cuyas ecuaciones respecto de la base B = {uy, us, uz, us}
son:
T1+x9—23=0 T1+ax9+23+24=0

Se elige una nueva base B = {u; — ug, uz — uz, uz — uy, uy}.

(a) Calcular las ecuaciones de W respecto de esta nueva base.

(b) Obtener las coordenadas de v = u; — ug respecto de B’. ;Pertenece este vector a W?

En R? se considera la base B = {e;, ez, e3} y la aplicacién lineal f : R? — R3 definida respecto
a esta base por la relacion:

f(xlel + x9€eo + x3e3) = (l‘g + 333)61 + (xl + $3)62 + (mz — xl)eg

a) Calcular la matriz de f respecto a la base B.

(
(

)
b) Encontrar los vectores invariantes de f (ver ejercicio 3.).
(c) Calcular el niicleo y la imagen de f.
(d)
)

d) Determinar una base de Ker(f) y la ampliar a una base de R3.
(e) Hallar la matriz de f respecto a esta nueva base.
Sea g : R? — R3 una aplicacién lineal dada por:
g(—1,1,3) = (6,—4, 16) g(—2,1,1) = (=2, -5,1) g(3,2,—1) = (1,14, -12)

Hallar la matriz de g respecto a la base canénica de R?, las ecuaciones del ntcleo y la imagen y
una base de ambos subespacios.

Sea f : R* — R? una aplicacién lineal definida por:
f(lvlvlal) = (0707 1) f(1?07170) = (1717_1)
f(17171a0) = (0707_1) f(_17_2a0a0) = (1’171)
(a) Calcular la matriz de f respecto a las bases candnicas.

(b) Calcular la dimensién y ecuaciones de Ker(f) e Im(f).

(c) Obtener la matriz de f respecto de la base canénica de R* y la base de R?,
B={(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}

asi como las ecuaciones de la imagen de f en esta ultima base.

(d) Encontrar la matriz de f respecto de las bases
B, =1{(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)}

de Ry
By = {(1’ L, 1)’ (0’ 1, 1)7 (0707 1)}

de R3 asi como las ecuaciones del niicleo y la imagen de f en estas bases.



12. Sea f : R* — R? la aplicacién cuya matriz asociada en las bases canénicas es:
1 0 00
A= < 1 -1 1 2 >
(a) Calcular la expresién analitica de f en las bases candnicas.

(b) Obtener el nicleo, la imagen y el espacio invariante de f.

(c) Calcular la matriz de f respecto a las bases

B=1{(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)}

B = {(17 1), (0, 2)}

13. Sean g y f las aplicaciones lineales de los ejercicios 10 y 11. Calcula la matriz de la aplicacién
compuesta g o f respecto de las bases canénicas de R* y R3. Calcula ademds el rango, el nticleo,
la imagen y el espacio invariante de dicha aplicacién.

14. Dada f : R? — R3 por f(z,y, 2) = (z +y,y,0), se pide:

(a) Demostrar que f es lineal.
(b) Hallar la dimensién de los subespacios Ker(f) e Im(f) asi como bases de los mismos.

(c) Representa graficamente los dos subespacios anteriores.
15. Calcula la expresién analitica de una aplicacién lineal f : R? — R3 sabiendo que
Ker(f) = {(z,y,2) ER* iz +y+2=0, 2 —y+22 =0}
y £(1,0,0) = (—1,2,0), £(0,1,0) = (1,1,0).
16. Contesta de forma razonada si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones,

(a) No hay aplicaciones inyectivas de R? en R2.

(b) Las relaciones f(1,1,1) = (1,2), f(1,—-1,1) = (—-1,—-2) y £(0,0,2) = (3,6) definen una
aplicacién lineal sobreyectiva de R? sobre R?.

Todas las aplicaciones lineales de R* en R son sobreyectivas.

—
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(d) Existe una aplicacién lineal de R3 en R tal que su niicleo es la recta U = L[(1,0,1)] y su
imagen es la recta V = L[(1,—1,1,2,4)].

(e) Sif:V — V es una aplicacién lineal y v € V de forma que f(v) = f(—v), entonces v = 0.
(f) Sif:V — V es una aplicacién lineal tal que dim Ker(f) > 0, entonces f ! es una aplicacién.
(g) Sea una aplicacién lineal f : V — W. Si f es suprayectiva, entonces dim()) > dim(WV).
(h) Sif:V — V, entonces V = Ker(f) @ Im(f).
(i) Las matrices

1 -1 1 5 0 3

2 3 7 -2 1 2

2 4 0 1 0 =3

representan la misma aplicacion lineal respecto de bases diferentes.

17. Halla los valores de pardmetro real a para los cuales R? es suma directa del niicleo y la imagen
de f : R3—R3 definida por la matriz (respecto de las base usual de R?)

1 a 1
A = -1 a -1
1 2 -1



18. Calcula el valor de a para el cual la interseccién del espacio d = L(a,1,1),(0,1,—1)] y el nicleo
de la aplicacién f : R®>—R? dada por f(r,y,2) = (x —y — 2,y + az) es distinta del subespacio
{0}.

19. Halla para qué valor de a el vector (1,1, a) est en la imagen de la aplicacién lineal f : R? — R3
definida mediante las relaciones f(1,2) = (1,—1,1) y £(2,1) = (0,1, 1).

20. Calcula la dimensién del nicleo y la imagen de la aplicacién f(x,y, z) = (ax —y — z,bx — z) en
funcién de a y b.



