Ampliacién de Mateméticas.
Transformada de Laplace. Aplicaciones

. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones
(a) f(t) =sin(3t) (b) f(t) =€ (c) f(t) =€ cos3t (d) f(t) = te'
(e) f(t)=1t3—1t (f) f(t) =sinht (g) f(t) =costsint (h) f(t) = e’ costsin(2t)

. Una funcién f : [0,+o00] — R se dice que es periddica con periodo a > 0 o a-periddica
si para cada t > 0 se tiene que f(t) = f(t + a). Comprobar que en caso de existir la
transformada de Laplace de f, se verifica la igualdad

L)) = — (A%*ﬁﬁmt

1 —e0z

. Usar el resultado de la actividad anterior para calcular la transformada de Laplace de la
funcién perédica de periodo 2 definida en [0, 2] por

r sizel0,
1

ﬂx):{Z—x six e [l ]?

1
2]
. Dada la funcion,

t
f(t):/ e sinsds, t>0
0

calcular su transformada de Laplace. Calcular asimismo la transformada de Laplace de

g(t) =tf(t).

. Dada la funcién f(t), definimos la funcién ¢(t) = f(at), que puede verse como un cambio
de escala en t. Comprobar que

Llo)(z) = LI (@n](z) = - Lol (=/a).

Utilizar dicha férmula para calcular la transformada de la funcién sin(at) a partir de

1
1422

Llsint](z) =

. Calcular la transformada de Laplace de la funcién,

t, sio<t<l1
fy=< 1, sil<t<2
0, sit>2

. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones.

0, sio<t<1
t, sit>1

2?2 —1, si0<t<2
2, sit>2
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14.

Calcular la transformada de Laplace de la funcién escalonada

m, 0<t<1
t) = -
/) {O, 1<t<2

extendida a todo [0, +oo[ como 2-periddica.

JExistird la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones de variable com-
pleja? Razonar las respuestas.

—Tz

z € zZ €

(a) F(2) = (b) F(z) = (c) F(z) = (d) F(z) =

sin z z 1+ 22 1 +cos(22)

Calcular la transformada inversa de Laplace de las funciones siguientes

(a) F(z) = & (b) F(2) = (z— 1)&2 —2) (c) F(z) = %

1

@ FE) = e+ 2 1 10)

Calcular la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones:

ze T (z—1)e* z+1 z+1
Flz) = ——— F(z) = ———F"—— Flz)=—F—F— F(z) =
@) Fe) = 5255 O FE =50 ©F6 = Ly @FE ="
Calcular las transformadas inversas de Laplace de las funciones:
e % z e ”  z-—1
F(z) = F(z) = F(z) =
@) F)= {1 @>0) 0 FE) = copoggn O FG) =7+ 5
2
z
d) F(z) =

Utilizar la transformada de Laplace para resolver los siguientes problemas de Cauchy
asociados a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes:

y" () +5y"(t) + 17y'(t) + 13y(t) = 1 } y'(t) +3y(t) = e }
y(0) =y (0)=1, y"(0)=0 y(0) =2

y'(t) +y'(t) — 2y(t) = 5ha(?) } y'(t) +y(t) =t }
y(0)=1, ¢ (0)=0 y(0) =1, y'(0)=-2

Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

0, t>1

Y'(t) +y/(t) = 6(t), con ¢(t) = { {, 1<l S (8) + y(t) = sint, }
y(0) =0, ¢'(0)=2 y(0) = ¢/(0) = —1
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Consideremos un circuito LCR como el de la figura

de forma que L = 2 henrios, R = 16 ohmios, C' = 0.02 faradios y la fuerza electromotriz
va oscilando con el tiempo siguiendo la relacién V' (t) = 100 sin(3t).

(a) Utilizar las leyes de Kirchhoff para obtener la ecuacién diferencial que verifica la
funcién que describe la carga en funcién del tiempo.

(b) Determinar la carga en funcién del tiempo si en el momento de de conectar el circuito,
t = 0, la carga del condensador es igual a cero.

(c) Determinar la carga del condensador en funcién del tiempo si inicialmente es de 1.5
culombios.

En el caso de un circuito LCR en el que no se tiene ninguna resistencia, la ecuacién
diferencial que describe la carga del condensador en funcién del tiempo es de la forma,

42Q

L
dt?

y se denomina oscilador armdnico. Resolver la ecuacién anterior en los siguientes casos:

(a) La fuerza electromotriz E es constante y la carga e intensidad de corriente en el
momento inicial son ambas nulas.

(b) La fuerza electromotriz es de la forma sin(wt + ), con w,0 € R, mientras que
(Q(0) = 1 al conectar el circuito.

Usar la transformada de Laplace para resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales:

2y (t) — 5 (1) —

i
2y1(t) — y5(t) + 1

() — y5(t) + 9y (t) — Bya(t) =0 }
() + yh(t) + Tya(t) — Bya(t) = 0

con las condiciones iniciales:
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Encuentra la solucién del siguiente problema de Cauchy,

y"(t) + y(t) = sen(wt) }
y(0)=0, y(0)=1

con w > 1.
Encuentra la solucién del oscilador arménico dado por la ecuacién diferencial:
y'(t) + By(t) =sin(wt), (BER, w>0)
que verifica las condiciones iniciales:
y(0) = —1/2, y'(0) =0 (06-09-99)
Resuelve el siguiente problema de Cauchy:

y'(t) + By(t) = cos (wi)
y(0)=-1, ¥(0)=0

distinguiendo los casos en que 0 < 3y 0 > £.

Obtener la solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,
3y (t) + y5(t) — 2y1(t) = 3sint + 5cost
2y (t) + y5(t) + y2(t) = sint + cost }

para las condiciones iniciales, y;(0) = 0, y2(0) = —1.

Encontrar la transformada de Fourier de las siguientes funciones (a > 0):

(a) f(z) = { Cogx |z| < 7/2,

lz| > /2.
o) fw = Bl
© s ={ s
0 z< -2

—1 ze(=2,-1),
@ f@) =4 1 we(-11),
-1 x€(1,2),
0 z>2

(e) f(z) = { sin(az) |z| < 7/a,

0 |z| > 7 /a.
Sea f(t) una senal con transformada de Fourier F[f](z). Demostrar que

Fle™ f6))(z) = FIf)(z — w).

Este resultado es conocido como la propiedad del despalzamiento en frecuencia y es la
base del proceso de modulacién en teorfa de la comunicacién. Como aplicacién calcular
la trasformada de Fourier de las siguientes funciones:

4



(a) f(t) = ho(t +1/2) — ho(t — 1/2), siendo hy la funcién de Heviside.

(b) f(t) = [ho(t+1/2)—ho(t—1/2)] cos(wt). Ayuda: poner el coseno como combinacién
de exponenciaes complejas.

(c) f(t) = [ho(t + 1) — ho(t — 1)] sin(2t).
24. Calcular la transformada de Fourier inversa de la funcién F(z) = e~*" /(1 + 22).

25. Sig(t) = f(t — a), demostrar la férmula
Flgl(z) = e FIf](2).
26. Resolver el problema

Up = Ugz, T €ER, t >0,
u(0,z) = f(z), x € R,

donde:

() flz)=e"

1 |z| <a,

o f@={ g (30
(¢) f(z) = ho(z) siendo hg la funcién de Heaviside.
27. Utilizar la transformada de Fourier para obtener la solucién formal del problema

Upe +Uyy =0, TER, 0 <y <1,
u(z,0) =0, z € R,
u(z,1) = f(z), x € R,



