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Nombre y apellidos:
DNI:

. (0.5 ptos) Establecer la relacién entre las transformadas de Fourier y Laplace de una
funcion real f.

. Consideremos un sistema modelado por la ecuacion diferencial
2 (t) 4 ap_1 2™V () + - + a2’ (t) 4+ apz (t) = f (t)
Se pide:
= (0.5 ptos) Explica qué significa que el sistema sea estable, asintéticamente estable
e inestable.

= (0.5 ptos) Explica cémo se define la funcién de transferencia asociada al sistema.

= (0.5 ptos) Enuncia un criterio, basado en la funcién de transferencia, para estudiar
la estabilidad, estabilidad asintotica e inestabilidad del sistema.

. (1 punto) Demostrar que la transformada de Laplace de una funcién f verifica que

LI f1)](2) = L[f)(z = a)

para todo nimero complejo a. Como aplicacion obtener la transformada de Laplace de
e cos(wt) suponiendo conocida la transformada de cos(wt).

. (1.5 ptos)Considermos un circuito eléctrico tipo RLC modelado por la ecuacion diferen-
cial
q" (t) + 3¢ (t) + 2q (t) = sint,
(CE) ¢ ¢(0)=0
q(0)=1,
Calcular las soluciones en los regimenes transitorios y estacionario, probando que éste
segundo existe.

Solucion. Tomamos la tranformada de Laplace obteniendo

1

(22 +32+2)L[g)(z) — 1 = T

de donde ] ]
L = .
a)(z) 22+3z+2+ (22432 +2)(1+ 22)

La funcién de transferencia es

1
2243242

T(z) =



que tiene polos —1 y —2, por lo que el sistema es asntoticamente estable. Para calcular
la solucion en el régimen transitorio calculamos

at) =L || (O + L ! (t).
<

224+ 3242 224324+ 2)(1+ 22)

Calculamos aparte
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= 56”‘/ - ge’% + 1 (sint — 3cost).

Asi, la solucién en fase estacionaria es

5 5 l—o(smt—Bcost).

—t _ 6,2t

Para el régimen estacionario basta darse cuenta que lim;_ %e 5

dicha solucion sera

= 0, por lo que

q(t) ~

sint — 3cost

. (1.5 ptos)Consideremos una barra unidimensional de longitud 1, aislada en los extre-
mos, sometida a una fuente interna de generacién de calor constante con valor 1, y que
inicialmente estd a temperatura cos (rz). Una vez normalizadas las constantes fisicas, el
modelo matematico para este problema es:

t(62) =up (L) +1, t>0,0<x<1
(PC) ¢ u(0,z) = cos(mx), 0<z<l1
+(6,0)=u, (t,1)=0, t>0

g

S

Calcular la solucién del problema (PC).

Solucion. Se trata de un problema de contorno tipo Neuman no homogéneo, por lo que
proponemos una soluciéon fomal

u(t, z —i— Z T,(t) cos(nmzx).

(z2—|—3z+2)(1—|—22)’i> - fes <(z2+3z+2)(1+z2)’_



Teniendo en cuenta que 1 ya esta desarrollada en desarrollo de Fourier par, derivando y
sustituyendo obtenemos

%(t) + Z T (t) cos(nmz) = — Z(mr)QTn(t) cos(nmx) + 1,

o equivalentemente
Ti(t —
%) — 14 ) (T5(t) + (nm)*T(t)) cos(nma) = 0.
n=1

Por otra parte

u(0,x) =

TOQ(O) X Z T,,(0) cos(nmx) = cos(mz),

que ya estd desarrollada en serie par de Fourier, por lo que T7(0) = 1 y todos los demés
T,(0) = 0. Planteamos los problemas de condiciones inciales

ORI
- —1=0,
Ty(0) = 0,

{ TI(t) + 7Ty (t) = 0,

T1(0) =1,
T (t) + (nm)*T,(t),
T,(0) =0,
con soluciones
To(t) = 2t,
Tl (t) = 677(215,
T,(t)=0

Asi la solucién es
_ —72t
u(t,r) =t+e " "cosz.

. (1.5 ptos) Resuelve el siguiente problema de programacién no lineal

Minimizar x + 2y + 2
sujeto a P +22<9
r+y+z2>1

Solucion. En primer lugar reescribimos el problema como

Minimizar x4+ 2y + 2
sujeto a P+ 22<9
—r—y—2z<—1.

Si ninguna restriccion esta activa, los puntos son regulares. Si solo la primera estd activa,
el gradiente (0,2y,2z) es linealmente independiente salvo que y = z = 0, pero esto
no activa la desigualdad, por lo que todos los puntos son regulares. Si sélo la segunda
restricciéon estd activa, el gradiente es (—1,—1,—1) que es linealmente independientes.
Finalmente, si ambas estdn activas, los vectores gradiente son (0,2y,2z2) y (—1,—1,—1)
que son linealmente independientes salvo que y = z = 0, que nuevamente no puede darse
si ambas restricciones estan activas. Por lo tanto, todos los puntos son regulares.



Escribimos el Lagrangiano
L(xai%zvﬂlaluZ) = x+2y+z+ﬂl(y2 +22 _9) +,U2(—37—y—2+ 1)

Planteamos las ecuaciones

oL

— = 1—p =0

ax ILLQ )

oL

5y — 2t2m—pme=0
)

oL

— = 142zpy — pe = 0.
0z

De la primera ecuacion puy = 1. La condiciéon p; = 0 no puede darse porque ps = 2,
que no es posible. Asi la Unica posibilidad para obtener puntos KKT viene dada por las
soluciones del sistema

2y,LL1 = _]-’

2zp1 =0,

yr+ 22 =09,

rT+y+z=1,

con soluciones
(.’L’, Yy, z, t, NQ) = (_27 37 07 _1/67 1) )

(2,9, 2, 1, p2) = (4,—3,0,1/6,1) .

La primera no es factible por tener signos distintos p; y po. En la segunda estos signos
son positivos, por lo que tenemos candidato a minimo. El Hessiano en dicho punto es

o O O
Swim O
w= o O

y el espacio tangente ampliado

{(z,y,2) :x+2=0,y =0} = {(¢,0,—t) : t € R}.

Calculamos
0 0 0 t .2
(t,0,—t)[ 0 5 0 0 :§>0
00 3 —t

si t # 0, por lo que es un minimo.



