AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2021/22
EXAMEN FINAL. 10-6-2022

Nombre y apellidos:

Grupo (indicar manana o tarde):

Indicar si se examina de examen parcial, completo, y/o practicas:

En los ejercicios précticos se valorard que estén explicados, indicando qué resultado o
propiedad se ha usado para resolverlo, justificando que dicho resultado se puede utilizar.

Primer Parcial

1. (1 punto) Dado un sistema lineal de EDOs, define qué significa que el sistema sea estable,
asintoticamente estable, e inestable, e indica un ejemplo de cada tipo.

Solucioén. Teoria.

2. (1.5 puntos) Consideremos el problema de condiciones iniciales

{ y' 42y + 2y = f(t),

y(0) =0, ¥/ (0) =1,

Se pide probar que el sistema es asintéticamente estable y obtener la solucién para tiempos
suficientemente grandes (régimen estacionario) cuando f(¢) es la funcién 2-periédica tal
que f(t)=t*site|[-1,1).

Solucién. Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién obtenemos
(2% +22 +2)Ly)(2) — 1 = LIf](2),

de donde 1 1
Llyl(z) = 219,19 212:402

siendo la funcidon de transferencia

L[f1(2),

1

T = —
(2) 2242242

Sus polos son —1 £ ¢, con parte real negativa, por lo que el sistema es asintéticamente
estable. Por otro lado, como la funcién f es par, su serie de Fourier serd

Sf(t) = % + Zan cos(nmt),
n=1

1
2
a0:2/ t2dt = =,
0 3

4(-1)"
n2m2

donde

1
an = 2/ t? cos(nmt)dt =
0
La solucién en el régimen estacionario es
) = 270+ 3 25 (inm)| cos (mnt + avg(T i)
== ————|T'(in7)| cos (nwt + ar inm))) .
Y 3 n2m? &

n=1



Como

1
T00) =
0=1
T(in) 2 —n?m? 2nmi
inm) = -
(2 — n2m2)2 +4n2m2 (2 —n?m?)? + 4n?n?’
1

T (inm)| =

V(2 —n2r?)? + 4n2r?’

2
arg(T'(inm)) = — arctan (#)

ya que estd localizado en el cuarto cuadrante. Asi

[e.9]

= - cos | nmt — arctan (| ———= | | .
Y 6 < n*r? /(2 = n?r?)? + dnlr? n2nZ — 9

n—

3. (1.5 puntos) Resuelve el problema

{ y" 4+ 1y = he(t) cost,
y(0) = y'(0) = 0.

Solucién. Aplicando la transformada de Laplace obtenemos
(22 + 1) L[y](2) = L]hx(t) cost](2).

Calculamos

L[h(t) cost](z) = / h,r(t)costGtht:/ coste *dt
0 T

s=t—m >
. . —z(s+m)
= { ds — dt } = /0 cos(s + m)e ds

= —e‘”/ cosse” “*ds = —e *"L[cost](z)
0

z

—ZT

= —e e
22 +1
(Nota: este cdlculo puede hacerse de muchas manera diferentes). Por tanto,

z
(22 + 1)2’



Calculamos aparte

2t

zt
. 2 _ etz etz
E[w+ww) M%w+w0+m%w+w”>
lim i—e”z + lim i—e“z
—idz (z+14)2  z——idz (2 —1)?

_ 1im<tezt Z.2+ezt2_'.z>
i (2 +1) (2 +1)3
+ lim <teZt( : — e Z+',Z )

z——i z—1)? (z —1)3
= 156”l — te’”i = 1tsint
B 4i 4i 2 ’
de donde
1 ) m—t .
y(t) = he(t)=(t — m)sin(t — w) = h(t)sint.

2

Segundo Parcial

. (1 punto) Explica qué son la ecuacién del calor, la ecuacién de ondas y la ecuacién
de Laplace, e indica para cada una de ellas su tipo (esto es, si es eliptica, parabdlica
o hiperbdlica), explicando por qué. Da un ejemplo de problema de Dirichlet para la
ecuacién de Laplace en el rectdngulo de R? dado por 0 <2 <1,0<y < 2.

Solucioén. Teoria.

. (1.5 puntos) Resuelve el problema

w = Uy, +t, t>0, ye(0,m),
u(0,y) = cos(2y), y € [0,n],
uy(t,0) = uy,(t,m) =0, t>0.

Solucién. Se trata de un problema no homogéneo tipo Neumann, por lo que la solcuién
formal serd de la forma

u(t,y) = T02(t) + ZTn(t) cos(ny).

Sustituyendo en la ecuacién diferencial y simplificando obtenemos
T5(t) o 2
Lt ;[Tn(t) + n2T,, (t)] cos(ny) = 0,

y de la condicién incial

u(0.9) = cos(2y) = 40 + 3T, (0) cos(rmy).

de donde



Planteamos entonces las ecuaciones diferenciales

{ Ty(t) = 2t,
To(()) =0,

{ T3(t) + 4Ty(t) = 0,
Tz(o) =1,

y para n # 2,
T!(t) +n?T,(t) = 0,
T.(0) =0,

cuyas soluciones son

To(t) = t2,
TQ(t) = 6_4t,
y sin # 2,
T,(0) = 0.

Asi, la solucién es
2

t
u(t,y) = 7+ e~ cos(2y).

. (1.5 puntos) Maximiza la funcién f(z,y,z) =  + y + 2 sujeto a las restricciones

r—y—z=1,
justificando la existencia de dicho méximo asi como el método de resolucién utilizado.

Solucién. En primer lugar, vemos que se trata de un problema regular ya que si la
desigualdad no esta activa, el vector gradiente (1,—1, —1) es linealmente independiente,
y si estd activa, los vectores (1, —1,—1) y (2, 2y, 2z) son dependientes si

211: ;yl =2y + 2z =0,
y
2195 521 =22+ 2z =0,
de donde se tendria que x = —y = —z. Sustituyendo en la igualdad tendriamos = = 1/3,

pero entonces 12 +y?+2? = 1/3 y la desigualdad no estarfa activa. Por tanto, solo pueden
ser linealmente independientes y el problema es regular. Escribimos el Lagrangiano

L=x+4y+z4+MNe—y—2z—1)+pla*+1>+ 22 —4),

y las condiciones de KKT son

%—§:1+>\+2ux:0,
gy = 1A+ 2uy =0,
g—zzl—A+2ﬂz:O,

junto con la ecuaciones
r—y—z=1,



w4+ y* +2°—4)=0.

De esta 1ltima, tenemos los casos @ = 0, que no proporciona una solucién vilida ya que
tomando las dos primeras ecuaciones tendriamos que A = 1 = —1. Por tanto

2?4y + 22 =4
De las tres primera ecuaciones

14+ A 1—A
r=————- == ——"-
2//6 Y y 2//6 Y

y sustituyendo en las otras dos y simplificando tenemos
1 —3)\=2pu,
de donde

13\
- ==,

i

3— 2\ 43X\ = 1642,
y sustituyendo el valor de p,
3—2XA+3)\ =4(14+9\*—61),

que se simplifica a
3307 — 220+ 1 =0,

de donde
W1 21/22
33
De A = %ﬁ obtenemos un valor positivo de p, por lo que lo descartamos al buscar un
maximo. De \ = %ﬁ obtenemos

M:_V227
y asi

22 4+ /22
33v22
11 — /22
y = 2= —F—,
V22

que es el candidato a maximo. Como la matrix Hessiana es en este punto

20 0 0 222 0 0
HL=| 0 2u 0 | = 0 2v22 0 ,
0 0 2u 0 0 2v22

y tiene todos los valores propios negativos, es definida negativa, y por tanto confirmamos
que se trata de un méximo.



Pregunta de Practicas

7. (2 puntos) Resuelve el problema

U = Uyy, t>0, ye€(0,m),
u(0,y) =0, yel0,7],
ut(ovy) = SiIly

u(t,0) = u(t,m) =3 t>0.

Solucién. Se trata de un problema de Dirchlet con condiciones de contorno no nulas,
por lo que es necesario hacer el cambio v(t,y) = u(t,y) — t?, que nos da el problema

v =y +2, t>0, ye(0,m),
v(0,y) =0, y€[0,n],

Ut(ovy) = Siny

v(t,0) =v(t,m) =0, t>0.

La solucién formal serd de la forma

Z T, (t) sin(ny),

que sustituimos en la ecuacién y simplificando obtenemos

Z {T” + 02T, (t) + %(1 — (—1)”)] sin(ny) = 0,

dado que
= 4
=Y —((=1)" = 1)sin(ny).
“— nm

De la primera condicién inicial
v(0,y) =0= Z T,.(0) sin(ny)
obtenemos que 7,(0) = 0. De la segunda

v(0,y) —Slny—ZT sin(ny)

obtenemos

ysin#1,



cuyas soluciones son

8
Ti(t) = - (cost — 1) +sint,

ysin#1,

por lo que

8
ult,y) = t*+ (% (cost — 1) + sin t) siny

+Z %((—1)” — 1) (1 — cos(nt)) sin(ny).



