Ampliacién de Mateméticas.
Ecuaciones en Derivadas Parciales

1. Encontrar las soluciones de los siguientes problemas de contorno:

(a) ¥ +Ay=0, y(0) =0, y(L) =

(b) ¥"+ Ay =0, y(0) =0, y'(L) =

(c) ¥"+Ay=0, y(0) =0, y(L) =

(d) ¥"+ Ay =0, y(0) =0, y(r) —y'(7) =0

(e) ¥"+ Ay =0, y(0) —y'(0) =0, y(1) =0.

) ¥"+ Ay =0, y(0) —y'(0) =0, y(r) —y'(7) =0

(a) ¥" =2y + (L + Ny =0, y(0) =0, y(1) = 0.
(b) ¥+ Ay =0, y(0) =y(27), y'(0) = y'(2m).

3. Clasificar las siguientes EDP y encontrar su forma canénica:

(a) Bugy + 4uy, —u=0.

(b) 4tyy + Ugy + 4uy, +u = 0.

(€) Uga + Uyy + 3uy — 4uy, + 25u = 0.
(d) Uy — Bty + 2uy —uy +u=0.
(€) Upy — 2Ugy + Uyy + 3u = 0.

4. Encontrar los desarrollos en serie de Fourier de las siguientes funciones periédicas (se da
su valor en el intervalo [—[,[] con 2I el periodo).
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5. Los extremos de una barra de aluminio (a? = 0.86) de longitud 10 metros se mantienen
a temperatura de 0°C. Encontrar la expresiéon de la temperatura de la barra para las
siguientes condiciones iniciales

(a) u(0,y) =70, 0 <y < 10.
(b) u(0,y) =T70cosy, 0 <y < 10.

10 € [0,5),
(c) u(0,y) = { 10(10y_y) 56 [5,10].

0 S [073>7
(d) u(0,y) = { 65 56 3, 10].

6. Los extremos de una barra de cobre (a? = 1.14) de longitud 2 metros se mantienen
a temperatura de 0°C. Encontrar la expresiéon de la temperatura de la barra para las
siguientes condiciones iniciales

(a) u(0,y) = 65cos?(my), 0 <y < 2.
(b) u(0,y) =T70siny, 0 <y < 2.

60x z €0,

(c) u(0,y) = { 60(2—1z) z €[l

0 x€l0,1),

(d) u(0,9) = { 75 z€ll,2]

7. Un estado de equilibrio para la ecuacién del calor u; = a?u,, es aquella que no varfa con
el tiempo. Demostrar

1),
9.

(a) Todos los equilibrios de la ecuacién del calor son de la forma u(y) = A + By.

(b) Encontrar los estados de equilibrio de la ecuacién del calor que cumplen u(t,0) = T}
y u(t, L) = Ts.

(c) Resolver el problema

up = @Puy,, t>0, y € (0,1),
w(0,y) =75, 0 <y <1,

u(t,0) =20, u(t,L) =60, t > 0.

Ayuda: Calcularla como u(t,y) = v(y)+w(t,y) donde v(y) es el estado de equilibrio
asociado a las condiciones de contorno u(t,0) = 20, u(t,L) = 60, y w(t,y) es la

solucién del problema con condiciones de contorno nulas.

8. Los extremos de una barra de cobre (a? = 1.14) de longitud 10 centimetros se mantienen
a temperatura de 0°C’ mientras que el centro de la barra es mantenido a 100°C' mediante
una fuente de calor externa. Encontrar la temperatura de la barra con el tiempo para la
condicién inicial 0.5)

50 =z €10,5),
uw(0,y) = { 100 z € [5,10].

Ayuda: Descomponer el problema en dos problemas de contorno con uno de los estremos
en la mitad de la barra.



9. Resolver el problema
U = Uyy +u, t >0, ye(0,1),
u(0, y)—cosy, 0<y<1,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t > 0.

10. Resolver el problema
up = Uy, +ty, t >0, y e (0,1),
u(0,y) =cosy, 0 <y <1,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t > 0.

11. Resolver el problema
Uy = uy7t>oay€<071>a
u(0,y) =cosy, 0 <y <1,
u(t,0) =t, u(t,1) =0, t > 0.

12. Resolver el problema
Up = Uyy +u, 1 >0, ye(0,1),
u(0, )—cosy,0<y<1
u(t,0) =0, u(t,1) =sint, t > 0.

13. Resolver los siguientes problemas

( Ut = C2Uyy, t> 0, Yy < (O, 27T),

uw(0,y) =cosy — 1, 0 <y < 2m,
ut(07y) = Oa 0< y< 27Ta
u(t,0) =0, u(t,2mr) =0, t > 0.

Uy = Py, t >0, y € (0,1),
uw(0,y) =0, 0 <y <1,
w(0,y) =1, 0<y <1,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t > 0.

(a)

uy = ctuy,, t >0, y € (0,3), T €10,1)
u(0,9) = F(y). 0 <y <3, 2),
(C) donde f(y) = 1 [172)7
u (0,7) =0, 0 <y < 3, 2— 1 :ce[23]
u(t’()) frg O7 u(t’?)) - 0, t > 0 9 .

\

14. Una cuerda de 10 metros fijada en sus extremos se levanta por el medio hasta la distancia

de un metro y se suelta. Describe su movimiento suponiendo que ¢* = 1.

15. Resolver el problema
U = duy, +u, t >0, y € (0,3),
u(0,y) =y, 0 <y <3,
u(0,9) =0, 0 <y <3,
u(t,0) =0, u(t,3) =0, t >0,

16. Resolver el problema
g = 4wy, +u, t >0, y € (0,3),
u(0,y) =y, 0 <y <3,
u(0,y) =5, 0 <y <3,
u(t,0) =0, u(t,3) =0, t >0,



17. Resolver el problema

[ uy = 4u,, +t, t >0, ye(0,3),
u0,y) =y, 0 <y <3,

w(0,y) =0, 0 <y <3,

u(t,0) =0, u(t,3) =0, t >0,

18. Resolver el problema
Uy = duy, +u, t >0, y € (0,3),
u(0,y) =y, 0 <y <3,

u(0,y) =4, 0 <y <3,

u(t,0) =4, u(t,3)=t, t >0,

19. Resolver los problemas

( Ugg + Uyy = 0, (l‘,y) € (O,CZ) X (0>b)’
u(z,0) =0, 0 <z <a,

u(z,b) =z, 0 <z <a,

uw(0,y) =u(a,y) =0, 0 <y <b.

( Uy +uy, =0, (2,9) € (0,a) x (0,b),
u(z,0) =u(x,b) =0, 0 <z < a,
uw(0,y) =y, 0 <y <b,

u(a,y) =0, 0 <y <b.

( Uy +uy, =0, (2,y) € (0,a) x (0,b),
u(z,0) =z, 0 <z <a,

(a)

(¢)  wu(z,b) =0, 0< 2z <a,
u(0,y) =y, 0 <y <b,
[ u(a,y) =0, 0<y<b.

20. Resolver los problemas de Neuman

( Ugg + Uyy = 0, (l’,y) S (0,(1) X (07b)’
uy(2,0) = uy(z,0) =0, 0 <z < a,
uz(0,y) =y, 0 <y <b,

uz(a,y) =0, 0 <y <b.

( Ugg + Uyy = 0, (l‘,y) € (O,G) X (Oab)’
us(0,) = ug(b,y) =0, 0 <y <b,
uz(x,0) =2, 0 <z <a,

uz(z,0) =0, 0 <z < a.

( Uee + Uy, =0, (z,y) € (0,a) x (0,b),
ux(oay)zla 0<y<ba

(c) uz(b,y) =0, 0 <y <b,

uz(,0) =1, 0 <z < a,

uz(z,0) =0, 0 <z < a.

(a)

\

21. Resolver el problema
Uso + Uyy = u, (2,y) € (0,1)?,
w(z,0) =u(x,1) =0, 0 <z <1,
u(0,y) =siny, 0 <y <1,
u(l,y) =0, 0 <y < 1.



