10.

AMPLIACION DE CALCULO. Curso 2008/9.
HoJA 3: INTEGRAL DE LINEA.
Sea f(x,y,2) =yy o(t)=(0,0,t), 0 <t < 1. Probar que [ fdt=0.
Calcular las siguientes integrales de trayectoria [ fdt donde:
a) f(z,y,2) =z +y+2yo(t)=(sint,cost,t), t € [0,2n].

b) f(z,y,z) =coszy o el mismo de la parte (a).
¢) f(z,y,2) =xcoszyo(t)=ti+t%,te€|0,1].

Calcula la longitud de las siguientes curvas:

a) La circunferencia de radio R.
b) o(t) = (¢,sint,cost), t € [0, 7].
c) of(t) = (sin(4t), 2t%, cos(4t)), t € [0, 4x].

Sea F(z,y,z) = zi + yj + zk. Evaluar la integral de F a lo largo de las siguientes curvas:

(t,t,t),0<t <1
b) o(t) = (cost,sint,0), 0 <t < 2.
(t2,3t,2t3), -1 <t < 2.

Calcular cada una de las siguientes integrales:
a) [ xdy —ydzx, o(t) = (cost,sint), 0 <t < 2m.

b) [ axdx+ydy, o(t) = (cosnt,sinnt), 0 <t < 2.

c) fa yzdx + zzdy + zydz donde o es la unién de segmentos de recta que unen (1,0,0) a (0,1,0) y este
ultimo a (0,0,1).

d) [ z?dz — xydy + dz donde o es el arco de la pardbola z = 22, y = 0 que une (—1,0,1) con (1,0,1).
Calcular las siguientes integrales curvilineas:

a) [ 2zyzdx + 2?zdy + x*ydz,

b) [ (y+2)de+ (z+ 2)dy + (= + y)dz,

C) f dz + dy + dz

siendo ¢ una curva uniendo los puntos (1,1,1) y (—1,—1,2).

Sean ¢ una curva de clase C' y F un campo vectorial. Demostrar:

a) SiF es perpendicular a ¢’ a lo largo de o, entonces

/th =0.

b) SiF es paralelo a ¢’ a lo largo de o, es decir, F(o(t)) = A(t)o’(t) con A(¢) > 0, entonces

/th /||F|\ds

Evaluar [ ydx + (3y® — )dy + zdz para cada una de las trayectorias o(t) = (¢,¢",0),0 <t <1,n € N.

Sea F(z,y,2) = (32%z + 2zy)i + 22j + 322%k. Mostrar que la integral de F a lo largo del perimetro del
cuadrado de vértices (+£1,+£1,5) es cero.

Calcular fa 2zyzdx + x?2dy + x?ydz, donde o es una curva sin autointersecciones que conecta (1,1,1) con
(1,2,4).
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Calcular mediante el Teorema de Green las siguientes integrales curvilineas:

a) ¢, 3ydx + 5zdy, con o la circunferencia de centro (0,0) y radio 1.
b) §_ x*dy donde o es el rectangulo de vértices (0,0), (a,0), (a,b) y (0,b).
¢) § (xy+3y?)dz + (bxy + 2z?)dy donde o es (z —1)* + (y —2)* = 1.

Hallar las 4reas de la elipse de ecuaciones b%z? + a?y? = a2b? y la astroide z2/3 + y2/3 = ¢2/3,

Sean P, @ : Q C R? — R dos funciones de clase C'(Q2), con £ un conjunto simplemente conexo, de manera
que OP/dy = 0Q/Jz en . Demostrar que para cualesquiera dos curvas de Jordan oy y oy contenidas en
Q) se verifica que
?{ Pdz + Qdy = ]{ Pdz + Qdy.
o1 g2
Sea ¢ una curva de Jordan que no pasa por el origen y que interseca con cada recta que pasa por el origen
en a lo sumo dos puntos. Calcular

]({_1.2iyzdx+ 22 iyzdy
en los caso en que ¢ encierre y no encierre al origen de coordenadas.
Idem para

7( N AN P
o (2?2 +y?)? (2% +y?)?

Sea D una regién simplemente conexa. Supongamos que f : D C R? — R es una funcién arménica, esto
es, de clase C? (D) y satisfaciendo la ecuacién de Laplace

0? 0?
G @)+ @) =0 Ve €D,

of of
0:/ <—da:— —dy) =0.

Sea S una regién simplemente conexa. Demostrar que el drea de dicha regién vale

Probar que

A(S) = %/@Smdy—ydac.

Indicacién: aplicar el teorema de Green al campo (P(z,y) = -y, Q(z,y) = ).
Como aplicacién del ejercicio anterior, calcula el adrea de la regién limitada por la curva

o (t) = (acos®t,asin®t) , 0 <t < 2m.
Sea o la trayectoria dada por o(t) = (¢2,t,3), t € [0,1].

a) Hallar la longitud de o, I(0).

b) Dada f:R* — R, se define el valor promedio de f a lo largo de o como ([ fds)/I(c). Calcular el
valor promedio de fi(z,y,2) =z, fa(x,y,2) =y y f3(z,y,2) = z (coordenadas promedio).

Sea €2 una lamina de densidad constante p de manera que su frontera es una curva de Jordan o de clase
C'. Demostrar que los momentos de inercia de la ldmina respecto a los ejes coordenados, I, e I, vienen

dados por las férmulas
P p
I, = —gf;y?’dw I, = giw?’dy.

Sabiendo que la masa de las siguientes varillas homogéneas (densidad de masa constante), vale 10, deter-
minar cudl es la densidad de masa en los siguientes casos:

a) o(t) = (cost,sint), t € [0,7/2].
b) o(t) = (2cost,2sint,t?), t € [0, 27].
¢) o(t) = (t,sint,cost), t € [0,37/2].



