AMPLIACION DE CALCULO. Curso 2008/9.
HoOJA 1: INTEGRACION EN VARIAS VARIABLES.

1. Calcular para Q = x [0, 3] las integrales

// zydzdy. (b) //Q reVdrdy. (c) //Q y? sin wdxdy.

2. Calcular las integrales dobles siguientes en los recintos que se indican:
) //dexdy en Q= {(z,y) e R?: 22 + ¢y < 1}.
b) //Q(3y3 + 2?)dxdy en Q = {(z,y) € R* : 22 + > < 1}.
c) //Q\/@d:ﬂdyenﬂz{(z,y)GRQ:OSySL y? <z <y}l
) //de’”dxdy en Q= {(z,y) eR*:0<y<1,0<x<y’}.
e) //Qy+logxdxdy en )= {(z,y) eR?*:05< <1, 22 <y<uz}
3. Calcular las integrales dobles siguientes en los recintos que a continuacién se dan:
a) / / . (4 — y*)dzdy en el recinto limitado por las ecuaciones y? = 2z e y*> = 8 — 2z.

(b) / / (z* + y?)dzdy en el recinto limita
0

c) dopory=2®ey=a’

(¢) do por y y

(d) // (z + y)dxdy en el recinto limitado por y = 23 e y = 2* con —1 <z < 1.
Q

e) // (3zy? — y)dxdy en la regién limitada por y = |z|, y = —|z| y z € [-1,1].
Q
4. Calcular la superficie de las siguientes regiones:

(a) Circulo de radio R.
(b) Elipse de semiejes a, b.
(c) La regién limitada por las ecuaciones 2? = 4y y 2y — . — 4 = 0.
(d)
)

(e) La region limitada por las ecuaciones x =y y © = 4y — y2.

La region limitada por las ecuaciones z +y =5y xy = 6.

5. Calcular el volumen de los siguientes sélidos:

(a) El limitado por § + % + % = 1 y los planos de coordenadas.



(b) El tronco limitado superiormente por z = 2z + 3y e inferiormente por el cuadrado [0, 1] x
0, 1].

(c) Esfera de radio R.

(d) Cono de altura h y radio de la base R.

(e) El tronco limitado superiormente por la ecuacién z = 2z + 1 e inferiormente por el disco
(x—1)2+92 < 1.

6. Calcular cambiando a coordenadas polares:
/ / Va2 + y2dxdy.
(b) / \/x2 + y2dydzx.
0J 0

1 Vi—a?
c) / / (22 + y?)*2dydz.
12/ o

12 p/1-y2
d) / / xy+/2? + y2dxdy.
o Jo

7. Calcular para €2 = [0,1] x [0, 3] x [—1, 1] las integrales

a) /// ryzdxdydz. /// xeVT dxdydz. (c) /// y?23 sin xdrdydz.
Q Q

8. Calcular las integrales que a continuacién se piden en los recintos correspondientes:
a) ///Q(y3+z+x)dxdydz en Q= {(z,y,2) e R3: 22 + ¢y + 2% = 1}.
b) ///Q(ysinz+ac)d:vdydz en Q={(z,y,2) eER3:y>2>9% 0<x,y <1}
c) ///demdydz en Q= {(z,y,2) eER3:1>¢y>+2% 0<2<1}.
d) ///nyzdxdydz en Q= {(z,y,2) eER®: -5 <2<y’ +ux, -1 <,y <1}

9. Calcular el volumen del sélido limitado superiormente por z = 1 e inferiormente por z =
Va2 + g2

10. Calcular el volumen del sélido limitado superiormente por el cilindro parabélico z = 1 — /2,
inferiormente por el plano 22+ 3y+2+10 = 0 y lateralmente por el cilindro circular 2% +y?+x =
0.

11. Hallar el volumen del sélido limitado por los paraboloides de ecuaciones z = 2 — 22 — ¢y y
z=x%+ y2.

12. Calcular el volumen del sélido limitado superiormente por la superficie cilindrica 2% + z = 4,
inferiormente por el plano x + z = 2 y lateralmente por los planos y =0 e y = 3.



13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

Haciendo uso de las coordenadas esféricas x = rsin¢cosf, y = rsin¢gsinf y z = rcos ¢,
calcular:

(a) El volumen de una esfera de radio R.

(b) /// (22 + y* + 2%)dzdydz en el recinto Q = {(x,y,2) € R3: 1 < 2% + ¢y + 22 < 2},
Q

(c) El volumen del recinto del apartado (b).

Calcular el volumen del cuerpo limitado por las ecuaciones z = x? 4 492, el plano z = 0 y
lateralmente por los cilindros z = y? y 22 = y.

Calcular / / ety dzdy siendo € el tridngulo formado por los ejes de coordenadas y la recta
Q

r+y=1

Calcular el volumen comprendido entre los cilindros z = 22 y 2z = 4 — y%.

Calcular el volumen del balén de Rugby de ecuaciones ﬁ—; + %’—; + i—j =1.

Calcular / / xydxdy donde € es la regién limitada por las curvas y =2z, y =2xr — 2, y ==z
Q

e y = x + 1. Indicacién: hacer el cambio de variable r = v — v, y = 2u — v.

Calcular el volumen encerrado por un cilindro de radio r/2 y una esfera de radio r cuyo centro
estd situado en un punto de la superficie del cilindro. Indicacién: hacer el cambio a coordenadas

cilindricas.
/ / / dxdydz
(SE2 + y2 + 22>3/2’
Q

donde € es la regién limitada por las esferas z? + 3% + 22 = a? y 22 + %> + 22 = b?, donde
0 < b < a. Indicacién: hacer el cambio a coordenadas esféricas.

Calcular

Sea S un sélido de R? o R3. Dado un punto (z,y,2) € S (si S es una ldmina, se entenderd en
este y en el resto de los ejercicios que z = 0), se define la densidad de masa en dicho punto,
p(x,y, z) como la masa por unidad de volumen o superficie. Se tiene entonces que la masa del

sélido es
M = /// p(x,y, z)drdydz
S

si se trata de un sélido tridimensional y

M= /S / p(z,y)dzdy

en caso de un sélido bidimensional. Calcular la masa de los siguientes sélidos:

(a) S es el circulo de centro (0,0) y radio r con densidad de masa p(z,y) = z2 + 3°.

(b) S es la esfera centrada en (0,0,0), con radio r y homogénea, es decir, con densidad de
masa constante. Idem si la densidad de masa es p(x,y, z) = x.



22.

23.

24.

25.

(c) S={(z,y,2) € R?:1 < 2% +y? <4} con densidad de masa p(x,y, 2) = 22 + %
(d) S estd limitado por z = 2® + ¥, 0 < 2 < 4y p(z,y,2) = 2.

Una lamina de masa M tiene la forma
Q={(z,y) eR*: ~R< < RO0<y< VR -2z}

con R > 0. Hallar el centro de masas sabiendo que la densidad es proporcional a la distancia
al borde curvado.

Sea S un sélido de R? o R? con densidad de masa p(z,y, 2). Se define el centro de masas de S
como el punto (zpr, yar, 2ar) donde

1

Ty = M///Srﬂp(x,y,z)dwdydz,
1

Yy = M///Syp(x,y,Z)dxdydz,
1

2y = M///s zp(x,y, z)dxdydz.

Si S es plano habria que considerar tinicamente integrales dobles. Calcular los centros de masa
del ejercicio 21.

Sea S un sélido de R? o R? y consideremos una recta en L en R®. Dado el punto (x,vy,2) € S,
sea la distancia del punto (z,y, z) a la recta L. Se define entonces el momento de inercia de S

con respecto a L como
IL - /// p(I,y,Z)T(I‘,y, Z)dedydzu
s

donde p(z,y, z) es la densidad de masa. Se define el radio de giro respecto de la recta L como
k = +/I/M, donde M es la masa de S. Obtener los momentos de inercia y los radios de giro
siguientes:

Dado un sélido S de R? o R? y un sistema de referencia en su centro de masas, el momento de
inercia respecto de los ejes z, y vy 2z es

Ly = ///S plz,y, 2)(y* + 2°)dzdydz;
I, = ///s p(z,y, 2)(2* + 2%)dzdydz;
L. = / / /S p(a,y,2)(z* + y*)dadydz;
donde p(z,y, z) es la densidad de masa del sélido en el punto (z,y, z). Las cantidades
I, = I,= ///s p(x,y, z)xydrdydz;
I,, = I,= ///s p(x,y, 2)xzdrdydz;
I, = I, = ///s p(x,y, z)yzdrdydz;



26.

27.

28.

miden las perturbaciones provocadas en los ejes z, y y x al producirse el giro del cuerpo y se
conocen con el nombre de productos de inercia. Cuando dichas cantidades son nulas sobre un
eje, éste es lo que se llama un eje principal de inercia del sélido. Se construye el tensor de
inercia como la matriz simétrica

Como podemos apreciar dicha matriz es diagonalizable. Los ejes principales de inercia del
sélido estardn generados entonces por los vectores propios asociados a los valores propios de la
matriz I, que ademds podréan ser elegidos perpendiculares si elegimos una base ortonormal al
diagonalizar la matriz. Obtener los ejes principales de inercia de los siguientes sélidos:

{(z,y) eR?: 2? +y* < R}y pla,y) = k.

{(z,y.2) eR? 12 + 4> + 22 < R?} y p(,y) = k.
{(z,y,2) eR¥: 2?2 + 4> < R?, 0< 2 < h} yp(z,y) =k.
{(z,y) e R?: 22 +y? < 2% 0< 2z < h} y p(x,y) = k.

{(

= [=a,a] x[=b,b] y plz,y) = z.

={(z,y,2) e R¥: 2 + y? + 22 < R*} y p(z,y) = =.

z,y) ER* 1 +4 <2, 0<z < h}yp(z,y) =k

Dado un sélido S en R? o R?, se define su momento de inercia respecto a un punto P como

Ip = ///p(x,y, 2)r(x,y, z) dedydz,
S

donde r(z,y, z) es la distancia del punto (z,y,2) € S a P. Demostrar que
2ICM = I:mc + Iyy + IZZ?
donde C}; es el centro de masas del sélido.

Teorema del eje perpendicular. En la notacién del ejercicio 25 probar que si S es un sélido
plano, entonces
L, = I+ Iy

Teorema del eje paralelo. Sea S un sélido en R3 o R? de masa M, y una recta I, que pasa
por el centro de masas del sélido. Sea [ una recta paralela a ly;. Si Iy, e I son los momentos
del solido respecto de [y y [ respectivamente y d es la distancia entre ambas rectas, demostrar
que

I =1y +dM.



29. Una ldmina homogénea de masa M tiene forma de anillo como muestra la siguiente figura

Calcular el momento de inercia de la ldmina en los siguientes casos:

(a) Respecto de un didmetro.
(b) Respecto de una tangente a la circunferencia interior.

(c) Respecto de una tangente a la circunferencia exterior.

30. Se coloca en el plano xy una ldémina homogénea de masa M con forma de cuarto de elipse,
como muestra la siguiente figura

Hallar I, I, e I..



