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Capitulo 1

2062005

Enunciado

1. (1 Pto.) Indicar de forma razonada si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: existe
una curva 7y cerrada, simple y diferenciable a trozos verificando

/22 + cos(1/z)dz = 2mi.

o

2. (1 Pto.) Sea f: D C R? — R una funcién continua de forma que

[[ st dody =1

con D = {(z,y) € R? : 2° + y* < 1}. Determinar el valor de la integral

[ 1(5)

donde E = {(u,v) cR?: Z—;—i—z—; < 1},c0n a,b> 0.

3. (2 Ptos.) Sea Q2 C R? la regién del espacio descrita mediante las ecuaciones

2
Q:{(m,y,z)eR?’:xQ—l—%gl, nggl}

Se pide:

(a) Enunciar el teorema de cambio de variable para integrales.

(b) Comprobar que la aplicacién ¢ : R?* — R? definida como
o(u,v, 2) = (au, bv, 2)
con a,b > 0 constantes, es un cambio de variable.
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(c) Suponiendo p(z,y, z) = (1+2%+y?) cos(z) indica el valor de la densidad en cada punto
(x,y,2) € Q, calcular la masa del conjunto

m(§2) = /// p(x,y, z) dedydz

. (2 Ptos.) Consideremos un sélido M C R? sobre el que se tiene una distribucién de
temperaturas descrita por el campo escalar T'(x,y, z) = x* + y2?. Como consecuencia de la
ley de Fourier sabemos que el flujo térmico vendra dado por el campo vectorial

J(z,y,2) = —kVT(2,y,2), (z,y,2) € M,

siendo k > 0 la constante de conductividad térmica. Teniendo en cuenta que M puede des-
cribirse como unién de los conjuntos M; = {(z,y,2) e R® : 2?2 + > < (2—2)2, 0< 2 < 1}
yMo={(z,y,2) eR®: 22+ + (2 —1)2<1, 2> 1}

(a) Enunciar el teorema de la divergencia de Gauss.

(b) Calcular el flujo de calor a través de la frontera de M.

. (2 Ptos.) Dada la circunferencia v(t) = 1 + i + re”, ¢t € [0, 27] y la integral

41)z sin z
et 4+ ———— | dz,
/w ( 2(2* +1)?

(a) Enunciar el teorema de los residuos, explicando claramente todos los conceptos que
aparezcan en su enunciado.

se pide:

(b) Determinar el valor de la integral anterior en funcién del valor del radio r > 0.

. (2 Ptos.) Calcula el desarrollo en serie de Laurent alrededor del punto zy = 1 de la funcién

21

flz) =€ 4 o1

Indicar ademés el anillo de convergencia, clasificar el tipo de singularidad y determinar el
valor del residuo de f en zy = 1.



Examen resuelto

Indicar de forma razonada si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: existe una curva
v cerrada, simple y diferenciable a trozos verificando

/22 + cos(1/z)dz = 2mi.

o

Solucién. Dividimos
/z2+cos(1/z) dz = /z2dz+/cos(1/z)dz.
y y y

Como 22 es derivable, por el teorema de Cauchy

/zzdz =0.
¥

Por otra parte, la tinica singularidad de cos(1/z) es 0. Como

n=0

Como el término que multiplica a + es cero, se tiene que Res(cos(1/z),0) = 0 y entonces

/ cos(1/2)dz = 0.

Y

Ast
/z2 +cos(l/z)dz =0

”
y la afirmacién es falsa.

Sea f : D C R? — R una funcién continua de forma que

/ / f(a, ) dody = 1

con D = {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}. Determinar el valor de la integral

[ e

donde B = { (u,v) € R2: % + % < 1}, con a,b > 0.

Solucién. El cambio

foum



transforma de forma biyectiva el conjunto £ en el conjunto D. Como el determinate del jacobiano
es

[en)~N [

se tiene

1= z,y) dedy = uv dudv
//f ,y) dxdy //f
//f(%%) dudv = ab.
E

Sea € C R3 la regién del espacio descrita mediante las ecuaciones

y asi

Q:{(x,y,)ERS yz 1,0§z§1}

Se pide:
(a) Enunciar el teorema de cambio de variable para integrales.
(b) Comprobar que la aplicacién ¢ : R — R? definida como
o(u, v, 2) = (au, bv, 2)

con a,b > 0 constantes, es un cambio de variable.

(c) Suponiendo p(z,y,z) = (1 + 2? + y?) cos z indica el valor de la densidad en cada
punto (z,y, z) € €, calcular la masa del conjunto

_ /Q / / o, y, 2) dedydz.

Solucién. (a) Teoria.
(b) La aplicacién ¢ es lineal y el determinante de la matriz asociada en la base canénica de R3
es

por lo que su nicleo es Ker(¢) = {(0,0,0)}. Como
dimIm ¢ = 3 — dim Ker(¢) = 3,

entonces Im ¢ = R3 y por tanto ¢ es biyectiva, por lo que es un cambio de variable.

(c) Calculamos
/// p(x,y, z)drdydz
Q



x =rcosu, r € (0,1],
= ///(1 + 2% + y?) cos zdwdydz = { y = 2rsinu, u € [0,27),
Q

z=1z z€]0,1],
1 1 2
= /// (1 +r?) cos 22rdudrdz
o Jo Jo

1 1
= //4W(r+r3)coszdrdz
o Jo
/14 1+1 d 3msin 1
= m|(=+-)coszdz =3mwsinl.
; 2 %

Consideremos un sélido M C R3 sobre el que se tiene una distribucién de temperaturas
descrita por el campo escalar T'(z,y,2) = z* 4+ yz?. Como consecuencia de la ley de
Fourier sabemos que el flujo térmico vendra dado por el campo vectorial

J(z,y,2) = =kVT(2,y,2), (r,9,2) € M,

siendo & > 0 la constante de conductividad térmica. Tenien-
do en cuenta que M puede describirse como unié6n de los conjun-
tos M, = {(:cy, 2)ER3: 2?2 +2<(2—2)%0<2z<1} y M, =

{(,y,2) eR3: 2?2 + 2+ (2 —1)2 <1, 2> 1}

(a) Enunciar el teorema de la divergencia de Gauss.

(b) Calcular el flujo de calor a través de la frontera de M.

Solucién. (a) Teoria.
(b) Calculamos
J(.%‘, Y, Z) = _’%VT('T7 Y, Z) = —/€<4$3, 227 Qy'z)

Aplicamos el teorema de Gauss

/ /S Jds = / / /M div(J) (2, y, 2)dzdydz
— ///Ml —H(12x2+2y)dxdydz+////\42 —rk(122° + 2y)dzdydz.

Calculamos en primer lugar

x=rcosu, r € (0,2 — z|,
/// —k(122° + 2y)dzdydz = y =rsinu, u € [0,2m),
M z=1z z€0,1],

2—z 27
= —25/ / / (6r2 cos® u + r sinu)rdudrdz
2—z
= —2/{/ / 6r°mdrdz
0o Jo

1
= —37m/ (2 — 2)*dz = —%ﬂ'/i
0 5



Posteriormente

x =rcosusinv, r € (0,1],
/// —k(122% + 2y)dadydz = y = rsinusinv, u € [0,27),
Mz z=1+rcosv, ve|0,7/2],

1 p2n pr/2
= —2K / / / (672 cos® usin® v + 7 sin u sin v)r? sin vdvdudr
o Jo Jo
1 27 T
= —2&/ / <4r4 cos® u 4 —r® sin u) dudr
o Jo 4
Lo, N
= =2k | 4nr® = ——7k.
0 5

93 8 101
//JdS = —gﬂ'/ﬁ) — gﬂ'l‘i = —?ﬂ'l‘i.

Entonces

S

Dada la circunferencia (t) = 1 + i + re’, t € [0, 2n] y la integral

A1)z sin z )
e 4 ———= | dz,
/7 ( z2(224+1)2

(a) Enunciar el teorema de los residuos, explicando claramente todos los conceptos que
aparezcan en su enunciado.

se pide:

(b) Determinar el valor de la integral anterior en funcién del valor del radio r > 0.

Solucién. (a) Teoria.
(b) Calculamos primero

/z4el/zdz.
¥

Si f(z) = z*e!/#, su tnica singularidad es 0 y como

= 1 = 1
4,1/ _ 4 Z _ Z . 0.
= : c—nlzr Lnlzn siz7
El sumando para n = 5, es 5—%z, por lo que
1
Res(f(2),0) = =

Distinguimos los siguientes casos:

e Sir < /2 entonce 0 estd en el exterior de la circunferencia y por el teorema de Cauchy

/z4el/zdz = (.
¥



e Sir > /2 entonces 0 estd en el interior de la circunferencia y asi

o
/2461/2(12 = 2miRes(f(2),0) = 5i'2
- !
Calculamos ahora '
/ sinz
L 222+ 1)
Las singularidades son 0 y £i. Como
. . 1
sinzg . sinz 1,

By 2(2241)2 250 z (22 +1)2 B
entonces 0 es una singularidad evitable y Res(g(z),0) = 0, donde g(z) = z(;‘fl)g. Calculamos
ahora

lim(z — i)? sinz im sinz ~ sinig
z—1 2(22 + 1)2 i Z(Z —+ 2)2 - 43’
por lo que ¢ es un polo de orden dos y asi

. 1. d , sin z
Res(g(2),7) = ﬂ?ﬂ}@((z—zym)

B limi sin z
C zoidz \ 2(z+1)2

2(z+1i)’cosz —sinz(32> + 4iz — 1)  icosi+ 8sini

= 1
P 2(z + ) 16
Analogamente
lim (2 + )2 sinz lim sinz _ sing
P 2(2+1)2 omiz(z—i)2 4]

por lo que ¢ es un polo de orden dos y asi

. 1 .. d . sin 2z
Reole) =i = 3 3m, (0

B limi sin z
C 2oidz \2(z —1)?

. 2(z—14)%cosz —sinz2(322 —4iz — 1)  icosi— 8sini
= lim - = .
z——i 22(z —0)* 16

Distinguimos ahora los siguientes casos:

e Sir < 1, no hay singularidades en el interior de la circunferencia y por el teorema de Cauchy

sin 2
———dz=0.
/w 2(2241)? &

e Sil <7 < /5, la tnica singularidad no evitable en el interior de la circunferencia es i y por

tanto ‘ .
sin z . . Ccos? — 8zsin ¢
[ymdz = 2miRes(g(2),1) = _WT‘



e Sir > /5, las dos singularidades no evitables en el interior de la circunferencia son +i y
entonces

/ymdz = 2mi(Res(g(2),7) + Res(g(z), —1)) = —r—.

Calculamos ahora la integral inicial segiin los siguientes casos:

e Sir < 1, no hay singularidades en el interior de la circunferencia y por el teorema de Cauchy

4 1)z sin z ds —
/V(ze +7z(z2+1)2> z=0.

4 1)z sin z Qs — — cost — 8ising
/7<z e +—z(22+1)2 z 7r—8 .

e Sil<r<y?,

° Si\/§<r<\/§,
41/ sin z d :@_ cost — 8isini
/V(z e’ 4+ 72@2_'_ 1)? z Bl 7r—8 .

oSir>\/5,

Calcula el desarrollo en serie de Laurent alrededor del punto zy = 1 de la funcién

21

f(Z) = 61/(2_1) + m

Indicar ademés el anillo de convergencia, clasificar el tipo de singularidad y determinar el
valor del residuo de f en zy = 1.

Solucién. Calculamos por separado

Por otra parte

1 o o0
- ) = —1)"sifz—1) < L
. 1—1—2—1 nz z ; (z si |z — 1|

Entonces si 0 < |z — 1] < 1 se tiene

21

f(Z) = 81/(2_1) + m



o o

a Z n‘(zl— n - 22—Z 1 Z(—l)”(z -

= ; m + ;2@'(—1)”(2 — 1)t

> 1 1+ 2 . . —1
= 1-2 2i(—1)" - 1™
Zn!(z—l)”+z—1+ Z+Z =z

n=2

La singularidad es esencial ya que la parte singular tiene infinitos términos y

Res(f(z),1) =1+ 2i.






Capitulo 2
6—9-2005

Enunciado
1. (1 Pto.) Dada una funcién f: V C R*> — R de clase C', con V un conjunto abierto:

(a) Comprueba que el conjunto S = {(z,y, f(x,y)) : (x,y) € V} C R? es una superficie.

(b) Calcula el vector normal a S en cada punto.

2. (1 Pto.) Indica de forma razonada si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: Existen
constantes 6 > 0, a,, € C de forma que

g9(2) =Y an(z—1)",  z € B(1,6)

siendo g(x + 1y) = 2%y — ix.

3. (2.5 Ptos.) Sea Q C R? el conjunto descrito mediante las ecuaciones:

Q— 2‘.%'2 y2
=< (z,y) €R .§+Z<1,y>—x :

Se pide:

(a) Enunciar de forma detallada el teorema de Green.

(b) Calcular la integral del campo vectorial F(z,y) = (z%y — 7sin(z), log (cos(y?® +1))) a
lo largo de la frontera del conjunto €2 orientada positivamente, es decir,

/ F-ds
a0+

4. (2.5 Ptos.) Sea 7 la curva obtenida al intersectar el cilindro
D={(z,y,2) eR*: 2> +y* =1}
con el plano P dado por la ecuacién az + by + z = 1, siendo a,b € R constantes.

(a) Enunciar de forma detallada el teorema de Stokes.
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(b) Dado el campo vectorial F(z,y,2) = (—y3, 23, —2z3), utilizar (justificando porqué se
puede hacer) el teorema de Stokes para calcular la integral de F a lo largo de 7,

/F-ds
¥

(a) Parametrizar la curva v y calcular de forma directa la integral anterior.
5. (3 Ptos.) Calcular las siguientes integrales:

(a) [ E225E + cos(1/2) dz, siendo (t) = i + 26, € [0, 27].

(b) | s Re(z) + cos(Z) dz, con [ el segmento rectilineo uniendo los puntos 0 y 1+ i.



Examen resuelto

Dada una funcién f : V C R?> — R de clase C*, con V un conjunto abierto:

(a) Comprueba que el conjunto S = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € V} C R? es una superficie.

(b) Calcula el vector normal a S en cada punto.

Solucién. Teoria.

Indica de forma razonada si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: Existen constantes
0 >0, a, € C de forma que

g(z) = Zan(z - 1" ze B(1,0)

siendo g(x + iy) = 2%y — iz.

Solucién. Comprobamos si la funcién g es derivable calculando

5 OReg 0Olmyg 0
T = = =
4 Ox Ay ’
Olmg OReg 9
—Tr = = — = s
ox Oy

por lo que la funcién sélo es derivable en el conjunto 2 = {z € C: Rez =00Imz =0y
Rez = —1}. Entonces g nunca va a ser derivable en una bola B(1,6) para cualquier 6 > 0 y la

afirmacion por tanto es falsa ya que de ser verdadera la funcién tendria que ser derivable.

Sea ) C R? el conjunto descrito mediante las ecuaciones:

2,2
Q:{(w,y)€R2z%+yZ<1,y>—x}.

Se pide:

(a) Enunciar de forma detallada el teorema de Green.

(b) Calcular la integral del campo vectorial F(z,y) = (2?y — wsin(z), log (cos(y? + 1)))
a lo largo de la frontera del conjunto 2 orientada positivamente, es decir,

/ F-ds
oa+

Solucién. (a) Teoria.



(b) Aplicamos el teorema de Green

/ F-ds= // 2zxydxdy.
o0+ 5

Obtenemos la interseccion de la elipse ”%: + % =1 con la recta y = —z, de donde
2 2?2 13
l="+—=—"2?
9 4 36

de donde z = i%gﬁ. Entonces

3 2\/1—% 3 0
/ / 2rydrdy = / / 2xydydx + / / 2zxydydx
Q —6v13/13 J0 6v/13/13 72\/17ﬁ
3 2 3

9
2 1458
= / 4m(1—m—)dx—|—/ 4x(1—m—>dx:—.
—6+/13/13 9 6+/13/13 9 169

Sea v la curva obtenida al intersectar el cilindro

D={(z,y,2) eR®: 2® +y> =1}
con el plano P dado por la ecuacién ax + by + 2z = 1, siendo a,b € R constantes.

(a) Enunciar de forma detallada el teorema de Stokes.

(b) Dado el campo vectorial F(x,y, z) = (—y3, 23, —23), utilizar (justificando porqué se
puede hacer) el teorema de Stokes para calcular la integral de F a lo largo de 7,

/F-ds
”

(c) Parametrizar la curva 7 y calcular de forma directa la integral anterior.

Solucién. (a) Teoria.
(b) La superficie cuya frontera es 7 es

T =u,
_ Yy="v,
5= z=1—au— bv,
u? +0? <1,

que es una gréfica de la funcién f(z,y) = 1—az —by, que es de clase C2. El campo tiene funciones
coordenadas polinémicas y por tanto es de clase C'. Podemos aplicar el teorema de Stokes

/F ds = //rot(F)dS.



Como

o
| &

—
o
=
—
eS|
N—
~—~
8
&
SN—
| &
< Flo=
Rlos.
S
N W
|
—~~
=
vO
w
~—~
8
o
+
Ny
o
S—
SN—

se tiene que si 2 es el circulo de centro (0,0) y radio 1,

//ert<F>dS = // ((0,0,3(u® + %)), (a,b, 1)) dudv
- e (DS )

1 27 1 3
= / / 3r3d¢d7’ = / 6mridr = =7
0o Jo 0 2

(c) Parametrizamos la curva «(t) = (cost,sint,1 —acost — bsint), t € [0, 27]. Entonces

/F‘ds :/ ((—sin®¢t,cos’ t, —(1 — acost — bsint)*), (—sint, cost,asint — beost)) dt
0% 0

2w
= / (sin*t 4 cos*t — (1 — acost — bsint)(asint — bcost))dt.
0

Calculamos

27 27 1_ 2 2
/ sinttdt = / (M) di
0 0 2

B /2” 1 — 2cos(2t) + cos?(2t)

dt
0 4

27 1 — 2cos(2t) + et

= 2 dt
/ ;
2
3—4 2t 4t 3
_ / cos(2t) + cos( )dt _ 3.
; 8 4
27 27
/ cost it — / (1+cos 2t>
0 0
27
1+2
_ / + 2 cos(2t) + cos?(2t) 0t
0 4
/271' 1+ 2COS(2t) + 1+cos(4t)
= dt
0 4
27
3+4
_ / + 4 cos(2t) + cos(4t) gt — §7r.
; 8 4

1 —acost — bsint)*]*>"

=0.
4

0

27
/ (1 —acost — bsint)*(asint — beost)dt = [<
0



Asi

3 3 3
F-ds=-r+-1+0==m.
/’y S 47r+47r+ 27T

Calcular las siguientes integrales:

(a) [, % + cos(1/z) dz, siendo y(t) = i + 2¢%, t € [0, 27].

(b) | s Re(z) + cos(z) dz, con [ el segmento rectilineo uniendo los puntos 0y 1+ ¢.

Solucién. (a) Calculamos de forma separada

/M—kcos(l/z) dz:/%@%—/cos(l/z)dz.

z(z—1)2 , 2(z—1) ”

Las singularidades de f(z) = % son 1y 0, que estdn ambas en el interior de la circunferencia.
Como (21 1)s L

. . z+1)smz . zZz+1 sinz

) = e MG 2 b

la singularidad 0 es evitable y por tanto Res(f(z),0) = 0. Por otra parte

Dsi
lirri(z —1)%f(2) = lirri (24 Dsinz = 2sin1,
tenemos que 1 es un polo de orden dos y por tanto
R N — 1 . d 12
s(f(2),1) = plim o (=~ 1f(2))
_ limi ((z+1)sinz)
z—1 dz z
. 1 _ D si
_ lin} (sinz + (z + )COSQZ)Z (z+1)sinz eos — sinl.
z— z

Entonces

/%d:z = 2mi(Res(f(2),0) + Res(f(2),1)) = 2mi(2cos1 —sin1).

Por otra parte

N

~—

I

N—

I

o

@}

7]

|

I

(e
A/\
o |
S| =
S— | —
N

b
\'3

n=0

por lo que el término que multiplica a % es cero y Res(g(z),0) = 0. Entonces

/cos(l/z)dz = 2miRes(g(z),0) = 0.

Entonces

/y (Zz(t 1_)_811;2 +cos(1/z)dz = 2mi(2cos 1 —sin1).



(b) La curva 8(t) = (1 —t)0 + t(1 4+ ¢) =t +it, t € [0,1]. Entonces

Re(z) + cos(z)dz = /0 (t + cos(t(1 —14))) (1 +4)dt

= (1+1) E + —Sm(i(i; i))]:

= (1+4) <1+Sm<1_i)).

o

2 1—1






Capitulo 3

23—1-2006

Enunciado

1. (1 Pto.) Dados dos campos escalares u, v : R® — R suficientemente derivables, comprobar
que se verifica la identidad
div (Vu x Vo) =0

donde x indica el producto vectorial.

2. (1 Pto.) ;Existe una funcién holomorfa g : C — C verificando Im g(x + iy) = x cos(y)?
Razonar la respuesta.

3. (2.5 Ptos.) Sea © C R? el conjunto descrito mediante las ecuaciones:

2
Q:{(m,y)ERz:%+y2<1, y>0}U{(w,y}€R2:x2+y2<4, y <0}
Se pide:

(a) Enunciar de forma detallada el teorema de Green.

(b) Calcular la integral del campo vectorial F(z,y) = (z%y — 7sin(z), logcos(y? + 1)) a lo
largo de la frontera del conjunto €2 orientada positivamente, es decir,

/ F-ds
a0+

4. (2.5 Ptos.) Sean S la esfera de ecuacién 2 + y* + 22 = ¢ (¢ > 0) y el campo vectorial
F(z,y,2) = (zy2%, 2y2*, —22%y%2)
Se pide:

(a) Enunciar el teorema de la divergencia de Gauss explicando los conceptos que aparecen
en el enunciado.

(b) Comprobar que dicho teorema se puede aplicar al cdlculo de la integral de superficie

/F'dS
S

23

y calcularla usando dicho teorema.



(¢) Obtener de forma directa (usando la definicién) la integral del apartado anterior.

5. (3 Ptos.) Dada la funcién
~ cos(z) 2

z—7m  z(z—m)?

Calcula su desarrollo en serie de Laurent alrededor del punto z; = 7. Indica adema4s el anillo
de convergencia de la serie y el cardcter de la singularidad. ;Cudl es el residuo de f en
20 = 07



Examen resuelto

Dados dos campos escalares u, v : R3 — R suficientemente derivables, comprobar que se

verifica la identidad
div (Vu x Vo) =0

donde x indica el producto vectorial.

Solucién. Calculamos

Cun gy | B o | _(Dudy 0udy Gudu  Oudv dudv Dudy
B S % \oydz 020y 020 0xdz dxdy Oydx)’
ox Oy Oz

Entonces, desarrollando y aplicando el Teorema de Schwarz

G (Tuxwey D (Qu0v_Duowy 0 (udv Duow\ , 0 (Dudw ude
v 0z \Oy0z 0z0y Oy \0z0x Oz 0z 0z \Oxdy Oyox
Ou v Ou 0% Ou Ov  Ou 0% 0%u Ov  Ou 0%

8y890& * (9_y 020x  0z0x Jy 0z 0yox * azé’y% * 9z 0x0dy

_ Pu dv Ju PP N 0*u @—I—@ Pv  Pu dv  Ju O
0x0y 0z 0xrdz0y 0Ox0zdy Ox0dydz Oydzox Oy dxdz

~ Ov [ DPu 0%u ou [ 0*v 0% ov [ 0*u 0*u
T 0z (8y8m a 8m8y> i y (82(% a (9:)382’) * Ay <8m8z a 8z8x)
+@<82v_azv)+@<82u_82u)+@(820_821;)
0z \0xdy  Oyox Or \ 0z0y 0yoz Oxr \ Oydz 020y
Ov ou ov ou ov ou

= —04+—+=—0+4+=—04+—-—0+4+—0+=—0=0.
0z +8y +8y +82 +8x +8ac

(Existe una funcién derivable g : C — C verificando Im g(z + iy) = x cos(y)? Razonar
la respuesta.

Solucién. En caso de existir la parte imaginaria debe ser arménica, esto es

0?1 0?1
mg  OImg

0.
0x? 0y?
Calculamos
0?1
Plmg _
Ox?
9?Img
= —xcosy,
oy?
y entonces
#?Img 0O*Imyg
+ = —Z CosY,

ox? Oy?



por lo que no puede existir dicha funcién g.

Sea Q) C R? el conjunto descrito mediante las ecuaciones:

2
Q:{(x,y)€R2:%+y2<1, y>0}U{(m,y)€R2:m2+y2<4, y <0}

Se pide:

(a) Enunciar de forma detallada el teorema de Green.

(b) Calcular la integral del campo vectorial F(x,y) = (z*y — wsin(z), logcos(y? + 1)) a
lo largo de la frontera del conjunto €2 orientada positivamente, es decir,

|
80+

Solucién. (a) Teoria.
(b) Utilizamos el teorema de Green

/ Fdt = // —2xydzxdy
o0+ Q

1 p24/1—9y2 0 \/4—y2?
= — / 2zydxdy — / / 2zydxdy
0 —24/1—12 —2J—\/4—y2
1 0
= —/ Ody—/ Ody = 0.
0 —2

Sean S la esfera de ecuacion 22 + y* + 2% = ¢ (¢ > 0) y el campo vectorial

F(z,y,2) = (zy’2*, *y2®, —22%y°2)
Se pide:

(a) Enunciar el teorema de la divergencia de Gauss explicando los conceptos que apa-
recen en el enunciado.

(b) Comprobar que dicho teorema se puede aplicar al cdlculo de la integral de superficie

/F-dS
s

(c) Obtener de forma directa (usando la definicién) la integral del apartado anterior.

y calcularla usando dicho teorema.

Solucién. (a) Teoria.



(b) La esfera de centro (0,0,0) y radio ¢ es una superficie que encierra un volumen y que es
union de dos superficies, S; U Sy, dadas por

(
r = u,

S, = y=v,

T r= V@ =02
Y

| u? 0 <

(= u,

y=v
Sy = , 2 2 2
z ==V —u?—v?,

u? 4+ 0% < 2,

\

que son gréficas de funciones reales de clase C* definidas sobre conjuntos bésicos de R2. Por otra
parte el campo tiene funciones coordenadas polindmicas, por lo que es de clase C*. Si V es el
volumen encerrado por S, aplicamos el teorema de Gauss

//FdS = /// div(F)(z,y, z)dzdydz
s 1%
xr =rcosusinv, r € (0,c],

= /// (y?2% + 222 — 22%y*)dwdydz = { y = rsinusinwv, u € [0,27),
1%

z=rcosv, v € [0, 7]

c 2 s
= / / / r4(sin2 wsin? v cos? v + cos? usin? v cos? v — 2 cos? u sin? u sin? U)T2 sin vdvdudr
o Jo Jo
c 2m s
— / / / 75 (sin” v cos? v — 2 cos® usin? u sin® v) sin vdvdudr.
o Jo Jo

Como

" = ! 2 2 4
/ sin® v cos® vdv = cosu t, :/ P —thdt == — = = —,
0 —sinvdv = dt 4 3 5 15
™ 1
. 5 _ cosv = t, _ 4 o2 2 4 _ 16
/Osm Udv_{—sinvdv:dt}_/l<t 2t+1)dt—5 3+2—157

se tiene que
c 27 4 32
// FdS = / / ro | = — = cos®usin®u | dudr.
o Jo 15 15
s

2 27
1 2u) 1 — 2
/ cos®usin®udu = /  cos(2u) cos(2u) du
0 0

Por otra parte

2 2

271'1_ 2(9
_ / L= cosu)
0 4

27 1
_ / + cos(4u) du = z.
; 8 4



Entonces . . .
FdS = 6 =1 — —=x)dr=0.
// /OT (15” 15”) "
s

(c) Consideramos la parametrizacién de la esfera

T = ccosusinv,

Yy = csinusin v,

Z = CCoSV,

(u,v) € 10,27] x [0, 7].

S:

Entonces
T, x T, = —sinv(z,y, 2),

y ast

// Fds = // <(:z:y2z2, r?yz? —22%y*2), —sin v(x,y,z)> dudv =0
S [0,27] x [0,7]

= / / Odudv = 0.
[0,27] x[0,7]

Dada la funcién

cos(z) 2
= +
z—7m  z(z—m)?

Calcula su desarrollo en serie de Laurent alrededor del punto zy = 7. Indica ademss el
anillo de convergencia de la serie y el cardcter de la singularidad. ;Cuadl es el residuo de
fenzy=07

Solucién. Calculamos primero

cosz = cos(z—m+m)

cos(z — m) cosT — sin(z — ) sin

—cos(z — )

. (_1)n 2n
- _nzzo AL

0 _1n+1
= Z( )' (z—7m)* VzeC.
£~ (2n)!
Ahora
1 111
2 Tw4z—7 Wl—z_:
n=0 -
[ _1)»
= (Wn+)1 (z—m)" silz—7|<m



Entonces si 0 < |z — 7| <,

cos(z) 2

fz) =

z—m  z(z—m)?

La singularidad 7 es un polo de orden dos.
Por otro lado, dado que

2 2
lim 2z (COS(Z) + 2 ) = lim 2 cos(2) + lim =—

=0 \z—7m z(z—m)? =0 z—m =0 (z—m)? T

si tiene que 0 es un polo de orden uno y por tanto

Res(f(2),0) = lim (COS(Z) P ) _ 2

=0 \z—7 z(z—m)? 2







Capitulo 4
3—7-2006

Enunciado

1. (1 Punto) Dados el campo escalar f y el campo vectorial F, suficientemente derivables,

probar que
div(f-F) = f-divF+ < gradf,F > .

2. (1 Punto) Consideremos la funcién de variable compleja
fz) =72

donde Z denota el conjugado de z. Comprueba que
/f (2) dz = 2mi.
gl

donde 7 () = € |, 0 < ¢ < 2. jContradice esto el Teorema de Cauchy? ;Por qué?

3. Sea v la circunferencia de radio 1 y centro (0, 1), y sea el campo F(z,y) = (z%y, zy*). Se
pide

(a) (1 Punto) Enunciar el Teorema de Green explicando los conceptos que aparecen en el
enunciado.

(b) (1.5 Puntos) Comprobar que dicho teorema se puede verifica calculando de dos ma-
neras distintas la integral
/ Fdt.
N

4. (2.5 Puntos) Verifica que se puede utilizar el Teorema de la Divergencia en el siguiente
ejemplo y utilizarlo para calcular
/ / Fds,
@

donde ® es la esfera de centro (0,0,0) y radio Ry F(z,y, z) = (zz,yz, 2y).

5. Se pide:

31



(a) (1 Punto) Enunciar el Teorema de los residuos explicando cada uno de los conceptos
que aparecen.

(b) (2 Puntos) Sea v(t) = 1+ re, t € [0,2x], donde r > 0. Calcular

/ z+1 p
—dz.
y 24+ 23— 222



Examen resuelto

Dados el campo escalar f y el campo vectorial F, suficientemente derivables, probar que

div(f-F) = f-divF+ < gradf,F > .

Solucién. Sea F = (Fy, Fy, F3). Entonces

div(f-F) = div((fF, fF, fF3))
d 9 9
- %(fFl)nLa—y(ng)—I—&(fF?,)
of oF,  Of oF, Of OF;

= %Fl+f%+a_yF2+f8_y+§F3+fE

oFy, O0F, OF 0 0 0
p(%5 O OB O g OFp  OFp
Ox dy 0z

Ox oy 0z
= f-divF+ < gradf,F > .

Consideremos la funcién de variable compleja

fz)==

donde Z denota el conjugado de z. Comprueba que

Af (2) dz = 2mi.

donde 7 (t) = e | 0 <t < 2. jContradice esto el Teorema de Cauchy? ;Por qué?

Solucién. Calculamos

T 2w ) ) 2w
/f (2)dz = / (eit)iedt = / e ietdt = / 0dt = 0.
v 0 0 0

No contradice el teorema de Cauchy porque la funcién conjugado no es derivable.

Sea v la circunferencia de radio 1 y centro (0,1), y sea el campo F(z,y) = (2?y, zy?). Se
pide

(a) (1 Punto) Enunciar el Teorema de Green explicando los conceptos que aparecen
en el enunciado.

(b) (1.5 Puntos) Comprobar que dicho teorema se verifica calculando de dos maneras
distintas la integral

/th.
.




Solucién. (a) Teoria.

(b) Parametrizamos la curva y(t) = (cost,sint), t € [0,27] y calculamos

[Far -
~

2m
/ ((cos®tsint, costsin®t), (—sint, cost)) dt
0

27
= / (—2cos?tsin®t + 2 cos® t sin® t)dt
0

2
= / 0dt = 0.
0

Por otra parte, si €2 es el circulo encerrado por la circunferencia

/th =
g

/ /Q (1 — 2?)dady — {

x=rcos¢, r € (0,1],
y=rsing, ¢ € [0,2m).

1 2T
= / / r?(sin® ¢ — cos® ¢)rdodr
o Jo
_ [T —2cos(2¢)dpdr = 0
= /0 r /0 oS =0.

utilizarlo para calcular

donde @ es la esfera de centro (0,0,0) y radio Ry F(z,vy, 2) = (zz,yx, zy).

Verifica que se puede utilizar el Teorema de la Divergencia en el siguiente ejemplo y

4 | vas.

Solucién. La esfera de centro (0,0,0) y radio R es una superficie que encierra un volumen y
que es unién de dos superficies, S; U S, dadas por

51:

Sy =

(

.

T =u,
y=v,

= V@,

| w2 +0? <R,

T =u,
y=1uv,
z=—VR?—u?—?

\ u? +1v? < R?,

que son gréficas de funciones reales de clase C! definidas sobre conjuntos bésicos de R2. Por otra,
parte el campo tiene funciones coordenadas polinémicas, por lo que es de clase C'. Si V es el
volumen encerrado por @, aplicamos el teorema de Gauss

J[Fas -

///V div(F)(z, y, 2)dzdydz



x =rcosusinv, r € (0, R,

= /// (x 4+ y+ 2)drdydz = { y =rsinusinv, u € [0,27),
v z =rcosv, v € [0,n].

R pm 27
= / / / r(cosusinv + sinu sin v + cos v)r? sin vdudvdr
o Jo Jo

R T
= / / 2713 cos v sin vdvdr = 0.
o Jo

Se pide:

(a) (1 Punto) Enunciar el Teorema de los residuos explicando cada uno de los conceptos
que aparecen.

(b) (2 Puntos) Sea vy(t) =1+ re, t € [0,27], donde r > 0. Calcular

z+1
—dz.
/7z4—|—z3 — 222

Solucién. (a) Teoria.
(b) Calculamos las singularidades del integrando resolviendo la ecuacién

AP 22 =2+ 2-2) =0,
cuyas soluciones son 0, de multiplicidad dos, y

_ —1+T+8 -—1%3

z

2 2
esto es —2 y 1, ambas de multiplicidad uno. Si f(z) = %%222, como
.9 Iy z+1 1
2 f(z) = Iy =5 = =5

se tiene que 0 es un polo de orden dos y entonces

Res(f(2),0) = lim li(zzf(z))

z—0 1l dz

= limi 2l
Ca0dz \22 42— 2

I —222-22-1 1
= lim =—=.
=0 (2242 — 2)? 4

Por otro lado 41 1
. . z
ZEIEIQ(Z + 2)f(Z) - ZILI£12 Z2(Z _ 1) _ 127

y asf —2 es un polo de orden uno y

z+1 1
-2)=lim ——— = —.
Res(f(2), —2) P 2(z—1) 12



Finalmente,

) . z+1 2
fm(z = DfG) =m0y = 5
y asf —2 es un polo de orden uno y
z+1 2

Res(f(2),1) =lim ——— = =
Distinguimos ahora los siguientes casos:

e Sir < 1, entonces la unica singularidad dentro de la circunferencia es 1 y

z+1 : 4
/Fymdz = 27TZR,€S(f(Z),O) = 571'7,.

e Si 1l < r < 3, entonces las singularidades dentro de la circunferencia son 1 y 0, obteniéndose

/7Z4+22+i222dz = 2mi(Res(f(2),1) + Res(f(z),0)) = gm'.

e Sir > 3, entonces las tres singularidades estdn dentro de la circunferencia y

/244—Zz+i2z2dz = 2mi(Res(f(2),1) + Res(f(2),0) + Res(f(z), —2)) = mi.



Capitulo 5

15—-9-2006

Enunciado

1. (1 Punto) Explica brevemente qué es una funcién derivable y da algin criterio para saber
cuando una fiuncién es derivable.

2. (1 Punto) Consideremos la ecuacién algebraica
2e' + e 4 27T =0

donde ¢t > 0 es un pardmetro. Resuelve la ecuacién anterior en la incégnita z (t) y expresa
el resultado en forma binémica.

3. (2 Puntos) Consideremos el conjunto
Q={(z,y,2) eR*: 2’ + " +2° <4, —2<2<0}

y sea Q7" la frontera de £ que suponemos orientada con los vectores normales apuntando
hacia el exterior de (2. Consideremos también el campo vectorial

F(z,y,2) = (x2%, yz°, 29).

Utiliza el Teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo F que sale hacia afuera
de €.

4. (2 Puntos) Sea o la curva interseccién del paraboloide de ecuacién
1—2*=2"+y
y el plano z = 0.5. Calcula la integral de linea, en sentido antihorario, del campo vectorial
F(z,y,2) = (yz, 1, 0)
a lo largo de o.

5. (2 Puntos) Utiliza el Teorema de los Residuos para calcular la integral

62Z
e
v (22 4+1)

donde v es la circunferencia v (t) =i+ e |, 0 <t < 2.
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6. (2 Punto) Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

1

(U EE Er)

alrededor del punto z =i e indica el anillo de convergencia.



Examen resuelto

Explica brevemente qué es una funcién derivable y da algin criterio para saber cuando
una fiuncion es derivable.

Solucion. Teoria.

Consideremos la ecuacién algebraica

2e'% + Tt 4 et =)

donde ¢t > 0 es un pardmetro. Resuelve la ecuacién anterior en la incégnita z (t) y expresa
el resultado en forma binémica.

Solucién. Vemos que

2(t) = — . = —e'T(2e'T ez

= —e'cost —i(2+ e 'sint).

Consideremos el conjunto

Q={(z,y,2) eR*: 2’ +y* +2° <4, —2<2z<0}

y sea 00" la frontera de  que suponemos orientada con los vectores normales apuntando
hacia el exterior de €. Consideremos también el campo vectorial

F (2,y,2) = (227, y2®, 29°).

Utiliza el Teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo F que sale hacia
afuera de ().

Solucién. Como

divF(z,y, 2) = 2® + 3 + 22,

tenemos que

// FdS = /// divF(z,y, z)dzdydz = /// (2% +y* + 23 dxdydz
o0+ Q

r =rcosusinv, r E

2m
= y =rsinusinv, u € | 0 27r / / / r2r? sin ududvdr
8

z=rcosv, v E (m/2,T)

12
= // 27“4dvd7“—/ Arrtdr = = 5



Sea o la curva interseccién del paraboloide de ecuacién
1—2*=2"+y
y el plano z = 0.5. Calcula la integral de linea, en sentido antihorario, del campo vectorial

F(z,y,2) = (yz, 1, 0)

a lo largo de o.

Solucién. La curva es la circunferencia de centro (0,0) y radio v/3/2 situada en el pla-
no z = 0.5, por lo que una parametrizacién de la misma con el sentido inidicado es 7y(t) =
(v/3/2cost,\/3/2sint, 1/2) y por lo tanto

/fﬁ :(/%«¢@%thm&ﬂ@ﬂ$MA@ﬂmﬂﬂ»ﬁ
- /2ﬂ(3/8sin2t—|- V/3/2 cos t)dt

3 [?"1—cos2t V3 [ 3
= = — " dt+ - tdt = —.
3 /0 5 + 5 /0 cos 3

Utiliza el Teorema de los Residuos para calcular la integral

€2Z
+v (22 +1)

donde 7 es la circunferencia v (t) =i + e , 0 <t < 2.

Solucién. Calculamos las singularidades del integrando resolviendo la ecuacién

(> +1)* =0,

de donde obtenemos fdcilmente que +i son raices de multiplicidad dos. Nos damos cuenta que la
unica singularidad que estd en el interior de la curva es ¢ y por tanto

822
/Wdz = 2miRes(f(2), 1),

+1)
donde f(z) = ﬁ Como
2z 2z 21
lim(z — i)*———— = lim——— = — &
i (224+1)° =i (z+1)? 4

se tiene que la singularidad es un polo de orden dos y por tanto

Res(f(2),i) — ilimi<(z—i)2(e—2z)

1! 256 dz 2241)



2z 2z -
_ limi(( e ):hm2e (z4+1—1)

z—i dz \ (2 +1)? e (z +1)3
e*(2i — 1) e*(2 +1)
DT
Entonces . gy 1 g
/6—2dz = —m’ﬂ.
4 (2241) 2

Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

L
(z—i)(z+9)

alrededor del punto z =i e indica el anillo de convergencia.

Solucién. Calculamos alrededor de 7 el desarrollo de

I 1 1 1 _12“3 z—i\"
240 2it+z—i 21— 2 —2i

- Z Sl (z—1)" si|z—i| <4.

(2i)m

n=0

Entonces si 0 < |z — 4| < 4, se tiene que

I < (=) I B | = (=1)" -
1) = z—i;((%)”)ﬂ(z_2> :Zz—fr;((%)—n)ﬂ(z_@)







Capitulo 6

10—-2-2007

Enunciado

1. (1 Punto) Enuncia con precisién el Teorema de Green y pon un ejemplo en el que se use
dicho resultado, explicando claramente que en dicho ejemplo se cumplen las condiciones que
permiten la utilizacién del mismo.

2. Sea S = 51 U S, U S3 la superficie descrita matematicamente por medio de las ecuaciones
Sl:{(l.ay?Z)€R3:x2+y2:(2_2)2, 0<Z§1},

S2Z{(:l:,y,z)E]R3zx2+y2+(z—1)2:1, 1<z§2},

Ss = {(z,y,2) e R®: 2® +9* <4, z=0}.
Se pide:
(a) (0.5 Puntos) Dibuja la superficie S.
(b) (2 Puntos) Calcula el flujo del campo vectorial
F (z,y,2) = (z,0,y) (6.1)

a través de la superficie S, orientada con los vectores normales apuntando hacia afuera.
(c) (1 Punto) Calcula la circulacién (integral de linea) del campo F a lo largo de la curva
(orientada positivamente) descrita analiticamente como

c={(z,y,2) eR*: 2 +y* =4, 2=0}.

Dibuja también la curva o.
(d) (0.5 Puntos) ;Podemos concluir del apartado anterior que F es un campo conservati-

vo? jPor qué?

3. (2 Puntos) Sea G = (u,v) : Q C R? — R? un campo vectorial de clase C' y ¢ : [a,b] — R?
una curva de clase C'. Por otra parte, consideremos la funcién de variable compleja g =
u+1iv : Q) C C — C donde u y v son las mismas funciones que aparecen en el campo G.

43



Comprueba que la integral de linea de G a lo largo de ¢ coincide con la parte real de la
integral compleja a lo largo del camino ¢ de la conjugada de g, es decir,

LG-ds:Re (/@g(z)dz>

donde G (z) = g (2) es la conjugada de g.

. (3 Puntos) Siendo r > 0 un nimero positivo y y(t) = 1 + re®, 0 < t < 27, calcular la

integral
z+1
———d
[y 23 =222+ 2 ‘

en funcién del pardmetro r.



Examen resuelto

Enunciar con precisién el Teorema de Green y poner un ejemplo en el que se use dicho
resultado, explicando claramente que en dicho ejemplo se cumplen las condiciones que
permiten la utilizaciéon del mismo.

Solucién. El enunciado puede verse en la teoria. Un ejemplo puede ser el cédlculo de la integral

/mdm + ydy,

v
donde 7 es la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, recorrida en sentido contrario a las agujas

del reloj, siendo v una curva de Jordan de clase C*'. El campo F(x,y) = (x,y) es de clase C*.
Entonces si €2 es el interior de la circunferencia

/mdm+ydy://0dmdy:0.
K )

Sea S = 51U Sy U S; la superficie descrita matemédticamente por medio de las ecuaciones

51:{(x,y,z)€R3:x2+y2:(2—,2)2, 0<z<1},
52:{(x,y,z)ERS:x2+y2+(z—1)2:1, 1<z<2},
Sy ={(z,y,2) ER*: 2* + 1> <4, z=0}
Se pide:
(a) (0.5 Puntos) Dibujar la superficie S.
(b) (2 Puntos) Calcular el flujo del campo vectorial
F(z,y,2) = (2,0,y) (6.2)

a través de la superficie S, orientada con los vectores normales apuntando hacia
afuera.

(c) (1 Punto) Calcular la circulacién (integral de linea) del campo F a lo largo de la
curva (orientada positivamente) descrita analiticamente como

a:{(m,y,z)€R3:x2+y2:4, z=0}.

(d) (0.5 Puntos) ;Podemos concluir del apartado anterior que F es un campo conser-
vativo? jPor qué?

Solucién. (a) La superficie S} es un tronco cénico, Ss es un casquete esférico y Ss es la tapa
inferior del tronco cénico dado por S, teniéndose la figura



(b) Como la superficie encierra un volumen V| y se puede aplicar el teorema de Gauss, se tiene

que
// FdS = /// div(F)(z,y, z)dzdydz = /// dxdydz
s 1% 1%
= /// drdydz + /// dzrdydz,
1% V2
donde V; es el volumen encerrado por el tronco cénico y V5 el encerrado por la semiesfera. Como
1
/// dedydz = —m(4—-1)=m,
i 3
2
/// dedydz = —m,
Vo 3

usando férmulas del célculo de volumen para superficies elementales. Asi

2
//FdSZﬂ"Fgﬂ':gW.
s

(c) La curva es una circunferencia centrada en (0,0) y de radio 2 situada en el plano z = 0,
por lo que ésta puede parametrizarse por o(t) = (2cost,2sint,0), t € [0,27]. Entonces

2m
/th = / ((cost,0,sint), (—2sint,2cost,0)) dt
o 0
2w
= / —2costsintdt = 0.
0

(d) Que sea la anterior integral nula no implica que dicho campo sea conservativo. Para
comprobar esto basta calcular

rot(F)(z,y,2) = = (1,0,0)

8 Qo=
o8l
< Plo

para comprobar que no es conservativo.

Sea G = (u,v) : 2 C R*> — R? un campo vectorial de clase C' y ¢ : [a,b] — R?
una curva de clase C'. Por otra parte, consideremos la funcién de variable compleja
g=u-+iv:{) CC— Cdonde uy v son las mismas funciones que aparecen en el campo
G. Comprueba que la integral de linea de G a lo largo de ¢ coincide con la parte real de
la integral compleja a lo largo del camino ¢ de la conjugada de g, es decir,

LGdt:Re<[0§(z)dz)

donde g (z) = g (2) es la conjugada de g.




Solucién. Calculamos
[ = [ oo o
= [ wlenz @ +otena
siendo o(t) = (2(£), y(t)). Por otra parte
[300a: = [ steosioa
[ o))+ 000 0) + i) ) — w0 ),

por lo que

Re / 9(2) dz = / (u(io(£))a'(t) + v(()y/ (1)) dt = / G,

Siendo r > 0 un mimero positivo y v(t) = 1 + re', 0 <t < 2m, calcular la integral

/ z+1 d
—dz
7z3—222—|—z

en funcién del parametro r.

Solucién. Calculamos las singularidades resolviendo la ecuacién

2 =24z =2(2-22+1) =0,

por lo que 0 es solucién y

Z 1

Y

244214
e e

que es otra solucién doble. Como

z+1 . z+1
———— =lim— =
2z—0 Z3—222—|—Z z—022 — 224+ 1

Y

el 0 es polo de orden uno mientras que

. 2 2t oz +1
EE%(Z 1 z3—222+z_£13} z

z+1

g s el calculamos los residuos

nos dice que 1 es polo de orden dos. Si f(z) =

Res(f(2),0) = lims——— _

=0 23 —222 42



Res(f(2),1) = o lim %((z_”QL)

Distinguimos ahora los siguientes casos:

e Sir <1 la tnica singularidad dentro de la circunferencia es es 1, por lo que

1
/%d = 2miRes(f(2). 1) = —2i.

e Sir > 1, son dos las singularidades dentro del circulo y entonces

/lez = 2mi(Res(f(2),1) + Res(f(2),0)) = 0.

23 — 222 4 2



Capitulo 7
9-07-07

Enunciado

1. (2.5 Puntos) Calcular el volumen del recinto del espacio limitado por las superficies 4% +
v =4, y+z2=4,2=0.
2. Sea S la superficie dada por el tridngulo de vértices (0,0,1), (0,1,0), y (1,0,0). Dado el

campo F(z,y, z) = (z,zy, xz), se pide:

(a) (1 Punto) Enunciar el Teorema de Stokes explicando los conceptos que aparecen en
el enunciado. (Teorfa)

(b) (1.5 Puntos) Comprobar dicho teorema aplicdndolo al cdlculo de la integral de linea

/Fdl,
.

siendo v la curva frontera de S que une (0,0,1) con (0,1,0), éste con (1,0,0) y és-
te tltimo con (0,0,1). Es decir, calcular la integral directamente primero y después
utilizando el teorema de Stokes.

3. (1 Punto) Resuelve la siguiente ecuacién algebraica y expresa el resultado en forma polar
y binémica. Representa graficamente la solucion.

1+ 2i+2e 5% = 227 5%,
4. (1.5 Puntos) Dar la definicién de serie de potencias explicando los conceptos que aparecen

en el enunciado, y explicar como obtener su radio de convergencia. Desarrollar en serie de
potencias centrada en 0 la siguiente funcién

indicando su conjunto de convergencia.

sin z
/7 z(z — 3)3dz

5. (2.5 Puntos) Calcular

siendo ~y(t) = 4e®, t € [0, 27].
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Examen resuelto

Calcular el volumen del recinto del espacio limitado por las superficies 422 + y? = 4,
y+z=4,2z=0.

Solucién. Si despejamos z en la ecuacién y + z = 4 obtenemos que z = 4 — y > 0 para todo
(z,y) € Q = {(z,y) € R? : 42> + y? < 4}. Entonces el volumen pedido V es

- //(4 ~ y)dady.

Esta integral puede calcularse de dos maneras. Como {2 es el interior de una elipse, con el cambio
de coordenadas

x =rcosb,
Yy = 2rsinf,

obtenemos que el recinto de integracién se escribe en estas coordenadas como (0,1] x [0,27) y
como el determinante de la matriz jacobiana del cambio es 2r, obtenemos que

1 2T
V= / (/ (4 — 2rsin 9)2rd¢9> dr = 8.
o \Jo

Otra manera es escribirla como

1 2v/1-22 1
V:/ (/ (4—y)dy>dx:16/ V1 — z%dx = 8.
_ -1

1 —2V/1—x2

Sea S la superficie dada por el tridngulo de vértices (0,0,1), (0,1,0), y (1,0,0). Dado el
campo F(z,y, z) = (z,zy, xz), se pide:

(a) Enunciar el Teorema de Stokes explicando los conceptos que aparecen en el enun-
ciado. (Teoria)

(b) Comprobar dicho teorema aplicdndolo al célculo de la integral de linea

/ Fdl,
.

siendo v la curva frontera de S que une (0,0, 1) con (0, 1,0), éste con (1,0,0) y éste
dltimo con (0,0, 1). Es decir, calcular la integral directamente primero y después
utilizando el teorema de Stokes.

Solucién. Calculamos primero la integral directamente. Para ello parametrizamos la curva
v = v, U7y U7ys, donde 7y, (t) = (1—1¢)(0,0,1)+¢(0,1,0) = (0,t,1—1t), ¢t € [0, 1] es el segmento que
une (0,0,1) con (0,1,0), v5(¢) = (1 —¢)(0,1,0) +¢(1,0,0) = (¢,1 — ¢,0), t € [0, 1] es el segmento



que une (0,1,0) con
1

(1,0,0) y 73(t) = (1 —¢)(1,0,0) +¢(0,0,1) = (1 —¢,0,t)
segmento que une (1,0,0) 0,0,1

con (0,0, 1). Entonces

1 1
/ <(0,0,0),(0,1,—1)>dt:/ 0dt = 0.
0 0

1 1
/Fdl:/ <(t,t—tz,O),(l,—1,0)>dt:/ t2dt = =
V2 0 0

Como

3
/Fdl:Z/ Fdl = 0.
i i=1 i

1 1

1

/Fdl / <(1—t,0,t—t2),(—1,0,1)>dt=/(—1+2t—t2)dt:_§_
71 0 0

€ [0,1] es el

Calculémoslo ahora usando la integral de superficie. Los tres puntos estdn en el plano z+y+2z =

1 y el tridngulo en cuestion es la superifice

T =u,
d={ y=u, (u,v) € Q={(u,v):u>0,v>0, ut+v <1}
z=1—u—wv,
Calculamos
i j k
T,xT,=|1 0 —1|=(1,1,1)
01 —1
y
i j k
Rot(F) = | 7 75 2 | = (0,—29)
x  xy xZ
Entonces

/Fdl = //Rot )dS = // 0, u+v—1,v),(1,1,1) > dudv
//u—f—Qv—ldudv—/ (/01 (u+2v—1)dv)du—0.

Resuelve la siguiente ecuacién algebraica y expresa el resultado en forma polar y binémica

Representa gréficamente la solucién.

1+ 2 + 2 3% = 2230,

Solucién. Despejamos

s 1
22 =3 (1420 +2e 3% = <§+i§> (1+2z‘)+2:g—\/§+i<1+§> = w.



Como
w| = 2.01787

y un argumento es
p = 1.18038,

tenemos que

1 —_
T V201787 Lasossi2e = 1.420525 15099 = —1.18022 — i0.79055.

5 , V3 V2.01787 118038 = 1.42052¢ 59019 = 1.18022 + 70.79055,
zZ = 5" \/§ +1 = 2

Gréficamente los dos nimeros estdn contenidos en los extremos de un segmento que pasa por el
origen de coordenadas.

Dar la definicién de serie de potencias explicando los conceptos que aparecen en el enun-
ciado, y explicar cémo obtener su radio de convergencia. Desarrollar en serie de potencias
centrada en 0 la siguiente funcion

indicando su conjunto de convergencia.

Solucién. Calculamos sélo la serie de potencias (el resto estd en la teoria). Para ello descom-
ponemos en fracciones simples

z A B

(z—1i)(z+3) z—z’+z—|—3

Y

de donde obtenemos el sistema

1=A+ B,
0=3A—-1B,
y obtenemos A = ng y B = H% Calculamos aparte
1 11 Ie=/2\» 1l 27
_ —— = —— —_ = — —_— ] BOl
-0 i1-% g (z) 72~ sz € BO)
% n=0 n=0
1 11 1°°< z)" lem 2"
— - —~ == —Z) == —~si z € B(0,3).
z+3 31—(—5) 3=\ 3 3;(—3)
Entonces
z i Ie= 2" 3 1. 2" = 1
— - _Z - = —-3)" — (—1)") 2" si z € B(0,1).
—)(+3) i+3i2 z’”+i+33;(—3)" ;Hs(( ) () s 2 € BOL)
Calcular

siendo (t) = 4e™, t € [0, 27].




Solucién. Sea f(z) = Z(Szifg)3. Sus singularidades son aquellos niimeros que anulan el denomi-

nador, esto es 0 y 3. Como ambos estédn en el interior de v tenemos por el teorema de los residuos
que

A%dz = 2mi[Res(f,0) + Res(f, 3)].

Calculamos ambos residuos. Por un lado, como

! sin 2 -1
m——— = —
=0 z(z —3)3 27’

tenemos que 0 es una singularidad evitable y por lo tanto Res(f,0) = 0. Por otro lado, como

) g3 Sinz . sing  sin3
,lzIHSlS(Z 3) z(z—3)3_£llg> z 3

tenemos que 3 es un polo de orden 3 y por lo tanto

Res(f,3) = L limd—2 (

= — 1im

2! 253 dz? 2 z2—3 23 54

sinz) 11, 2zcosz+ (2 —2)sinz _ 6cos3 + 7sin3
. :

Asi

s ogp T 27

/ sin 2 Z,6(:os?>—|—7sin3
A |






Capitulo 8
6—9-2007

Enunciado

1. (2.5 Puntos) Enunciar las férmulas integrales de Cauchy y explicar los conceptos que
aparecen en el enunciado. Como aplicacién, calcular sin hacer uso del teorema de los

residuos la integral
IR
——dz
5 (Z - Z)2 ,

2. Sea S la superficie formada por la semiesfera 22 + y> + (2 — 1)2 = 1, 2 < 1, el tronco
cilindrico 22 + > = 1, 1 < 2 < 4 y el circulo 2° +¢y*> < 1, 2 = 4. Dado el campo
F(z,y,2) = (z(z —y+1),y(r —2+1),2(y — z + 1)), se pide:

donde ~y(t) = 2¢*, t € [0, 27].

(a) (1 Punto) Enunciar el Teorema de Gauss explicando los conceptos que aparecen en el
enunciado.

(b) (1.5 Puntos) Comprobar que dicho teorema se puede aplicar al cdlculo de la integral

de superficie
/ / Fds,
S

y calcular dicha integral mediante la aplicacion del teorema.

3. (2.5 Puntos) Calcular

/yzdm + (zz 4+ y)dy + (zy + 1)dz
v

siendo 7 una curva de clase C! que une el punto (0,0, 0) con el punto (1,1,1).

4. (2.5 Puntos) Calcular la integral

S
— = dz
S 1 +222 4 24 ’

en los siguientes casos:

(a) ~(t) =2¢%, t €0, 2n],
(b) y(t) = €™, t € [0,2n).
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Examen resuelto

Enunciar las férmulas integrales de Cauchy y explicar los conceptos que aparecen en el
enunciado. Como aplicacién, calcular sin hacer uso del teorema de los residuos la

integral
| &=
—=dz
v (Z - i>2 ,

donde v(t) = 2¢%, t € [0, 27].

Solucién. Las férmulas de Cauchy pueden verse en la teorfa. Respecto al cdlculo de la integral,
tenemos que ¢ estd dentro de la circunferencia que describe la curva y por las férmulas integrales

de Cauchy
e* 2mi
T dr =
/W(z—z')2 2= )
donde f(z) = €?, y por tanto f'(i) = ¢' = cos1 +isin1. Asi

/((3—,)2612 = —27wsinl + 127 cos 1.
4 (2=

Sea S la superficie formada por la semiesfera 22 +y? + (z — 1)2 = 1, z < 1, el tronco
cilindrico 22 + 4> = 1, 1 < 2z < 4 y el circulo 2?2 + y?> < 1, z = 4. Dado el campo
F(z,y,z) = (z(z —y+1),y(r — 2+ 1),2(y — x + 1)), se pide:

(a) (1 Punto) Enunciar el Teorema de Gauss explicando los conceptos que aparecen
en el enunciado.

(b) (1.5 Puntos) Comprobar que dicho teorema se puede aplicar al célculo de la inte-
gral de superficie
|| ¥as
S

y calcular dicha integral mediante la aplicacién del teorema.

Solucién. (a) Teorfa.
(b) La superficie es unién de graficas de funciones reales de clase C! definidas sobre conjuntos
del plano. Més precisamente, se comprueba facilmente que S = 57 U Sy U S35 U Sy, donde

T =u,

_ ) y=uv

1= z=1—-v1—-u?—12?
)

(u,v) € {(u,v) € R? : u? +v? < 1},

T =u,
g 2 =+v1—u?,
=
z =,

(u,v) € [-1,1] x [1,4],



T =u,

- _ /1_u27
Ss = L
(U,’U) € [_171] X [174]7
T =u,
z=w,
51 = 2z =4,

(u,v) € {(u,v) € R? : u? +v? < 1}.

Ademas S encierra un volumen V. Por otra parte, el campo tiene sus funciones coordenadas
)
polinémicas que son de clase C**°.Entonces podemos aplicar el Teorema de Gauss

/ /SFdS -/ /V div(F)(z,y, =)dzdydz
= / / /V 3dxdydz
_ 3///‘/1dxdydz+3///‘/2dxdydz,

Vi={(z,y,2) eER*:2® + >+ (2 —1)> <1, 2 <1},

donde

Vo={(2,y,2) eR®:2” +4° <1, 1 < 2 <4},

/// drdydz = 27?,
3
\ %1
/// drdydz = 3,
Va

aplicando las férmulas del volumen de la semiesfera V; y el cilindro V5. Entonces

//FdS:27r+97T:117r.
S

Calculando aparte

Calcular

/yzdm + (zz + y)dy + (zy + 1)dz
ol

siendo «y una curva de clase C' que une el punto (0,0, 0) con el punto (1,1,1).

Solucién. Calculamos el rotacional del campo

J
ROt(F)(l’,y,Z) - % 82 Oz = (07070)7

Y
yz zrz+y zy+1



por lo que el campo es conservativo. Entonces existe una funcién potencial f(z,y, z) de modo que

g(x z) = yz

81’ 7y7 - y I

of B
a_y(‘ray>z) - xz+y,
of

a(x,y,z) = zy+ 1.

Utilizamos la primera condicién para conseguir

flz,y,2) = /yzdx = zyz + g(y, 2),

derivamos esta expresion respecto de y y sustituimos en la segunda condicion

0
xz + 6—§(y,z) =xz+y,
por lo que
Y2
9(y,2) = /ydy =5+ h(2),
y ast

2

Derivando respecto de z esta 1iltima expresién y sustituyendo en la tercera expresion

2
flz,y,2) = /yzdx =xyz + L + h(z2).
zy+h(2) =zy + 1,

h(z) = /dz: z,

2
flz,y,2) = /yzdm:xyz—i—% + z.

de donde

y asf una funcién potencial es

Entonces 5
/yzdx + (zz +y)dy + (zy + 1)dz = f(1,1,1) — £(0,0,0) = 3

Y

Calcular la integral

A
—  dz
S 1 +222 4 24 ’

en los siguientes casos:

(a) y(t) = 2¢", t € [0, 2],

(b) y(t) = 3€¢™, t € [0,2n].




Solucién. Calculamos las singularidades de la funcién mediante la ecuacién 1 + 222 4 2* = 0,

de donde
2 _ —2++v4—-4 _ 4
2 )
y por tanto las soluciones son +i, ambas de multiplicidad dos. Calculamos a continuacién las
integrales.

(a) En este caso ambas singularidades estdn dentro de la circunferencia y asf

z

/ R 2mi[Res(f(2),4) + Res(f(z), —1)],

142224 24
donde f(z) = m. Ambos son polos de orden dos ya que
lim(z — )% f(2) = gg%(zj—w -2
zll{l_lz(z + Z)Qf(Z) - zli{r—lz (Z — 2)2 - i
Calculamos aparte
. 1. d N2
Res(f(2),i) = 7lm - ((z—i?/(2)
= dm L (2
 —idz (z+1)2
11—z
= l. _— =
sy P A
y
. 1. d 2
Res(7(z),~) = = lim T ((z +1)°/(2))
= lim i :
C 2snidz \ (2 —1)2
—1— 2
= i 0
by PR
y asi

z
— dz=0.
[Y1+2z2+z4 &

(b) En este caso las singularidades estén en el exterior de la circunferencia y por tanto la
funcién f(z) es derivable en el interior de la curva. Aplicamos el teorema de Cauchy para obtener

z
——dz=0.
/71—1—222—1-24 &






Capitulo 9

15—2-2008

Enunciado

1. (1 Punto) Enuncia con precisién el Teorema de Gauss y pon un ejemplo en el que se use
dicho resultado, explicando claramente que en dicho ejemplo se cumplen las condiciones que
permiten la utilizacién del mismo.

2. (2 Puntos) Determinar el valor de a para que el campo F(z,y) = (ax + vy, az? + y) sea
conservativo y determinar en este caso la integral

/ Fdt

siendo o una curva que une los puntos (1, 1) con (2, 2).

3. (2.5 Puntos) Justificar la igualdad

/mydm + 2yzdy + 3rzdz = — //(Qy, 3z,x)dS

siendo
Q={(z,y,2) ER¥: z =2 +9* < 4}

y o :[0,27] — R? dada por o(t) = (2cost,2sint,4). Parametrizar 2 de forma compatible
con la orientaciéon de o y obtener el valor de dichas integrales calculando la integral de
superficie.

4. (2 Puntos) Calcular la serie de Laurent centrada en 0 de la funcién f(z) = m indicando
su anillo de convergencia.

5. (2.5 Puntos) Siendo r > 0 un mimero positivo y v(t) = 1 + re, 0 < ¢t < 27, calcular la

integral
zZ+1
/ —— 4z
N 252

en funcién del pardmetro r.
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Examen resuelto

Enuncia con precisién el Teorema de Gauss y pon un ejemplo en el que se use dicho
resultado, explicando claramente que en dicho ejemplo se cumplen las condiciones que
permiten la utilizacién del mismo.

Solucién. Teoria.

Determinar el valor de a para que el campo F(z,y) = (azx + xy, ax? + y) sea conservativo
y determinar en este caso la integral

Fdt

g

siendo ¢ una curva que une los puntos (1,1) con (2,2).

Solucién. Calculamos el rotacional del campo
i j k
rot(F)(z,y,2) = a% a% % =(0,0,2az — x) = (0,0,0),
ar+zy ar’+y 0

de donde a = 1/2. Asf el campo F(z,y) = (z/2 + zy,2%/2 + y) es conservativo. Buscamos su
funcién potencial f(z,y) de manera que

g = = +x
or 2 4
of x?
— = — 4.
oy g Y
De la primera condicién
of x 2 2P
g —_— —= —_ = — —_— k
flz,y) 507 /<2+xy) dr = —+ =y +k(y),
y derivando esta expresién respecto de y y sustituyendo en la segunda condicién obtenmos
x? of x°
_— = — = — ]{j/

y simplificando
2
Y
k(y) = /ydy =5

por lo que una funcién potencial es

‘,1/,2 2 y2

f(z,y) =T t3vts
Entonces = o
/th:f(2,2) —fan=7-3=2



Justificar la igualdad

/mydm + 2yzdy + 3rzdz = — //(Qy, 3z,x)dS
7 0

siendo
Q={(z,y,2) ER3:z=22+42 < 4}

y o :[0,27] — R? dada por o(t) = (2cost,2sint, 4). Parametrizar  de forma compatible
con la orientaciéon de o y obtener el valor de dichas integrales calculando la integral de
superficie.

Solucién. Si F(z,y,z) = (zy,2yz, 3xz), entonces su rotacional es

i k
rot(F)(z,y,2) = a% a% % = (—2y,—3z,—x).
ry 2yz 3xz

Como o es la curva frontera de Q, que es la superficie gréfica de la funcién f(z,y) = 2* + y2. La
igualdad es pues virtud del Teorema de Stokes.
Parametrizamos 2 como

T = u,
=
a_)v=v
2 =u? + v,

(u,v) € A = {(u,v) : u® +0v? < 4}.

Entonces
ij k
T, xT,=]1 0 2u|=(—2u,—2v,1),
0 1 2v

y dado que la coordenada z de T, x T, es positivo, dicho vector apunta hacia arriba. Dicha
parametrizacién es compatible con la de la curva, teniendo en cuenta que el eje = sale perpendi-
cularmente del plano del papel. Entonces

// (2y,3z,x)dS = // < (2v,3(u* + v?),u), (—2u, —2v,1) > dudv
Q A
= // (—4vu — 6u*v — 6v° + u)dudv
A

2 2
= / / (—4r cosBsin O — 67 cos® §sin @ — 6sin® 6 + r cos §)rdfdr = 0.
o Jo

Calcular la serie de Laurent centrada en 0 de la funcién f(z) = ———= indicando su anillo

. 2(2+1)2
de convergencia.

L d (;11), calculamos

Solucién. Teniendo en cuenta que T T i

[e o] o0

1 1 n S
Z+1:1_(_2):Z(_2) —Z(—l) 2" stz < 1.




Entonces

= () = Sy e = Y ) )

Finalmente

1 1 1 >

f&) = o= = §Z<—1>n<n+ 1)"

2(z+1)2 z(z+1)? e

= > (-D)'n+1)z ——+Z "(n+1)z

n=0

—_

N

= 4+ ()" (n+2)2" si0<|z] <1
n=0

Siendo r > 0 un nimero positivo y y(t) = 1 +re, 0 <t < 2m, calcular la integral

/ j+l2dz
N % +z

en funcién del parametro r.

Solucién. Si f(z) = £, calculamos sus polos con la ecuacién
254227

A =22 +1) =0,

de donde éstos son 0, de multiplicidad dos y +¢, ambos de multiplicidad uno. Calculamos

z—0 z—0 22 4+ 1 -

por lo que 0 es un polo de orden dos cuyo residuo es

Res(f(2),0) = 3l (2/(2)) = lny = (Z—H>

1! =0 dz 0dz \ 22 4+ 1

o1 =22 =2z
= lim———+— =1.
=0 (2241)2

Con 7 calculamos ,
Z+1

li —1 =lim———=-1
lim(z —4) f(2) = lim 2z +10) )
por lo que es un polo de orden uno cuyo residuo es precisamente Res(f(z),i) = —1. Finalmente,
zZ+1 1 1
li = li — lim —— - _°
zgr—lzf(z) ZLH_IZ 22(z —1i)(z +1) zi»H—lz 22(z —1) 2’

por lo que —i es una singularidad evitable y asi su residuo es Res(f(z), —i) = 0.
Distinguimos ahora los siguientes casos:



e Sir < 1, no hay singularidades en el interior de la circunferencia por lo que
zZ+1
L2tz

e Sil<r < /2, la tnica singularidad en el interior de la curva es 0, por lo que

/7 ;TJF;dz — 27iRes(f(2),0) = 2ri.

e Sir > /2, entonces todas las singularidades estdn en el interior de la circunferencia y as

/%dz = 2mi[Res(f(z),0) + Res(f(z),4) + Res(f(z), —i)] = 0.



