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ADVERTENCIA.

e Estos apuntes no han sido corregidos. Cualquier errata o error que se detecte, por favor,
escribid a mi direccién jose.canovas@upct.es, para que en un futuro se pueda subsanar.

e No son los apuntes de la asignatura. Son una guia que no tiene porqué corresponderse al cien
por cien con lo explicado en clase.

e Se ha utilizado el simbolo = para denotar un paso en alguna demostracién que, siendo cierto, no
estd bien justificado. Normalmente cuando se trata de permuta de limites, como una integral
con un sumatorio. Para un estudio de las pruebas rigurosas al cien por cien nos remitimos a la
bibliografia al final de estas notas.
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Capitulo 1

El cuerpo de los niimeros complejos

Sumario. Suma y producto de mimeros complejos. Potenciacién y radicaciéon de
nimeros complejos. Mdédulo y argumento. Topologia del plano complejo. La esfera
de Riemann.

1.1 Introduccién a los nimeros complejos

Supongamos que queremos resolver la ecuacién

Nos encontramos entonces que
y no existe ningtin nimero real que verifique tal condicién. Introducimos entonces un nuevo nimero
1 de manera que verifique la ecuacion, esto es,

i* = —1.
Este niimero, del que todavia no hemos apuntado sentido alguno, debe tener las siguientes peculia-
ridades. * =1, =4, 42 = 1,3 =i-i = —i, i* =i? -2 = (=1)(—1) = 1 y a partir de esta todas
las potencias se repiten, teniéndose que

"=i* k=0,1,23,

donde k es el resto de la divisién de n por 4, es decirn =4-1+ k, [ € N.
Se define entonces un niinero complejo como una expresién de la forma

z=a+1b, a,b e R.

Dicha manera de escribir un nimero complejo se dice binémica.
De esta manera, si operamos formalmente tenemos que la soluciones de la ecuacién

2 —2x+4+2=0
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son
C24y/—1 2444
22

con lo que puede resolverse cualquier ecuacién algebraica de grado dos.

Dado un nimero complejo z = a + b, se define su parte real Rez = a y su parte imaginaria
Imz = b. Si la parte imaginaria es nula el nimero es real, mientras que si la parte real es nula, el
nimero complejo se dice imaginario puro. Entonces podemos identificar los niimeros complejos como
pares ordenados de R? donde la parte real sea el eje x y la parte imaginaria sea el eje y. Entonces
podemos identificar los nimeros complejos como vectores del plano

x =141,

]

X
.
-

El conjunto de todos los niimeros complejos lo denotaremos por C y es evidente que R C C.

1.2 Operaciones con nimeros complejos: el cuerpo comple-
jo

Vamos a dotar al conjunto de los niimeros complejos de unas operaciones suma y producto de tal

manera que el conjunto C con estas operaciones tenga estructura de cuerpo conmutativo.

Para definir la suma tomamos como idea la idenficacién hecha anteriormente de C con el plano
real. Dados entonces los nimeros complejos z = a + ib y w = ¢ + id definimos su suma

z+w=(a+c)+i(b+d),

es decir, atendiendo a la definicién de suma de vectores en el plano real. Las propiedades de la suma
son las siguientes.

(S1) La suma es conmutativa, es decir, dados z, 2’ € C se verifica que z + 2/ = 2/ + z.

(S2) La suma es asociativa, es decir, dados z, 2’, 2" € C se cumple que (z + 2') + 2" = z + (2 + 2”).

2
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(S3) Existe elemento neutro que se corresponde con el 0. Asi para todo z € C se cumple que
z+0=z.

(S4) Dado z = a + bi, existe su elemento simétrico —a + i(—b), que también escribiremos —a — bi.

Con estas cuatro operaciones se dice que (C,+) es un grupo abeliano o conmutativo. Es impor-
tante darnos cuenta que cuando los niimeros complejos no tienen parte imaginaria, entonces la suma
de miimeros complejos es la suma de nmimeros reales que ya conocemos.

Esta tltima idea la tendremos también en cuenta a la hora de definir el producto de nimeros
complejos. Para fijar ideas, sean los nimeros complejos 2 = a + ib y w = ¢ + id y definamos su
producto como

z-w=(a+1ib)- (c+id) = ac — bd + i(ad + bc).

Como vemos, si tanto b como d son nulos, recuperamos el producto usual de los reales. El producto
verifica las siguientes propiedades.

(P1) El producto es conmutativo, es decir dados z, 2’ € C se verifica que z - 2/ = 2’ - z.
(P2) El producto es asociativo, es decir, dados z, 2/, 2" € C se cumple que (z-2') - 2" = z- (2/ - 2").

(P3) Existe el elemento neutro 1 que se corresponde con el neutro de los reales. Es decir 1-z = z para
todo z € C.

(P4) Todo ndmero complejo z no nulo verifica que tiene inverso. Si z = a + bi su inverso serd
a

= —i .
a2+ a0

(P5) Propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Si z, 2/, 2" € C se verifica que z- (2' +
M=z 4z 2"

Con estas propiedades (S1)—(S4) y (P1)—(P5) se verifica que (C,+,-) tiene estructura de cuerpo
conmutativo.

1.3 El conjugado de un niimero complejo

Dado z = a + ib, se define su complejo conjugado Z = a — ib. El conjugado tiene las siguientes
propiedades.

Cl) Z = z para todo z € C.

C2

w
+
S

=7Z + w para todo z,w € C.

Q

S
@

=7 -w para todo z,w € C.

C4) z-Z € R para todo z € C.

N

iz € R, entonces z = Z.

(C1)
(C2)
(C3)
(C4)
(C5) S



EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

La demostraciéon de estas propiedades es sencilla. Por ejemplo para probar (C1) basta darse
cuenta de que al cambiar dos veces de signo el niimero complejo queda como estaba. Para probar
(C2), tomemos z = a +ib y w = ¢+ id. Entonces

z+w = (a+c+i(b+d)=a+c—i(b+d)
= (a—1ib) + (c —id) =z +w.

Para probar (C3), démonos cuenta de que

zZ-w = (ac — bd + i(ad + bc)) = ac — bd — i(ad + bc)

y por otro lado
Z-w=(a—0bi) (c—di) =ac—bd—i(ad + bc),

con lo que la propiedad (C3) se verifica. Para probar (C4) hay que darse cuenta de que
z-z=a"+b R
Por tltimo, la propiedad (C5) es inmediata.

El uso del conjugado es muy 1itil en algunas ocasiones. Por ejemplo, si z € C\ {0}, tenemos que
su elemento inverso puede escribirse como

1.4 Moébdulo y argumento de un nimero complejo

Ya vismo que los niimero complejos los podemos identificar con el plano R%2. En virtud de esta
identificacién, a todo niimero complejo z # 0 podemos asociarle y médulo y un argumento o éngulo
que forma el vector determinado por el nimero complejo con el eje x.

v

F

o

~X

Empecemos por el médulo. Dado z = a + ib € C, se define su médulo como
|z| == +Vz-Z = +Va® + b2

La propiedades del médulo son las siguientes:
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(M1) Para todo z € C se verifica que |z| > 0 y ademds |z| = 0 si y sélo si z = 0.

(M2) Para todo z € C se verifica que —|z] <Rez < |z| y —|2| <Imz < |2].

(M3) |z-w| =|z| - |w|, para todo z,w € C.

(M4) Si z # 0 entonces |27 = 1/]z|.

(M5) Si z # 0, entonces para todo w € C, |w/z| = |w|/|z|.

(M6) Desigualdad de Cauchy—Schwarz. Para todo par de nimeros complejos z, w se verifica que

[Re(z - w)| < [2] - [w] e [Im(z - w)] < |z] - w],
(M7) Desigualdad triangular. Dados z,w € C se verifica que |z +w| < |z] + |w|.

La primera propiedad es inmediata debido a la propia definicion de médulo. Por otra parte
a’ + b* = 0si y solamente si a = b = Ocon lo que la primera propiedad (M1) se verifica. Para
comprobar la propiedad (M2) notemos que —v/a? 4+ b < max{a,b} < ++v/a? + b?. Probemos ahora
(M3) para lo cual hacemos el célculo

z-w|l=+Vz - w-ZTw=+V2z-Z-Vw - W = |2 - |w].

Probemos ahora (M4) teniendo en cuenta que z - 2~ = 1 y utilizando (M3) tenemos que

227 =] - |27 =1,

de donde se deduce que
|27 = [z = 1/]2].

La propiedad (M5) se deduce autométicamente de las propiedades (M3) y (M4). Para probar (M6)
sabemos que por (M2) y (M3)
| Re(z - w)| <[z w| = |z] - Jw]

[ Tm(z - w)| < |z w| = [2] - w].

Finalmente, para demostrar la propiedad triangular, calculamos

z+w? = (4w Ztw) =(z+w) (Z+W)
= 2. Z+tw- Wtz 0+z-w= 2P+ w2z w+z W0
= 2]+ |w]? + 2Re(z - @) < |2)* + |w|* +2|2| - |w|
= (2] +[w])?,
de donde tomando cuadrados obtenemos la desigualdad pedida.

Pasemos a continuacién a introducir el argumento de un nimero complejo. Para ello sea z €
C\ {0}. Un nidmero real 6 se dice un argumento de z si se verifica que

Rez = |z|cos®,

Imz = |z|siné.
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Démonos cuenta que si 6 es un argumento de z, cualquier multiplo de 27 de 6 también es un
argumento, por lo que el conjunto de los argumentos sera

arg(z) = {0:Rez=|z|cosf, Imz = |z|sinb}
{0+2nk : keZ}

donde 6 es el dnico argumento comprendido entre [0, 27).

Un nimero complejo z # 0 se dice que estd en forma polar si z = |z|g, 6 € arg(z). Se dice que
estd en forma trigonométrica si se escribe como z = |z|(cos@ + isinf), § € arg(z). Ambas formas
tratan de escribir el nimero complejo dependiendo de su médulo y su argumento, al igual que las
coordenadas polares en R%. Pero ademds en el caso de los mimeros complejos, las formas polar y
trigonométrica son ttiles para trabajar con el producto, potencias y raices de niimeros complejos.

Por ejemplo sean z,w € C \ {0} y multipliquémoslos en forma trigonométrica. Entonces, si
0 € arg(z) y ¢ € arg(w) tenemos que

z-w = |z|(cosf+isind) - |w|(cos e+ isingp)
= |z| - |w|(cos @ cos ¢ — sin O sin ¢ + i(cos O sin ¢ + cos @ sin §)
= |z| - |w|(cos(8 + ¢) + isin(0 + ¢))

con lo que en foema polar, hacer una multiplicaciéon de mimeros complejos es basicamente multiplicar
los médulos y sumar los argumentos, esto es

2w = (2] [wl)sp

Igualmente sin € N
2" = (|2[")neo

- (2)
w |w| 6‘—4,0‘

También son ttiles las coordenadas polares para obtener las raices n—ésimas de un niimero complejo.
Si z # 0, entonces w = ¥z si y s6lo si z = w". Entonces

ysiw #0

w" = ([w[*)ng = |2]o,

de donde
jw|™ = [2|
o equivalentemente
jw| = /2]
y
Y= —0 —|—n27rk:7 ke Z.

Ahora bien, si k ¢ {0,1,...,n — 1} tenemos que k =n -1+ p, p € {0,1,...,n — 1} con lo que

0+2rk  0+2m(nl+p) 0+ 2mp
no n n

+ 27l
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con lo que todos los argumentos de las raices estdn son

_9+27rk
N n

% ,k=0,1,...n—1

y por tanto las raices son

Uz = ( |zy)6+m, k=01,...n—1.

1.5 Topologia del plano complejo

La topologia del plano complejo es similar a la que el alumno conoce de R%. Basta darse cuenta para
ello que si z = a +ib € C, entonces su médulo |z| = +v/z - Z = +v/a? + b? coincide con el médulo o
norma del vector del plano correspondiente.

Asi, dado zp € C y r > 0, se define la bola abierta de centro z; y radio r al conjunto

B(zg,r) ={2€C:|z—2%| <r}

y se define la bola cerrada como

B(zg,7) ={2€ C: |z — 2| <r}.

Un conjunto A C C se dird abierto si para cada zy € A existe r > 0 de manera que B(z,7) C A.
Un conjunto A C C se dice cerrado si su complementario C\ A es abierto. Por supuesto que la bola
abierta (respectivamente cerrada) es un conjunto abierto (respectivamente cerrado). Por ejemplo el
conjunto

{z€C:Rez >0}

es un conjunto abierto mientras que el conjunto
{zeC:Rez>0}
es cerrado. Por supuesto existen conjuntos que no son abiertos ni cerrados, como por ejemplo

{z€C:Rez>0,Imz > 0}.

Dado un conjunto A se define el interior de A, Int(A), como el mayor abierto contenido en A.
Se define su clausura, Cl(A), como el menor cerrado que contiene a A. Se define la frontera de A,
Fr(A) = CI(A) \ Int(A). El conjunto A es acotado si existe M > 0 tal que |z| < M para todo z € A.
A se dird compacto si es cerrado y acotado.

Por 1iltimo, un punto zj es punto de acumulacién de A si para todo € > 0 se verifica que B(zg,£)NA
contiene infinitos puntos. Los puntos de acumulacién son importantes porque son aquellos con los
que calcularemos los limites y las nociones asociadas de derivada. Es facil darse cuenta que si A es
un conjunto abierto, entonces todos sus puntos son de acumulacion.
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1.5.1 La esfera de Riemann

Igual que en la recta real tenemos dos simbolos +o0o para indicar nimeros reales arbitrariamente
grandes y —oo para indicar nimeros reales arbitrariamente pequenos, en en cuerpo de los nimeros
complejos tenemos un simbolo co para indicar ntimeros complejos con médulo arbitrariamente grande.
Para visualizar este simbolo, consideramos la esfera S? dada por la ecuacién 22 + 3% + 22 = 1y sea
N = (0,0,1) su polo norte y S = (0,0,—1) su polo sur. Identificamos el conjunto de nimeros
complejos con el plano z = —1 (es decir un nimero complejo z = a + ib lo escribiremos (a, b, —1)) y
construimos una aplicacién biyectiva p : S? \ {N} — C dada por

—2(z + 1y)
p(xu Y, Z) - 2 —1
y que se obtiene de la interseccién de la recta que pasa por N y el punto (z,y, z) con el plano z = —1.

(e, y, z)

Entonces podemos identificar el infinito del plano complejo con el polo norte de la esfera, que se
conoce con el nombre de esfera de Riemann. Con estas ideas, obtenemos la bola de centro oo como

B(oo,r) ={z€C: |z| > r}.

Ademas z + 00 =00,81 2 # 0, z-00 =00, 00 ! =0y 07! = co. Como siempre 0 - 00, 00 — 00 y
00/00 son indeterminaciones, que habra que resolver en el cdlculo de los limites.

8
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1.5.2 Sucesiones de numeros complejos

Una sucesién de nimeros complejos es una aplicaciéon z, : N — C. Toda sucesién de niimeros
complejos la podemos ver como dos sucesiones de nimeros reales al verificarse que z, = Re z,+ Im z,.
De esta manera el cdlculo de limites se reduce a lo siguiente:

e lim, ., 2, =a+ibsiysolosilim, ., Rez, =aylim, ,Imz, =5
e lim, .o 2, = 0cosiy sélo si lim, . |2,| = +00.

Es decir, el célculo de limites de sucesiones de variable compleja se hace una vez conocido el
célculo de limites para sucesiones de variable real.

1.5.3 Series de numeros complejos

Lo mismo que hemos apuntado para sucesiones de niimeros complejos ocurre para series de niimeros
complejos. Dada una sucesiéon de numeros complejos z, se contruye la serie de término genera z,
generando la sucecién s, = sy + s9 + ... + s,. Al posible limite de dicha sucesién lo denotamos
formalmente por >~ | z, y decimos que la serie es convergente si el limite es un nimero complejo
y divergente en caso contrario. De nuevo tenemos que Y - 2z, =Y Rez, +i> - Imz, por lo
que podemos dar los siguientes casos.

co . , . 00 0o
® > | %, es convergente si y s6losi > > Rez, y >, Imz, son convergentes.

e Si > > |z.| es convergente se dice que ), z, converge absolutamente. La convergencia
absoluta implica la convergencia pero no al revés (por ejemplo considerar la serie ya conocida

220:1(_1)”/”)

Por tltimo, si tenemos dos series de nimeros complejos Y | z, y Y -, Wy, podemos multiplicar
ambas series de la siguiente manera

o0 (o ¢] (0. ] (0. ] o0
E Zn |- E Wy | =21 g Wy, | + 29 - E Wy | + ...+ 2, E Wy | + ...
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Este producto, si ambas series son absolutamente convergentes puede reordenarse de la manera
siguiente

oo oo o n
E Zn | ¢ E Wp | = E E Zi * Wp—i+1,
n=1 n=1 n=1 i=1

que se conoce como forma del producto de Cauchy de series.

1.6 Ejercicios

1. Expresar los siguientes nimeros complejos en forma binémica:

(a) (1+1i)* (c) =2 (e) P+ i (g) 1+i+4%+43
(b) 1 (d) (14iv3)* () 2402 (h) 1r/4
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2. Escribir en forma algebrdica los complejos siguientes, donde p denota el médulo y € un argu-
mento

o

2.0
V2,

a) p m )p=1,0=—-7/4
p =7/3 d)p=2,0=—7/2

c)

3. Calcular las siguientes raices:

(a) V1 (c) Vi () V-8  (g) V-1
by VT () VvI—i (f)v3+4 (h)V/—2+2

|

4. Calcular el médulo y el argumento de los siguientes niimeros complejos:
(a) 34+4i (b) £ (c)i" 440 (f) 1+i+d?

5. Calcular el médulo y el argumento principal de los siguientes niimeros complejos:

(a) 20 (c) =3i (e) —1 (g) V-1
(b)3 ()& (1) -3+iv/3 (h) V=2+2i

6. Representar gréficamente los siguientes conjuntos de nimeros complejos:

(a) {z€C:|z| =1} (c){z€eC:|z| <1} (e){z€eC:24Z2<1}
(b){z€eC:z—z=i} (d){z€C:Imz<0} (f){ze€C:|Rez| <1}

7. Representar grificamente el conjunto de los puntos del plano z tales que se verifica:
(a) Re(2) +Im(2) =2z (b) |2|7'>1,(2#0) (c)|z—5i|=8 (d)|z—5i] =8

(e) Im(2?) > 2 (f) Re(z71) =1 (g)2<zl<3 (h) |57 <1
(i) |z —2] = [1 - 27| () Re(2? —2) =0

8. Dados los mimeros complejos z; = —2 — i y 2o = —4 + 4. Hallar 2z + 2o, 327 — 229, 2129, (z2)_1,
21
29"

9. Siz =6iy2=8—i hallar 2129, 2, 2, 23 — 2.

10. Hallar las partes real e imaginaria del complejo z = }—jrz

11. Determinar x e y, para que se cumpla la igualdad (1 +i)(x + 1y) = i.
12. Calcular (2 + 20)2, (2 — 2i)2, (2 + 2i)(2 — 2i).

13. Demostrar que |z| = 1 <= Re(z) = Re(z7}).

14. Encontrar las cuatro raices cuartas de z; = —8(1 — v/3i) y de 2z = —81.

15. Calcular (—1 +v/30)%, /=1 +i.

16. ;En qué vector se transforma —+/3 + 3¢ al girarlo 7/2?.;Qué dngulo es necesario girarlo para
que el resultado sea 21/3i?

10
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Demostrar la identidad de Lagrange, para a,b,c,d € R se verifica
(a® +b?) (2 + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)®
Indicacién: Considerar el nimero complejo z = (a + bi) (¢ + di) y hallar su médulo de dos

modos diferentes.

Sea p(z) = apx™ +a,_ 12" + ...+ a;x + ap un polinomio con coeficientes reales, esto es, a; € R
para 0 <17 < n. Se pide:

(a) Comprobar que para todo z € C se cumple la igualdad p(Z) = p(2).

(b) Usando el apartado anterior, probar que si 2y es solucién compleja de P(z) = 0, entonces
su conjugado también es solucion.

(c) Calcular todas las soluciones de z* — 22% + 222 — 2z + 1 = 0.
Resolver las ecuaciones
(@) 224+1=0 (b)2>+2=0 (c)2°+64=0 (d) (z2+4)(z—1)2=0.
Estudiar la convergencia de las siguientes series complejas:

00 n oo (=1)"+i oo (=144)" 00 05(2")-1-%
@ Xgr @Y EEE oXn S I
(b) o2, e (d) Sope, sosmbisinn - (f) §7o0 | costimlbislin) () 370 | indnn

Dada la serie >~ 2™, comprobar que es absolutamente convergente si |z| < 1y que es diver-
gente para |z| > 1. Estudiar su carédcter para z € {1, —1,4, —i}.

Supongamos que < es una relacién de orden sobre C de manera que restringida a R coincide
con la usual, es decir, si z,y € R, entonces x < y si y sélo si x < y. Supongamos que = cumple
las condiciones de compatibilidad:

(P1) 2 <2 siysélosi z+w < 2’ +w para todo w € C.
(P2) 2 <2y 0 < wimplica z-w < 2’ - w.

Comprobar que para dicha relacién se cumple que i 2 0y 0 £ ¢, con lo que C no estd totalmente
ordenado.

Comprobar que la relacién < definida por
2 =< 7 < Rez < Rez e Imz < Im?/
es de orden sobre C y verifica las hipétesis (P1) y (P2) del ejercicio anterior.
Dados z,w € C comprobar las desigualdades:
(a) |z —w| > |[z] = [wl].

(b) [z —wf? + [z 4w = 2(|z* + [w]?).
() 11 =Zwf = |z —w]* = (1= [2*)(1 = |w]*).

11
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Capitulo 2

Funciones de variable compleja. Derivada
en sentido complejo.

Sumario.  Funciones de variable compleja. Primeros ejemplos. La funcién ex-
ponencial. Seno y Coseno complejos. Logaritmo complejo. Derivada compleja.
Condiciones de Cauchy—-Riemann.

2.1 Funciones de variable compleja

Una funcién de variable compleja es aquella f : A C C — C, definida sobre un subconjunto de los
nimeros complejos A y cuya imagen estd contenida a su vez en dicho cuerpo. Para todo z € A se
cumple entonces que f(z) = Re f(z) +iIm f(z), por lo que se definen las partes real e imaginaria (o
funciones coordenadas) de f cémo Re f,Imf: A C C — R.

Vamos a ver a continuacién algunos los primeros ejemplos de funciones de variable compleja.

2.1.1 Polinomios con coeficientes complejos
Un polinomio con coeficientes complejos es una funcién de la forma p : C — C dada para cada z € C
por p(z) = a, 2" +an_1-2" 1 +...+a; - z+ag, donde a; € C para todo 0 < i < n. Los polinomios son
las funciones que se contruyen usando sumas y productos de nimeros complejos y, desde el punto de
vista del calculo, son las funciones mé&s simples.

Veamos cémo obtener la parte real e imaginaria de un polinomio de variable compleja. Por
ejemplo, consideremos el polinomio p(z) = 2% + 2z + i y suponiendo que z = x + iy tenemos que

p(z+iy) = (z+iy)®+2(z+iy)+i
= 22—y i2ey+ 20+ i2y +i
= 2% —y® + 20 +i(2xy + 2y + 1),

de donde

Rep(z +iy) = 2* —9y®+ 22,
Imp(z +iy) = 2zy+2y+1.

13
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2.1.2 Funciones racionales complejas

Son aquellas funciones que se construyen con las operaciones bédsicas del cuerpo de los nimeros
complejos incluyendo la divisién. Son por tanto funciones de la forma

donde p(z)y q(z) son polinomios complejos. Dicha funcién estard definida en el conjunto C\{z € C :
q(z) = 0}, es decir, para todo nimero complejo excepto para aquellos que anulan el denominador de la
fraccion. Ejemplos de funciones racionales complejas son Q(z2) = z/(2%+1i) 0 Q(2) = (23 +iz—1+1)/ 2.
Es un buen ejercicio que recomendamos al alumno el obtener las funciones parte real e imaginaria
para funciones de este tipo.

2.1.3 Funcién exponencial compleja

La funcién exponencial compleja, dada para todo z € C por la serie

n

z
e’ = Z—
n!

n=0

Hemos de hacer notar en primer lugar que para todo nimero complejo z se verifica que

Z _Z@:em
n! ’

=0 n=0

2"

nl

es decir, la serie de los valores absolutos converge a la exponencial real y por tanto la serie que define
la exponencial compleja es absolutamente convergen y por tanto convergente. Probamos de este
modo que la funcién exponencial estd definida en todo el campo complejo. Veamos a continuacion
alguna de sus propiedades.

En primer lugar, si z,w € C, y dado que las series son aboslutamente convergentes

n=0 n=0 n=0 i=0
[ee) n o0
_ N4 oot ) N et
= ' ,'(n_i)'~z~w = o =e .
" mn.: =0 7! ! =0 !

En segundo lugar, si x € R, entonces

= CcosT +¢sinx,

dado que i*" = (—1)" e i*"! = i(—l)". A partir de esta forma podemos dar la forma exponencial
de un nimero complejo que es de la forma

z = |z]€?) 0 € arg(z).

14
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Ademis, si x € R, tenemos que
€| = +Vcos?x +sin’x = 1,

de donde tenemos que para todo z € C se verifica

z| — Rez+i1mz| — eRez

€] = le

I

por lo que e* # 0 para todo z € C.
Por tltimo, las funciones coordenadas de la exponencial se calculan, si z = x + iy, como

f(x +iy) = "t = e%e™ = e"(cosy + isiny),
por lo que

Re f(z +iy) = e"cosy,
Im f(z+1iy) = e"siny.

2.1.4 Funciones trigonométricas complejas

La funciones trigonométricas complejas son definidas para todo z € C a partir de la exponencial

como . ‘ ‘ ‘
. eZZ _ e—zz 612 + e—ZZ

sing = ——, c0sz=——

21

Puede verse como ejercicio que en virtud de la definicién de la funcién exponencial como una serie,
también pueden escribirse como una serie de la forma

@,
=
N
I
]2
~
3
_l’_
=
TN

Ademis, de la defincién pueden definirse las siguientes propiedades anédlogas a las que se daban para
las funciones trigonométricas reales.

(T1) sin®z + cos?z = 1.
(T2) Para todo z € C, se verifica que sin(—z) = —sin(z) y cos(—z) = cos z.

(T3) Para todo z,w € C, se verifica que sin(z + w) = sinz - cosw + sinw - cosz y cos(z + w) =
COS z - COSW — sin 2 - sinw.

(T4) sinz=0siysélosiz=Fk-m, k € Z.
(T5) cosz=0siysolosi z=n/2+k-m k€ Z.

15
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Es un buen ejercicio probar todas estas propiedades, asi como otras que no estdn en esta lista y
que sin duda son conocidas por el alumno. Para finalizar y como una de las mayores diferencias con
las funciones trigonométricas reales, notemos que las funciones trigonométricas complejas no estén
acotadas por 1. Por ejemplo

2 _ 2
= ~3.6269... > 1.

| sin(20)] = | O

De hecho, si x > 0,

| sin(xi)| = 5

por lo que el médulo del seno puede ser tan grande como queramos. Un razonamiento andlogo sirve
para el coseno.

2.2 Limites de funciones de variable compleja

Debido a que la topologia del plano complejo es como la de R? con la norma euclidea, la nocién de
limite de una funcién de variable compleja es similar a la misma nocién para funciones del plano en
sf mismo. Mads precisamente, sea f : A C C — C una funcién de variable compleja y sea zy € C
punto de acumulacién de A.

Se dice que ftiende a [ € C cuando z tiende a 2y, y se escribird lim,_,,, f(z) = [ si para todo
e > Oexiste 6 > 0tal que si |z — 29| < 6 entonces |f(z) — ] < e.

Se dice que lim,_.,, f(2) = oo si para todo M > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — 2| < 8, entonces
[f(2)| > M.

Se dice que lim, .o f(2) = [ si para todo ¢ > 0 existe N > 0 tal que si |z|] > N, entonces
f(2) =] <e.

Por tltimo, diremos que lim, .., f(z) = ocosi para todo M > 0 existe N > 0de manera que si
|z| > N, entonces |f(z)| > M.

Los limites de funciones de variable compleja tienen las siguientes propiedades que son andlogas
a aquellas de los limites de funciones del plano.

(L1) Si el limite existe, entonces es unico.
(L2) lim,_,, f(2) =1 siy sélo silim,_,,, Re f(z) = Rel y lim,_,,, Im f(2) = Im1.

Esta segunda propiedad nos permite tratar con los limites como si de funciones reales del plano
se tratara. Por ejemplo, si queremos calcular

z _1
241 2

lim
z—1

y no hay indeterminacién. Pero si hay indeterminacién, como en el caso siguiente, todo lo aprendido
en la asignatura de célculo es 1til para calcular los limites. Por ejemplo, el limite
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presenta una indeterminacién. Para resolverla vamos a obtener primero las funciones coordenadas
haciendo z = x + 1y,

x—iy+z'(x2—y2+2myz'): T — 2xy _H,x2—y2—y
4/$2+y2 4/$2+y2 4/$2+y2

Centrémonos en la parte real y pasemos a coordenadas polares y calculamos

i 290 0 — 2p? cos Osin
im

p—0 VP

= lir% Vp(cos@ — 2pcosfsing) =0
p—

y como ademads
pcos B — 2p? cos O sin b
VP

y lim, o +/p + 2p,/p = 0, tenemos que

0| = |/p(cosf —2pcosBsinb)| < \/p+ 2p\/p
I T — 2xy
im ——

z+iy—0 '4/ m2 _|_ yz

-y -y

z+iy—0 &/ 2 + y2

=0.

De forma andloga vemos que

0,

por lo que el limite pedido serd

Es un buen ejercicio para el alumno comprobar que
. Z 4122
lim
T

no existe.

2.3 Continuidad de funciones de variable compleja

Una vez estudiada la nocién de limite de una funcién de variable compleja, pasamos a abordar la
continuidad de las misma. Como en el caso real una funcién f : A C C — C se dird continua en
2p € A si existe el limite de f(z) cuando z — 2y y ademds

lim () = f).

La funcién f se dird continua en A si es continua en todo punto de A.

Como no podia ser de otra manera, la continuidad de f ocurre si y sélo si son continuas la
funciones coordenadas Re f e Im f.

Funciones continuas son todas las que hemos estudiado al principio del tema, es decir, los poli-
nomios, las funciones racionales (salvo donde no estdn definidas), la exponencial y el seno y cosenos
complejos. Ademsds, la suma, diferencia, producto, cociente (salvo donde se anule el denominador)
y composicién de funciones continuas son continuas. También lo son el conjugado f(z) = Z (con
funciones coordenadas = y —y) y el médulo f(z) = |z| (con funciones coordenadas /x2 + y2 y 0).

17
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2.4 Derivacién en sentido complejo

La derivada compleja es la parte méas novedosa de este tema y a la que dedicaremos una mayor parte
del tiempo. Aunque la definicién es idéntica en su forma a la derivada real, pues f: A C C — C se
dird derivable (también holomorfa) en zy € Int(A) si existe y es finito el limite

. f (Z) — f (ZO) /
lim —————= = )
Jin == f'(20)
Como siempre, si A es un abierto, f se dird derivable en el abierto A si es derivable u holomorfa en

todo punto de A. Se verificaran ademads las siguientes propiedades de la derivacién: dadas f(z) y
g(z) se cumple

(D0) Si f(2) es derivable en 2y, entonces es continua en 2.

Demostracién. Basta ver que lim, .., f(z) — f(z0) = 0. Para ello tomamos

lim f(z)— f(z0) = lim TEZSE)

2—20 z=z0 2 — 2
= lim F2) = =) lim (z — 2z9) = f'(20) - 0 =0,
zZ—20 Z — ZO zZ—20

con lo que queda demostrado. Ya sin demostracién, enunciamos otras propiedades del algebra de
funciones derivables.

(D1) (f(2) +9(2))" = ['(2) + ¢'(2).

(D2) (f(2)-9(2)) = ['(2) - 9(2) + f(2) - ¢ (2)-

(D3) Si g(2) # Oentonces (f(2)/g(2)) = (f'(2) - 9(2) — f(2) - ¢'(2)) /g(2)*
(D4) Regla de la cadena. (fog)'(z) = f'(9(2)) - ¢'(2)-

(D5)

D5) Teorema de la funcién inversa. Si f'(zg) # 0, entonces existe r > 0 tal que fes inyectiva
en B(z,7), f(B(z,7))es abierto y existe una funcién inversa f=' : f(B(zy,r)) — B(zo,7)

derivable en f(z) y tal que X
—1y\/ o
) = 5

Por 1ltimo vamos a estudiar la relacién existente entre la derivacion compleja y la diferenciacién
ya estudiada en la asignatura de cdlculo. Recordemos que el médulo en C es equivalente a la norma
euclidea en R? y entonces una funcién f (considerada indistintamente en C o R?) es diferenciable si

lim |f(2) = f(20) = Df(20)(z — 20)|

2—20 |z — 2|

=0,

donde D f(zp) es una aplicacién lineal de R? en si mismo de manera que su matriz respecto de la base
canoénica de R? se llama matriz Jacobiana de fy es

ofr 20 afl
- (£ 33)

or

donde fi(z) = Re f(z) vy f2(z) = Im f(z). Entonces se verifica el siguiente resultado.

18
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Theorem 1 Una f: A C C — C es derivable en zo € Int(A) si y sdlo si f es diferenciable en zo y

Df(z0)(z — 20) = f'(20) - (2 — 20)-
Demostraciéon. En primer lugar, si f es derivable en zy se verifica que

f(2) = f(z0) = f'(20)(2 = 20)

lim =0
220 Z— 20
y como la norma es continua
lim f(z) = f(20) — f'(20)(z — 20) —0,
z—20 Z— 20

por lo que la funcién f es diferenciable en z.
Si f es diferenciable en 2o y Df(z0)(z — 20) = f'(20) - (2 — 2p), entonces

lim f(2) = f(z0) — f'(20)(z — %) — 0,
zZ—20 Z— 20
de donde por la continuidad del médulo
lim f(2) = f(z0) — f'(20)(z — %) —0
z—20 Z— 20

|
Vamos a escribir la expresién Df(z9)(z — 20) = f'(20)(2z — 20) de una forma més sencilla. Para
ello, supongamos que z — zg = = + ty. Entonces

%Zo %Zo x
Df(zo)(= — 20) = <1E ) ))( )

Ot ZO) dy (Zo) Y
290 (z) + y 3L (20)

_ ox 1o

a < 232 (2) +y%%(zo) )

Y por otro lado

f'(20)(z = 20) = xRe f'(20) — yIm f'(20) + iz Im f'(20) + y Re f'(20)].

Comparando ambas expresiones tenemos que

x%(zo) + ?J%—J;l(zo) = xRe f'(20) — yIm f'(20),
8f2 8f2

x%(»zo)‘irya—y(zo) = zIm f'(20) + yRe f'(20).

Haciendo x =1 e y = 0 tenemos que

) = Re (),
o) = nf),
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y haciendo z = 0 e y = 1 se verifica
of
Ay

%—f(z@ — Ref'(z0).

(20) = —TIm f'(20),

de donde obtenemos las ecuaciones
df1 ~_0fa, . Ofi B
ax (Zo) - ay (ZO>7 ay (ZO) - 8$ (ZO)’

que se conocen con el nombre de ecuaciones de Cauchy—Riemann. Ademds se verifica que

f'(z0) = Re f'(z0) +iIm f'(29) = %(zo) + i%(?f{))

e La funcién f(z) = Z no es derivable ya que sus funciones coordenadas son fi(z,y) = z y
fa(z,y) = —y y entonces
afl an

%(Zo) =1#-1= 8—y<ZO)

y no se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann para todo 2y € C, de donde obtenemos
que f(z) = Z no es derivable en todo C.

e Si f(z) = 2", entonces f'(z) = nz""!. Veamos esta propiedad por induccién. Sin = 0, entonces

f(2) =1y entonces
— 1-1
F)— fe)
=20 Z— 2 =20 2 — 2

=0,

por lo que se verifica la férmula. Si suponemos la férmula cierta hasta n, entonces
(" =" 2) =n" 2+ 2" 1= (n+ 1),

por lo que la férmula también es cierta.

Las derivadas de estas funciones son claves para junto con el dlgebra de funciones derivables
obtener que si f(z) = 32%+ 2 — 1 entonces f'(z) = 1223+ 1 o por ejemplo si f(z) = 2%/(2 + 1),
entonces

22 (z41) -2 22+22

f'(2) (2 +1)2 (1)

e Si f(z) = €7, entonces sus funciones coordenadas son fi(x,y) = e*cosy y fo(z,y) = e"siny y
entonces es un ejercicio sencillo comprobar que las ecuaciones de Cauchy—Riemann se cumplen
y ademds
f'(z) = €” cosy +ie”siny = €*.

e Por la definicién de las funciones trigonométricas tenemos que

) , (eiz - e—iz)/ Z'eiz + Z'e—iz eiz + e—iz
(sinz)" = , = : = = COS 2
21 21 2
Y . . . . . .
, (ezz + efzz)l Zezz _ Zefzz ezz _ efzz )
(cosz) = = =— . = sin z.
2 2 21

20
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2.5 El logaritmo complejo

La funcién logaritmo real log x se define como la inversa de la funcién exponencial e®. Si prestamos
un poco de atencién, vemos que la exponencial es inyectiva, es decir, si € = e¥ entonces x = y.
Entonces existe un inico valor x = e¥. Llamamos logaritmo log z al tinico y tal que e¥ = .

La funcién exponencial compleja no es inyectiva. Dados z = a + ib y w = ¢+ di, y considerando
la ecuacién e* = e, tenemos tomando médulos que e® = €’ por lo que @ = bal ser ambos reales. Por
otra parte, se tendrédn las ecuaciones

cosb = cosd,

sinb = sind,
de donde se verifica que d = b+ 27k, k € Z. Es decir existen infinitos numeros complejos que dan
lugar a la misma exponencial, y entonces ya no podemos definir el logaritmos como en el caso real.
Dados z,w € C\ {0} tal que z = ¢¥ = e®*¥(cosImw + isinImw) de donde tomando médulos

tenemos que |z| = e®¢* obteniendo Rew = log|z|. Por otra parte Imw € arg(z). Asf se definine el
conjunto de logatitmos complejos como

L(z) = {log|z| +i0 : 0 € arg(z)}.

Para definir las diferentes funciones logaritmo complejo hemos de fijar los valores entre los que se
dan los argumentos. Por ejemplo, podemos definir L(z)en el conjunto R* x [0, 27). Entonces, por
ejemplo el logaritmos de 1 + i serfa

L(1+ i) = log V2 + i /4.

Sin embargo la funcién anterior nos es continua ya que el argumento argdefinido entre [0, 6 + 27),
f € R no es continua como se ve en el siguiente dibujo
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vemos que lim, 4+ arg(z) = 6 mientras que lim, ,,- arg(z) = 6 + 27. Es decir el limite varia segun
nos acercamos a 6 en el sentido de la agujas del reloj, lim,_,+ arg(z) = 6, o en sentido contrario
lim, - arg(z) = 0 + 2.

Enunciaremos entonces el siguiente resultado sobre ramas continuas del logaritmo.

Theorem 2 Para cada 6 € R existe una funcion continua
Ly:C\ Hyp —]0 — m,0 + 7|

de forma que para todo z € C\ Hy se verifica Ag(z) € arg z, donde Hy es la semirrecta {—re=" : r >
0}. Ademdas, por el Teorema de la funcion inversa se satisface la formula

, 1
LH(Z) - ;.

2.6 Ejercicios

1. Expresar los siguientes nimeros complejos en forma binémica:
(a) sen(2 + 1) (b) e~™/2 (c) 2™ (d) 3e~m/2
(e) i+ 3627ri (f) 67ri/4 _ efwi/4 (h) 1/677ri/4 (1) el+7ri

2. Comprobar que son ciertas las igualdades:

62

(a) sin(iz) = i— c ere”

2
3. Obtener la parte real y la parte imaginaria de las funciones:

1—2
1+2

(a) f(2) = 32" — iz, (b) f(2) =z + % (c) f(2) =2"+2z+1, (d) f(z) =

4. Calcular la parte real y la parte imaginaria de las funciones:

(@) f(2) =241 (b) f(2) =

N =

5. Siendo z, 2’ dos nimeros complejos distintos y ((Zztzzl,))i € R. Hallar la relacién entre |z| y |2/|.

(Solucién: |z| = |#/]).

6. Hallar los nimeros complejos z tales que su cuadrado es igual a su conjugado. (Solucién: 0,
Lo, 12x/3, lanss)-

7. Resolver la ecuacién zZ = 2", siendo n € N\ {2}. (Solucién: 0, logr/m n=0,1,2,...,n —1).
8. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) €*+i=0. (Solucién: z = (2k — 3) i, k € Z).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

(b) 4cosz+5=0. (Solucién: z = (2k + 1) 7 tilog2, k € Z).
(c) e*+1=0. (Solucién: z = (2k+ 1) mi, k € Z).
(d) sinz = 4. (Solucién: z = (Z + 2kr) —ilog (4 £ V15), k € Z).

. Dado el mimero complejo z, probar que ze* + Ze® es un niimero real.

Hallar la parte real e imaginaria de las funciones
(a) f(z) =cosh(z—1) (b) f(z) =tanz
Probar que para cada z = x + iy € C se verifican las siguientes desigualdades:

(a) |sinhy| < |sin z| < coshy.
(b) [sinhy| < |cosz| < coshy.

Sea D = B(0,2) = {z € C/|z| < 2}. Calcula y representa graficamente f(D) para las funciones

(a) f(z) =3+i+z (b) flz) =(1+i)z (¢) f(2) =1/z

Estudia la continuidad en el disco B(0,1) = {z € C/|z| < 1} de las funciones
@ f&) =1 ) )= 57
Cl-z 224 1/2
Se considera la funcién
1+22
— Siz F£ 1
fla)=q =i

47 S1z =1
Estudiar la continuidad de f(z) en el punto z = 1.
Estudia la continuidad de la funcién f(z) = (2° +1)/(2% + 4).
Halla los puntos del circulo B(0,2) en los que es discontinua la funcién

1
(22+1)- (2 = 3)

f(z) =

Determina los puntos singulares de las siguientes funciones:

22 +1 23+ 2241

(a) f(2) =

2(22+1) (b) f(2) = 22— 3242 () fz) = (z4+2)(22+ 22+ 2)
Calcula, a partir de las condiciones de Cauchy-Riemann, las derivadas de las funciones
(a) f(z) =€* (b) f(z) =senz  (c) fz) =cosz (d) f(z) = 12€”
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FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA. DERIVADA EN SENTIDO COMPLEJO.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Estudia si las siguientes funciones definidas en C son derivables y en caso afirmativo calcular
f'(z)

(a) f(z) =%z -Imz (b) f(z) =z-Imz (¢) f(z +iy) = e Ye™

d) f(z)=2-% (e) f(z) = (" =2)e™ (f) f(z +iy) = eve™

(g) f(2) = (22 +cosz)e* (h) f(z) =sen2z + i (i) flx +iy) =2y + iy

Calcula los valores de los pardmetros reales «, 3 y 7 para que sea entera (derivable en todo C)
la funcién
f(2) = Rez+ - Imz +i(6 - Rez + v - Imz)

Caracteriza la funcién f(z) cuando sea entera.

Comprueba que la funcién f(z) = \/|(Rez) - (Imz)| no es derivable en z = 0 y, sin embargo,
verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann en dicho punto. Razona esta aparente contradiccion.

Sea f : C — C que cumple que f(z) € R Vz € C. Demuestra que f(z) es derivable si y sélo
si es constante.

Sea f : C — C una funcién de variable compleja. Demuestra que la parte real Ref(z) y la
parte imaginaria Imf(z) son simultdneamente derivables si y sélo si f(z) es constante.

Sea f : C — C una funcién de forma que f(z) y f(z) son derivables. Demuestra que f(z) es
constante.

Una funcién u : D C R? — R se dice que es armdnica en el conjunto abierto D si es de clase
C?*(D) (existen sus derivadas parciales de orden dos y son funciones continuas) y verifica la

relacion o o
U U
@(x,y) + a—yQ(ﬂc,y) =(0Vz € D.

Dada una funcién derivable f : D — C, comprueba que las funciones parte real u(x,y) =
Ref(x + iy) y parte imaginaria v(z,y) = Imf(z + iy) son armonicas en D. Nota: Supdn,
aunque posteriormente veremos que esta suposicién es superflua, que las funciones parte real
y parte imaginaria de f son de clase C?(D).

Estudia si son armoénicas las funciones
(a) f(z,y) = log(z? + y?) (b) f(z,y) = 2€” cosy

Dada una funcién f : D C C — C, derivable en el abierto D, se define la aplicacién ¢(z) =
|f(2)]2. Comprueba que se verifica la igualdad

L)+ S o =G

para cada z € D. Nota: Supdn, aunque posteriormente veremos que esta suposicion es
superflua, que las funciones parte real y parte imaginaria de f son de clase C%(D).
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FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA. DERIVADA EN SENTIDO COMPLEJO.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Si D es un subconjunto abierto de R? y u : D — R es una funcién arménica, se llama arménica
conjugada a toda funcién v : D — R que cumpla que que la nueva funcién f(z + iy) =
u(z,y) +iv(x,y) es derivable en D. Prueba que las siguientes funciones son armonicas y halla
una arménica conjugada

(a) u(z,y) =22x(1—y)  (b) u(z,y) =2z —2°+3y* () u(z,y) =y/(2* +1°)
Determina una funcién derivable f(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), sabiendo que su parte real es
u(z,y) = =/(z* +y*) y que f(r) = 1/m.

Reconstruye la funcién derivable f(z) a partir la condicién f(i) = 2i — 1 y la parte real
Ref(z +iy) = 22 — y* + 2z.

Prueba que si v1(z,y) y v2(z, y) son dos funciones arménicas conjugadas de una misma funcién
armonica u(x,y) en C, entonces vy (z,y) y vo(x,y) difieren en una constante.

Sean u,v : R? — R tales que u(z,y) es arménica conjugada de v(z,y) y v(x,y) es arménica
conjugada de u(x,y). Prueba que tanto u(z,y) como v(zx,y) son constantes.

Expresa Re(e!/ #) en términos de x e y y prueba que esta funcién es arménica en el conjunto

R?\ {0}.

Nota: Se definen las funciones hiperbdlicas complejas sinhz := (e* — e7*)/2 y coshz :=
(e* +e7*)/2. Las funciones tangente y tangente hiperbdlica se definen de la forma usual, esto
es, tanz := sinz/cosz y tanh z := sinh z/ cosh z. Las restantes funciones trigonométricas e
hiperbélicas complejas se definen de forma similar.
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Capitulo 3

Integracion compleja.

Sumario. Curvas en C. Integral de una funcién sobre una curva. El Teorema de
Cauchy. Férmulas integrales de Cauchy.

3.1 Curvas en el plano complejo

Debemos comenzar el tema introduciendo la nocién de curva o camino sobre el plano complejo C.
Dado un intervalo compacto de la recta real [a, b], definiremos una curva en C como una aplicacién
continua v : [a,b] — C. La imagen o grifica de la curva en el plano complejo la denotaremos por
graf(y) = {~(t) : t € [a,b]}. Dado t € [a, b] se tiene que

Y(t) = Ren(t) +ilmr(t) = z(t) + iy(t),

donde z(t) e y(t) son las partes real e imaginarias de v(¢). Una curva se dird de clase C' si es
derivable en (a,b). En ese caso 7/ denotard la derivada de la misma. La curva se dird de clase C! a
trozos si existen a =ty <ty < ... <t, = b, tal que ¥|y, 1, es de clase C' parai=0,1,...,n—1. Una
curva se dird cerrada si y(a) = y(b). Un curva se dird de Jordan si es cerrada y sin autointersecciones
(7(t) # ~(t') para todo t,t" € (a,b]). Durante el transcurso del curso supondremos siempre que toda
curva de Jordan estd orientada positivamente, esto es, en sentido contrario a las agujas del reloj.

Dadas dos curvas 7, : [a,b] — Cy v, : [¢,d] — C, tales que 7,(b) = v5(c), se define su unién o
yuxtaposicién vy, Uy, : [a, b+ d — ¢] — C como

B (1) sit € [a,b],
Y1 Us(t) = { zQ(t_b—i_C) sit € [a,b],

y la curva inversa a una curva dada v : [a,b] — C, denotada —v : [-b, —a] — C como

La longitud de una curva de clase C* se define como

I(y) = / VIO Ty (Pdt = / Iy () dt.
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Si la curva es de clase C' a trozos v se escribe como v = U*_,~.. donde cada curva ~. es de clase C!
J=11j5 J ’

se define su longitud como
k

(y) =) (7).

=1
En cualquier caso, todas estas definiciones son andlogas a aquellas que ya se estudiaron en el caso
de curvas en el plano y el espacio que se vieron en la parte de teoria de campos.

3.2 Integrales de funciones sobre caminos

Consideremos ahora una funcién de variable compleja f : A C C — Cy 7 : [a,b] — C una curva de
clase C' de manera que graf(y) C A. Definiremos al integral de f a lo largo de ~ como

[t = [ oo
= [ RefO@)n®d+i [ n o) @

En caso de que la curva v sea de clase C! a trozos, es decir v = Ulevj, con v; de clase C!, entonces

/f(z)dz = Z ‘f(z)dz.

Como podemos ver facilmente de la primera expresion, si f(z) = f1(z)+ifa(2) y y(t) = z(t)+iy(t),
se tiene que

/}@wzzjlmwm+mW@Mﬂw+www
=t/MW®W®—ﬁW®W@W

H/ﬁmwmf@+ﬁwmwwMt
::/ﬁwwM—m%wwmfhmww+ﬁmw@

es decir, la integral compleja de f(z) a lo largo de la curva v es la suma de dos trabajos, uno que
proporciona un resiltado real y otro que da lugar a un trabjo que podrfamos llamamr complejo.
Como consecuencia de este hecho, se tiene que las siguientes propiedades se heredan directamente
de la nocién de trabajo:

o [ f(x)dz=~ [ f(x)dz.

e Si y,w son dos curvas tal que el punto final de 7 es el inicial de w y, entonces

/wwf(z)dz:/yf(z)der/wf(z)dz_
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e Sia,f€Cy f, gson dos funciones cuyo dominio contiene a la gréafica de -, entonces
[tatG)+ Bgtendz = a [ 1145 [ gt
g 2l 2l

e Si existe M > 0 tal que |f(2)| < M para todo z € graf(vy), entonces

Lf(z)dz

e Regla de Barrow. Si A es abierto y existe F': A C C — C de manera que F'(z) = f(z) para
todo z € A (F se dird una primitiva de f), entonces

< Mi(y).

/ f(2)dz = F(y(b)) — F((a).

Demostracién. Para demostrar la regla de Barrow, démonos cuenta que si t € (a,b) y F(z) =
Fi(z) 4+ iF5(2), entonces

%F(W)) = %(’y(t))x’(t)—l-%—Fy(’Y(t))y/(t)

i (a0 + 200 o)

— %(y(t))x’(t) — %—(v(t))y’(t)

+i (%(v(t))m'(t) + %(v(ﬂ)y’(t))

(L) +22009) ) + i)

= F'(yO)'(t) = f(v)Y (1),

haciendo uso de las férmulas de Cauchy—FEuler. Entonces

/ f(2)dz = / Fv ()Y (Bt
b q

- / 4 Py(1))d
= F(y()) - F(r(a),

con lo que concluye la prueba.l]

3.3 El Teorema de Cauchy

Estudiamos en este punto una de las cuestiones fundamentales sobre la teorfa de variable compleja
como es el Teorema de Cauchy. Para ello hemos de introducir el concepto de simplemente conexo.
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Recordemos que una curva de Jordan v delimita dos regiones del plano, una acotada que llamamos
interior I(y), y otra no acotada exterior a la curva y que denotaremos por E(v). Diremos que un
conjunto del plano complejo A C C, es simplemente conexo si para cualquier curva de Jordan v, con
graf(y) C A, verifica que I(y) C A. Intuitivamente, un conjunto simplemente conexo es aquel que
no tiene agujeros. Por ejemplo, el conjunto A; = {z € C: |z| < 1} es simplemente conexo, mientras
que A ={z€ C:0<|z] <1} nolo es. El Teorema de Cauchy establece lo siguiente:

Theorem 3 (Cauchy) Sean S C C un conjunto abierto simplemente conexo y f : S — C una
funcion derivable en S. Entonces

[ 1 -

gl

para toda curva cerrada y C* a trozos, 7y, cuya grdfica contenida en S.

Demostracién. En caso que f sea una funcién de clase C*, es decir, cuyas funciones coordenadas
son de clase C, este resultado es consecuencia del Teorema de Green. En particular

/}@w::/ﬁxyw—MxWWH folw,y)dz + fi(z,y)dy

Y

- I (S
f[ ()
://w<8@f —i——:vy)da:dy
+i //w (afl _oh (a;,y)) dzdy

aplicando las férmulas de Cauchnyuler.

En el caso que f no sea de clase C!, la demostracién es bastante mds laboriosa a la ver que
complicada y puede estudiarse en la bibliografia recomendada.[]

Del Teorema de Cauchy se obtiene de forma inmediata el siguiente corolario.

Corollary 4 Sean S C C un conjunto abierto simplemente conexoy f : S — C una funcion derivable
en S. Sean zg,wyg € S y v, Yy v, dos curvas C' a trozos cualesquiera cuyas grdficas estan contenidas

en S uniendo zy y wg. Entonces
/ f(z)dz :/ f(z)dz. (3.1)
71 Y2

Este resultado nos permite definir la funcién F' : S — C tal que para todo z € S se define como

=Lf@ﬂw (3.2)

donde 7 es cualquier curva C! a trozos contenida en S uniendo un punto fijo 29 € S con z. El siguiente
resultado nos dice que las funciones derivables definidas sobre conjuntos simplemente conexos admiten
primitivas, por lo que la regla de Barrow se puede aplicar. En realidad, lo inico que hace falta para
probar el siguiente resultado es (3.1) y la continuidad de f.
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Theorem 5 Sean S C C un conjunto abierto simplemente conexo y f : S — C una funcion derivable
en S. Entonces la funcion definida en (3.2) es derivable en S y F'(z) = f(2). En particular, cualquier
primitiva de f es de la forma F(z) + ¢, donde ¢ € C.

Para acabar esta seccién, introducimos un resultado sobre integrales definidas sobre un conjunto
de curvas. Un conjunto del plano complejo A se dice arcoconexo si para cualesquiera par de puntos
21,29 € A, existe una curva 7 : [a,b] — C de manera que y(a) = 21, 7(b) = 22 y graf(y) C A. Un
conjunto simplemente conexo puede ser arcoconexo. Por ejemplo, el conjunto {z € C: RezImz < 0}
no es arcoconexo, ya que es unién de dos subconjuntos que no pueden conectarse por ninguna curva.
Un dominio es un subconjunto de C que es abierto y arcoconexo.

Theorem 6 Sean S C C un dominio y f : S — C una funcion derivable en S. Sean T, v, ..., 7,
curvas de Jordan C' a trozos orientadas positivamente de manera que se verifica:

(a) I(T') contiene las grdficas de vy, ...,7,,-
(b) Para todo k = 1,2,...,n, E(v,) contiene la grifica dey; con j # k.

(c) S contiene al conjunto D =T(T") \ (I(y,) U... UI(y,)).

Entonces

/Ff(z)dz = Z ‘f(z)dz.

Demostracién. Hacemos la demostracién para el caso particular n = 2. El caso general es
andlogo pero mucho mads laborioso. Observemos el siguiente dibujo

dibujo
donde hemos representado la curvas. Unimos dos puntos de cada curva segin el siguiente dibujo
dibujo

de manera que las curvas resultantes I'y y I's tienen su interior simplemente conexo y por lo tanto
estdn contenidas en un conjunto simplemente conexo. Entonces por el Teorema de Cauchy tenemos
que

f(z)dz+ | f(2)dz=0+0=0.
Fl FZ
Si desarrollamos, tenemos que

f(z)dz =

I

f(z)dz =

I

[ e / 1)z / RO
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como querfamos demostrar.[]

Como consecuencia del resultado anterior tenemos el siguente corolario, que nos dice que el las
condiciones del mismo, la forma de la curva no influye a la hora de calcular la integral, ya que ésta
siempre se puede calcular sobre una circunferencia cuando la geometria del conjunto lo permite.

Corollary 7 Sean S C C un dominio y f : S — C es derivable en S. Para toda curva de Jordan
C' a trozos v contenida en S se cumple que

A F(2)dz = /C RCE

donde C(zo,7) es cualquier circunferencia de centro zy y radio r contenida en 1(y)NS y satisfaciendo
las condiciones del Teorema 6.

3.4 Las férmulas integrales de Cauchy

Las férmulas integrales de Cauchy permitirdn probar uno de los hechos clave dentro de la variable
compleja: que toda funcién derivable es infinitamente derivable. Para fijar ideas, supongamos que
S es simplemente conexo y f : S — C es una funcién derivable. Supongamos que 7 es una curva
de Jordan C' a trozos cuya gréfica estd contenida en S. Si z € I(7), entonces existe un radio r
suficientemente pequenio de manera que

/ (iu)dw:/ f@d

donde ~,(t) = z +rei, t € [0,2x], esto es, una circunferencia, ya que la funcién £ ( es derivable en
el interior de la curva salvo el punto z. Ademsds, r puede ser elegido tan pequeno como se quiera sin
que varfe el resultado de la integral.

Cuando f(w) =1 para todo w € C, se verifica que

1 2 1 )
/ dw = / 7frieztdt
AW =2 o Z—ret—z

27
= / idt = 2mi = 2mwif(2).
0

Si f(w) = f(z) para todo w € C, se tiene por las propiedades de linealidad de la integral que

JECTE—y

[ty hm/ Jw) = 1(2)

w—z r—0

Finalmente, en general
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por lo que
f(w) _ f(z) 9
[t = [ o = arise)

por lo que hemos justificado el siguiente resultado conocido como la primera férmula integral de
Cauchy.

Theorem 8 Sean S C C un dominio y f : S — C una funcion derivable en S. Sea v una curva de
Jordan C*' a trozos orientada positivamente contenida en S de manera que I1(y) C S. Entonces

f(z)= ﬁ / %dw si z € I(7), (3.3)

1
%/W%dw:() si z € E(7).

Por aplicacién directa del Teorema 8 sobre la circunferencia de centro 2z € S y radio p contenida
en S con interior contenido también en S obtendremos la férmula

Feo) =5 [ 1o+ ey

Si tomamos la primera férmula integral de Cauchy y derivamos obtenemos

o 1Lod [ f(w)
fi(z) = %al—zdw

2 L[dtw,

2mi ), dzw — 2
1!
_ _,/ﬂ_w>2dw,
2mi [, (w — 2)

que se conoce como férmula integral de Cauchy para la primera derivada. Si volvemos a derivar,

tenemos
fwwzli/fwdw

omidz ), (w— 2)?

« 1 d f(w)
LR N A
2mi [, dz (w — z)? v

_ 2w,
B 27Ti/7(w—z)3d’

que es la férmula integral de Cauchy para la segunda derivada. En general, si procedemos por

induccién y suponemos que
|
F(z) = L/&dw
¥

C2mi ) (w— )t
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al volver a derivar tenemos que

" I d f
f(z) = %@ . (w _(,L;J;n—&-l dw
« nl d  f(w)

:%/Ew—z"“dw
5 dz )
SRSy SO

270 (w — z)n+2 w

por lo que hemos justificado la férmula integral de Cauchy para la derivada n—ésima, que a conti-
nuacién enunciamos.

Theorem 9 Sean S C C un dominio y f : S — C una funcion derivable en S. Sean z € S y v una
curva de Jordan C*' a trozos orientada positivamente contenida en S de manera que z € 1(y) C S.
Entonces f es derivable infinitas veces en z y ademds

fn)(Z):n—!,/wf(—w>+ldw, n € N.

27 —z)"

En paricular, si una funcién de variable compleja es derivable una vez, lo es infinitamente. Ade-
ma4s, aplicando el Teorema anterior a la circunferencia y(t) = zo + re', t € [0, 27], se verifica que

n!

2!Mml(v),

At Tn+1

[ (0)] =

<

donde M(r) = max{|f(z)| : z € graf()} (ndtese que M(r) existe al ser f(z) continua y la gréfica de
la curva un conjunto compacto). Dado que la longitud de la dircunferencia es 27, se tiene que

n! M 5 'M
%rn+l Wr—n.r—n,

|f™ (z0)] <

que se conocen con el nombre de desigualdades de Cauchy, y que serdn muy 1itiles en el siguiente
tema al analizar las series de potencias.

3.5 Ejercicios

1. Calcular la integral,

/Rezdz
T

siendo T el tridngulo de vértices 0, 1+, 2 recorrido en el sentido de las agujas del reloj. ;Cuél
serfa el valor de la integral si el tridngulo se recorre en el sentido contrario?
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2. Calcular la integral, de la funcién conjugacién, f(z) = z, a lo largo de la siguiente curva.

3. Calcular la integral, / |2| Z dz, siendo 7 el camino del ejercicio anterior.
v

4. Calcular el valor de la integral / z/Z dz, siendo 7y el camino indicado en la figura siguiente:
gl

5. Dado el arco y(t) = €', t € [0, 27], calcular la integral / dz:
~ Z— 20
(a) si|zo| > 1
(b) si|z] <1
6. Dada la curva y(t) = €'t, ¢ € [0, 27], calcular la integral,
/ sene®
, 2
7. Calcular el valor de la integral,
el/z 4 | elt 0.9
— H=1+—=, te
[Tt =1+ teban]



INTEGRACION COMPLEJA.

8. Comprobar que la funcién

f(m):{ z?/2 x>0

—2%/2 <0

es de clase C! pero no existe la segunda derivada en cero. Dado A C C un abierto conteniendo
al cero, jserd posible entontrar una funcién F' € H(A) de forma que F'(z) = f(x) para cada
xr e ANIR? ;Por qué?

9. Dado r > 1, calcular el valor de la integral,

w i
[/w4_1dw, Y(t)=1+re't, tel0,2n]
10. Calcular la integral,
ze* S it
[t a0=ivet e

11. Calcular la integral,

eZ
/yz(l —2z)3 dz

(a) para y(t) = e, t € [0,27] (0 < B < 1).
(b) paray(t) =1+ (€'t t €[0,27] (0 < B < 1).
(c) para y(t) = Be't, t € [0,2n] (1 < B).

12. Sea la funcién f(z) = sen(z). Se pide calcular:

(a) Los puntos de C para los cuales f es derivable.

(b) El valor de la integral de f a lo largo de la siguiente curva,

LS

—1+1i 1+1

ENYZ

13. Calcular la integral,

1
dz
[/224—9
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(a) para y(t) = 3i+ €', ¢t € [0, 27]
(b) para y(t) = —2i+2¢'t, t € [0, 27]
(c) para y(t) =4e't, t € |0, 2n]

(d) para (t) = e't, t € [0, 27]

14. Sea v la circunferencia unidad recorrida en el sentido contrario al de las agujas del reloj.
Calcular: .
e
/ — dw
, W

15. Supongamos que o es una curva cerrada y diferenciable a trozos. Dado zo € C )\ grafo se llama
indice de o respecto de zy al valor:

1 1
I(O’,Zo):%/w_zodw

Para el caso en que ¢ es una circunferencia, comprobar que:

(a) I(0,29) =1 si 2 estd en la regién limitada por la grafica de la curva.

(b) I(0,29) =0, en otro caso.
16. Calcular el valor de la integral

1
/—dz
4 2

siendo 7 la curva cuyo rango se representa en la figura superior, orientada en el sentido que
indican las flechas.
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17. Calcular el valor de la integral:

/cos( ! ) dz
. z4+ 21

donde 7 es la elipse centrada en el origen de semiejes 2 y 1, respectivamente, recorrida en el
sentido contrario al de las agujas del reloj.

Eje imaginario

E 3

= Eje real

Nota: Una posible parametrizacion de la elipse v es la dada por

Y1 ¢ [_272] — C

t — 71(t):_t+i\/ _%

para la parte de arriba y

Yo ! [_272] — C
t oyt =t—i,/1-L

para la de abajo (v = v, U",).

18. Dada la funcién g(z) = cosZz, jexistird una funcién derivable en todo C, f(z), de forma que
f'(z) = g(z), para cada z € C? Justificar la respuesta.

19. Calcular el valor de la integral,

/2‘2’2 dz
ol
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siendo v la curva de la figura siguiente, recorrida en el sentido que indican las flechas.

T

y

N

~v(t)=¢€lt, te[0,m]

—

N
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Capitulo 4

Series de potencias y de Laurent. Polos y
residuos.

Sumario. Series de potencias. Radio y disco de convergencia. Teorema de Taylor.
Funciones analiticas. Derivacién e integracion de series de potencias. Aplicaciones
de las series de potencias. Series de Laurent. Anillo de convergencia. Singularidades
de funciones de variable compleja. Clasificacién de singularidades aisladas.

4.1 Series de potencias

Una serie de potencias de centro zy € C es una expresion de la forma

o0
Z an(z — 20)",
n=0

donde a,, € C para todo n > 0. Diremos que la serie converge en un nimero complejo w si la serie

numérica
o0

Z an(w — 29)"

n=0

es convergente. Si ademds dicha serie converge absolutamente en dicho niimero, diremos que la serie
de potencias converge absolutamente en w. Es claro que cualquier serie de potencias converge en su
centro.

Se define el radio de convergencia de la serie como el niimero

R :=sup{r>0: Z lan|r"™ < +oo}.

n=0

Si un ndmero complejo z verifica que |z — zy| = r < R, entonces

o0 o0
D lan(z = 20)" = lan|r™ < +o,
n=0 n=0
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por lo que la serie de potencias serd absolutamente convergente en el disco D(zy, R) = {z € C :
|z — 2| < R}. Si por el contrario z € C\ D(z, R), la serie divergera, no pudiendose afirmar nada en
general sobre la convergencia de la serie en la frontera del disco.

Ademds, si aplicamos el criterio de la raiz a la serie Y~ |an(z — 2)", se tendrd que si existe

lim {/|an(z — 20)"| < 1,

n—oo

la serie serd aboslutamente convergente, por lo que

1
lim v/|a,| < ——

)
n—o0 |z — o]

por lo que
1

R = )
lim,, o0 /|an]

De forma anédloga, si aplicamos el criterio del cociente, en caso de existir y verificar que

_ n+1
llm |an+1(2 ZO) | < 1’
n—oo an(z — 20)"|
la serie serd absolutamente convergente, de donde
lim @11 !
n—oo |ap| |z — 2|
por lo que
1
R = R
lim,, o G2t

|an|

Algunas series de potencias ya conocidas son por ejemplo la exponencial

o
x Zn
=2
n!
n=0
Si aplicamos el criterio del cociente a la misma, vemos que

. 1
. n+1)! .
lim %: lim — =0,
n—oo m n—oo M

por lo que el radio de convergencia serda R = 1/0 = co. Como ya sabiamos, esta serie converge en
todo el plano complejo.
Por ejemplo, la serie

o0
E n"z"

n=0

no converge nada més que en su centro ya que

. .
lim vn™ = lim n = oo,

n—oo n—oo
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por lo que su radio de convergencia serd R = 1/00 = 0.
Un ejemplo que debe ser conocido también es la serie geométrica

l4z4+22 4. +2" .. =) 2",
n=0

que serd de gran importancia practica para el desarrollo en serie de potencias de la mayoria de
funciones que vamos a considerar. Por cualquiera de los dos criterios anteriores vemos que su radio
de convergencia es 1, por lo que dicha serie converge si |z| < 1. Ademas, si denotamos por

Sp=1+z+224 .. +2",

entonces
Sy — 28, =1— 2",
de donde
1 — zn+1

S, =
1—2

Dado que |z| < 1, se verifica que lim,, o, 2" = 0 y asf

> 1
E Zz" = lim S, = )
"0 §—00 1 — 2

Por otra parte, si f(z) =), an(z — 2)" sobre el disco de convergencia de la serie y derivamos,
se tiene que

por lo que sustituyendo en z; obtenemos

fP(20)
k7

ap =

para todo k > 0.

Una funcién f(z) definida sobre un abierto A C C se dird analitica en z, € A si existe una serie de
potencias tal que f(z) = > -, an(z — 2)" para todo z € A perteneciente al disco de convergencia de
la serie. El siguiente resultado probard que toda funcién analitica es derivable y viceversa. Ademés
del mismo se deducird la unicidad del desarrollo en serie de potencias.
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Theorem 10 (_Taylor) Sean A C C un conjunto abierto y f : A — C derivable. Sean zy € A y
r >0 tales que D(zo,7) C A. Entonces

f =31

converge absolutamente sobre D(zy,T).

n) 20 .
TL(' )(Z_ZO) )

Demostracién. Vamos a ver que la serie converge absolutamente en cualquier punto del disco.
Para ello, sean z € D(zy, R) y p = |z — 20| < r < R. Tomamos la circunferencia centrada en 2 y de
radio r. Por las desigualdades de Cauchy, se tiene que

o)l < M),

donde M (r) = max{|f

~—~

2)| : |z — 20| = r}. Entonces

0o n) ) n)
Z f n(|20) (Z _ ZO)n < Z ’f n(‘ZO)||Z _ Z0|n
n=0 ’ n=0 )
< S
n=0 r
_ —(P\" r
= MOX(F) =M=

por tratarse de una suma de una serie geométrica. Por lo tanto la serie de potencias es convergente
absolutamente en el interior del disco, y tiene la forma anteriormente indicada.[]

4.2 Series de Laurent

Una serie de Laurent centrada en zg € C es una expresién de la forma

o0

Z an(z — 29)". (4.1)

n=—oo

Claramente puede dividirse en dos partes,
Z an(z — 29)", (4.2)
n=0
que es una serie de potencias llamada parte reqular de la serie de Laurent y
Z a_n(z—29)"" (4.3)
n=1

que se llamara parte singular. Obviamente, para garantizar la convergencia de la serie de Laurent
(4.1), deben converger las series (4.2) y (4.3). Como vimos en el primer apartado del tema, la serie
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(4.2) convergers absolutamente en su disco de convergencia D(zg, R). Para la serie (4.3), el cambio
de variable Z = 1/(z — zj) la transforma en la serie de potencias

o0
E a_p, 4"
n=1

que convergerd absolutamente en su disco de convergencia D(0, r), por lo que (4.3) convergera siempre
que |z — zg| > r. Asi, si r < R se tendra que la serie de Laurent inicial convergerd absolutamente en
el anillo de convergencia

A(zp,m, R) :=={2€ C:r < |z — 2| < R},

mientras que serd divergente en C \ A(z,7, R).

Por otra parte, si
0.0

f(z) = Z an(z — 29)"

n=—oo

en un cierto anillo de convergencia, entonces multiplicando dicha expresién por (2 — z) %71, k € Z,
se verifica que

f(2) _ - a(z — gkl
(Z—Z[))kJrl n_z_:oo n( 0) .

Si y(t) = 2o + pe', t € [0, 27], denota una circunferencia dentro del anillo de convergencia, entonces

n=—oo
E /anz—ZO”kldz
n=—oo v

n=k=1 es derivable, y por el Teorema de Cauchy se tiene que

Sin—k—12>0, entonces a,(z — 2o)

/an(z — 20)" " dz = 0.
.

Sin—k—1= —1, entonces

2
a a ;
/ " —dy = / —nitpz'e”dt = 2miay,.
v * TR0 o pe

Finalmente, si n — k — 1 < —2, se tiene por las férmulas integrales de Cauchy que

n—k—1 . Qn
/yan(z—zg) dz = /YWCZZ

2r
= mﬂ k)(ZO)ZQ

/ Ldz = 2mia,,

Y (Z — Zo>k+1

donde ¢(z) = a,. Entonces
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o equivalentemente

2mi )., (z — zo)"t1

e,
Ay = /y( d (4.4)

que es la féormula andloga al Teorema de Taylor para series de Laurent. Veamos que una serie asi
construida es siempre convergente en su anillo de convergencia.

Theorem 11 (Laurent) Sean zyp € C, 0 < r < R, y f : A(20,7, R) — C una funcion derivable.
Entonces

f2)= ) aulz—2)"

n=—oo

donde los coeficientes a,, satisfacen las identidades (4.4).

Demostraciéon. Vamos a ver que la serie asf construida es convergente, lo que probara el resul-
tado. Sean r < p; < p < py < Ry z € C tal que |z — 29| = p. Acotamos de forma andloga a las
desigualdades de Cauchy

_ |4 f(z)
anl = zglk;jgyﬁdz
1 1 M(p)
5 M(p) pn+1l(7)= pnp :

donde M (p) = max{|f(2)|: z € graf(y)} y v(t) = 20 + pe’, t € [0, 27].
Si ahora tomamos la parte regular y procedemos como en la demostracién del Teorema de Taylor,
con Y(t) = 20 + po€™, t € [0, 27], se verifica que

= n p2
an(z — 20)"| < M(p,) :
2 lan oy —p

n=0

por lo que la parte regular es absolutamente convergente. Tomamos ahora la parte singular y la
circunferencia v(t) = zo + p,€, t € [0, 27, tratamos de acotar

0

0
|a—y]
O D

n=—oo n=—oo

0

Z M(py)

et

IN

[o.9]

PL p
= M(p,)=- = M(p ;
> (1)pn <1),0—,01

n=1

por lo que la parte singular también converge, y el teorema estd probado.l]
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4.3 Singularidades de una funcién compleja. Clasificacién
de singularidades aisladas

Finalizaremos el tema haciendo un estudio de las singularidades de una funcién de variable compleja.
Dada una funcién de variable compleja f(z), se dice que zp € C es una singularidad de f si ésta
no es derivable en zy. Asf todo z € C es una singularidad para f(z) = Z, mientras que 0 es una
singularidad para f(z) = 1/z. Una singularidad z, se dird aislada si existe 6 > 0 tal que la funcién
es derivable en D(zp,0) \ {z0}. Notese que por el Teorema de Taylor, f debe ser discontinua en sus
singularidades aisladas.

Distinguiremos tres tipos de singularidades aisladas de una funcién f atendiendo bésicamente al
desarrollo de Laurent de la funcién en la singularidad. Si zg denota la singularidad y

F2)= ) an(z—2)"
n=-—00
sobre su anillo de convergencia A(z,0, R), se tiene
e La singularidad zy se dird evitable si a_, = 0 para todo n > 0.

e La singularidad zy se dird un polo si la parte singular del desarrollo de Laurent tiene una
cantidad finita de términos. Se dird orden del polo al mayor natural k que cumple que a_ # 0
y a_, = 0 para todo n > k.

e La singularidad z; se dird esencial si la parte singular del desarrollo de Laurent tiene una
cantidad infinita de términos.

Por ejemplo, la funcién

sin z i (_1)7‘L on
= —_—Z
|
z “~ (2n+1)!

presenta una singularidad aislada en 0 que es evitable, % tiene en 0 un polo de orden 1, mientras que

=1
1/z __

n=0

tiene en 0 una singularidad esencial. El siguiente resultado ofrece una clasificacién de las singulari-
dades aisladas de una funcién de variable compleja.

Theorem 12 Sean zy € C y f una funcion derivable definida en D(zy,6) \ {z0}. Entonces:

(a) zo es evitable si y sdlo si existe lim,_,,, f(z) = 1 € C. Ademds si definimos f en zy como
f(z0) =1 se tiene que f es derivable en D(z,9).

(b) zo es un polo de orden k si y solo si existe lim,_..,(z — 2)' f(z) = o0 para 0 < j < k y
lim, .., (2 — 2)"f(2) € C\ {0}.

(c) zo es una singularidad esencial si y sélo si no existe el lim,_,,, f(z). Ademds en este caso para
todo w € C existe una sucesion z, convergiendo a zy de manera que lim,, ., f(z,) = w.
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Demostracién. (a) es consecuencia inmediata del Teorema de Taylor. Para comprobar (b),
démonos cuenta de que para todo j € {0,1,....,k — 1} la funcién (z — z)’ f(z) sigue teniendo parte
singular, por lo que

lim (z — 2)? f(2) = oo,

Z2—20
mientras que (z — 2)*f(z) es una serie de potencias cuyo primer témino a_j es no nulo. De aquf se
deriva (b). La demostracién de (c) excede los contenidos del curso.[]

Una vez clasificadas las singularidades aisladas de una funcién de variable compleja, estamos en
disposicion de estudiar el Teorema de los residuos en la proxima leccién.

4.4 Transformada Z

4.4.1 Ecuaciones en diferencias finitas

El interés del estudio de la transformada Z es debido a que es la andloga a la transformada de Laplace
para resolver ecuaciones en diferencias finitas. Estas ecuaciones aparecen en ingenierfa al modelizar
sistemas electrénicos cuyas entradas y salidas son una sucesiéon de datos discretos. Para fijar ideas,
consideremos el siguiente ejemplo.

Tk

Este dispositivo estd formado por dos elementos. El primero de ellos, marcado con una S, es un
elemento que suma o resta datos, que a su vez vendran modulados por nimeros reales. El denotado
por una D es un aparato que produce un retardo de una unidad temporal en la sucesién. La figura
representa el tipo maés sencillo de retroalimentacién de una senal. Los datos de entrada vienen dados
por la sucesion zy y los de salida por

Yk+1 = Tk (45)
En el proceso, los datos intermedios 7, vienen dados por la expresion

Tr = Tp — Ay, (4.6)

donde a es un nimero real. Combinando (4.5) y (4.6) obtenemos la ecuacién en diferencias de orden
uno

Yk+1 T QY = Tk
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Si complicamos el dispositivo, como se muestra en la figura,

I (S Uk
Cﬂ-‘\ D D - Uk

L/

®

se obtiene una ecuacién de orden dos. Aqui
Yk+1 = Vg,

vk+1 - Tk;
T = T + byr — avy,

de donde se obtiene la ecuacién
Yk+2 + QYk+1 — by = Tk

El uso de la transformada Z permite afrontar con ciertas garantias de éxito la resolucién de estas
ecuaciones. Por ejemplo supongamos la ecuacion

Yrv2 + Yr1 — 2y = 15
Yo = O, Yy = 1

Vamos a ver cémo la transformada Z nos permite obtener la solucién de la ecuacién anterior
transformando dicho problema en un problema algebraico.

4.4.2 Definicion y propiedades basicas

Consideremos una sucesién de nimeros complejos xi. Se define la transformada Z de la misma como

la serie
o

Zld(z) = Y = (4.7)

Nétese que (4.7) es una serie de Laurent con parte regular x y parte singular > >~ x,27", y que
por tanto convergerd en un disco de convergencia de la forma

A(0,r,4+00) ={z € C: |z| > r}

donde r es el radio de convergencia de la serie de potencias >~ | x,2".
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Por ejemplo, si 6§ = (1,0,0,0, ...) entonces su transformada Z es

Z[6](z) =1
definida en todo el plano complejo. Si z = (1,1,1,...), entonces
1 1 z
Z 1 — —_ = —
16 =Y ==y

siempre que |z| > 1.
Propiedades basicas.

e Linealidad. Dadas las sucesiones x; € yx v o, 3 € C, se verifica
Zlaxy + Pyrl(z) = aZ[zi](2) + BZ[ye](2)

para todo z en el dominio de definicién de Z[zi](2) y Z[yx(2).

Demostracion. Basta calcular
= az, + By,

Zlazy + Byl (2) = Z o

n=0

aZz](z) + BZ[yl(2).

n n
Al Al
n=0 n=0

e Dada la sucesién xy, definimos la nueva sucesién y, = zx1. Entonces

Zlyrl(2) = Zlaenl(2) = 2Z2[z] (2) — z20.

En general, si ky € N y definimos y, = x4k, tenemos la férmula
ko—1

Z[Thine)(2) = 25 Z[24)(2) — Z T2,

Demostracion. Calculamos
- Tn+1
Znalz) =

n=0
oS 00
o xn+l__ Tn
- ng: Zn+1 =z AL
n=0 n=1

= ZZ I—Z — zxo = 2Z[zk](2) — 2x0.

n=0
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e Dada la sucesion zy y a € C\ {0}, se verifica

Zla xi)(2) = Z[z1)(2/a).

Dmostracion. Calculamos

n

Zltnl(z) = 35t = X e = Zlal(/0)

n=0 Z" n=0
|
Por ejemplo, si zp = (1,2,22,23,...), se tiene que
=, o 1 z
Z 2k = — = = .
(=) v 1-2 -2
n=0 z
e Dadas las sucesiones z; y k™, m € N, se verifica
d
ZIk"ax](2) = [m2 -] Zlal (),

donde por —zd% se entiende la operacién derivada y luego multiplicacion por —z.

Demostraciéon. Hacemos la demostraciéon por induccién en m. Si m = 1, entonces

ny, . nx,
Zlkxi)(2) = pralal) S
n=0 n=1 z
B Z T, i—xn
— zntl — dz z"
d =z, d =z, d
Zdz ( Z z") Zdz (n—O Zm $0> Zdz [x)(2)

Si suponemos el resultado cierto para m, veamos que también lo es para m+ 1. Para esto calculamos

ZIE™ay)(2) = Zlk-kMa)(z) = —ziZ[kmmk](z)

dz
= (e 2l (2) = el ™ 2l ).
|
Por ejemplo, si x;, = k?, entonces
d d z
ZW)=) = [~ P2)(e) = (e
d d =z d —z 22
- <_ Ez—l):_za <z—1 (2—1)2)
B z 322 223
Tz —1 (z—12 (z—1)%
si|z] > 1.
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4.4.3 Transformada Z inversa

Es interesante obtener transformadas Z inversas de funciones de variable compleja F'(z), es decir,
qué sucesiones verifican que

Zlzn](2) = F(2),
o equivalentemente

T, = Z7F(2)].

Para calcular la transformada Z de una funcién F(z) basta calcular el desarrollo en serie de Laurent
centrada en cero de manera que tenga un anillo de convergencia de la forma {z € C : |z| > r}, donde
r > 0. Por ejemplo, si F(z) = Z—il, entonces desarrollando en serie de Laurent

1 1 1 1= 1 1
Z_l—gl_;—gzz_n—zznﬂ
z n=0 n=0

si |z| > 1. Entonces la sucesién

zp=Z Y 1/(z—=1)] = (0,1,1,1,...).

4.4.4 Aplicacién a la resolucion de la ecuacién en diferencias

Consideramos el problema
{ Yk+2 + Yer1 — 2y = 1
Yo =0, y1 =1,
obtenido anteriormente. Tomando la transformada Z en la ecuacién, usando las propiedades de ésta
y tomando en consideracién las condiciones iniciales obtenemos

Z[Yr+2 + Yrr1 — 20k (2) = Z[1])(2),

y desarrollando

ZYes2 + Uk — 20k](2) = Zlyrs2](2) + Zlyr](z) — 22[](2)
= 2Z[yl(2) — 2+ 22yl (2) — 22 [us] (2)
= (2 +2-2)Zwl() - =

Por otra parte

z
Z|[1 = )
1)(z) = ——
Entonces )
24, _9)z — S
(242 = 92p(s) = 2+ —= = ——,
con lo que
52
Z .
A ) oy
Pasamos a fracciones simples
22 -1 3 4
Zlyel(z) = = - + ,

(z—1)2(24+2) (¢2—12 2z—-1 =z+2
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y calculamos la transformada inversa obteniendo los desarrollos en series de Laurent

11 = (=2)"
i (F) X5
si|z| > 2.
1 11 N N |
e D D D S
si |z| > 1. Finalmente
~1 d (1 d (v 1 ~d 1 —n+1
(z — 1) £<2_1>_E<;Zn+l>_;Ezn—kl__;zn—&-z
si |z| > 1. Entonces si |z| > 2 se tiene que
-1 3 4
z - -
[ (2) (z—1)2 z—1+z+2
- _ZszrZ - Zzn+1 Z n+1
n=0 =0
n+l < 3 4(—2)H
- __Zzn+2_zzn+2+z nt2
n=0 n=0
> 4 4 4(-2)m*1

_n_
- Z+Z n+2 )

por lo que si k > 2
yp = 4(—=2)F —4 4+ k.

Veamos a continuacion el siguiente ejemplo, en que las raices son complejas

20,11 + 22, = 1,

Tnt2 —
Tog = T1 = 0.
Si aplicamos la transformada Z a la ecuacién, tenemos que
Z([Tpyo — 2Tp41 + 22,](2) = Z[1](2).
Por un lado
o 1 R
— = . z—1
mientras que
Zzni2)(2) = 2Z[wn11](2) + 2Z[2)(2)
2Z[xn)(2) — 2220 — 221 — 222 [,](2) — 2220 + 22 [7,](2)

Zlxpie — 2Tpi1 + 22,](2)
(22 — 22 + 2) Z[x,](2),
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de donde
z

(z—=1)(22—22+2)

Desarrollamos la funcién en serie de Laurent para calcular x,,. Para ello en primer lugar

Z[mn](z) =

z z

(z—=1)(22—-22+2) (z—=1)(z—=1—1)(z—1+1)
1 1 14 1 1—2
z—1 2z—-1—4i 2z—-1+14

Calculamos de forma separada

1 1 1 1ex 1 1
e e i D SF
1 11 IS 1+ & -
mmimE iy () SR
1 1 1 Te=/1-i\" & 1
_— = - = = 1—) 1=
z—141 zl—% zn_o( z) nz_:1< ) zn’

con lo que agrupando

2 211l 1 1
= —_— = 1 n— = 1—9)"—
(z—=1)(22—=22+2) ;z” 2;( +1) 2" 2;} 2 z
Z"" 1 1

y teniendo en cuenta que

(1+i)" = 2"/2(cos"7jr+isin@),

4
1_‘71:2”/2 E_E
( i) (cos 1 isin 1 ),
obtenemos
z > nmy 1
- 1 — 9n/2 _> it
(z—1)(22—22+2) ;( )
y por tanto

nm
X COS —4

4.4.5 Funciones de transferencia.

La funcién de transferencia asociada a la transformada Z se define de forma andloga a la funcién de
transferencia asociada a la transformada de Laplace. Consideremos en este contexto una ecuacion
en diferencias finitas de la forma

UnYk+n T On—1Yk+n—-1 + .- T Q1Yg+1 + QY = Tk, (4.8)
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siendo a; € R, 0 < 7 < n. Entonces, suponiendo que y; = 0 ¢ < k, tomando la transformada Z
obtenemos que
(2" 4 an 12" P+ a1z + ao) Z[y) (2) = Z[ur](2),

por lo que
1

Z Zlue!(2).
() = 2™ + A 12"+ ...+ a1z + ag el (2)
Se define enotnces la funcién de transferencia asociada a la ecuacién como

T(z) = Zlye](2) _ 1
Z[uk](z) an2™ + an—lzni1 +...taz+ CL().

Podemos estudiar entonces la estabilidad de la ecuacién entendiendo ésta de forma andloga al caso
continuo estudiada en el tema anterior, es decir, si para toda solucién asociada a una condicién inicial

dada se verifica que
lim y; = 0.

k—o0
El siguiente resultado caracteriza la estabilidad del sistema en base a los polos de la funcién de
transferencia.

Theorem 13 FEl sistema dado por la ecuacion (4.8) es estable si y sdlo si todos los polos de la
funcion de transferencia verifican que |z| < 1.

4.5 Ejercicios

1. Determina el radio de convergencia de las series de potencias:

@5 ()3 2" (© > gtz =iy
o:ol | n;l n;l
(d) % o ()Y 2n 2 63 B+ (-1)") (2+2)
g) Z cos(ni) 2" (h) Z(n +a") 2", (a>0) (i) Z (_7?” 2"
2. Calcula las series de potencias centradas en 0 de las siguientes funciones indicando su bola de
convergencia.

(a) f(z) = = (b)f(2) = 243+ z+1 (o) f(2) = o1y
(d) f(2) = Lo(z+1) (e)f(z) =€ (f) f(=) = Zap
(8) f(z) =cos(z?)  (h)f(z) = 535 (i) f(2) = =

3. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudia su carédcter en
la frontera del dominio de convergencia.

C)IEN0) DENC) =t
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4. Calcula el desarrollo en serie de potencias de las funciones siguientes en el punto que se indica.
Determina ademés el radio de convergencia de dicha serie.

1
(a) senz, zg=1 (b) e*, 2z =1 (c) T A= 0
-z
22 2
(d)z+2, 20=0 (e)Z+2, zp=1 (f) Lr(2), 2z0=-—1
z sen z
(g)m, 2 =0 (b) ~— =0
5. Dada la funcién f(z) = 17, calcula el valor de f(1).

6. Calcula la serie de Laurent de la funcién f(z) = -1 alredor de 2 y de 0.

7. Determina la serie de Laurent de la funcién f(z) = alrededor de los puntos zy = 0,

1

z(1—z)
2o=1y 2z =1.

8. Calcula las series de Laurent centradas en 0 de las siguientes funciones indicando su anillo de
convergencia.

(a) f(z) = =& (b)f(2) = 2= (c) f(2) = 7
= )= ) )= =t
— 21 1 f

() = sasop

9. Calcula la serie de Laurent de las siguientes funciones alrededor de los puntos que se indican:

(a) 22e¥*,  2=0 (b) /(=2 2 =1
(c) zsen(1/(z—1)), z=1 (d) cos(1/z), 2=0

10. Sea funcién f(z) = Ln(z), ipuede escribirse dicha funcién como una serie de Laurent en un
cierto anillo alrededor del punto zy = 07 ;Por qué?.

11. Calcula la serie de Laurent de f(z) = m alrededor del punto z; = i.

12. Calcula el desarrollo de Laurent alrededor de los polos de la funcién:

(z—1)(z—2i)

f(z) =

13. Encontrar la transformada 7 de las siguientes sucesiones determinando su conjunto de conver-

gencia.
(a) yp =n+ 1. (b) y, = (0,1,0,1,0,1,...). (c) y, = n*.
(d) y, = (0,1,1,1,..). (e) Yy = 2% (f) yp = 1+ 2"
(8) yn = 1/27. (h) yp = n3". (i) yn = (0,1,0,2,0,4,...,0,2", ...).

26
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14. Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas:

(a) Ynt2 T Ynt1 — 2yn = 0. (b) Yn+2 — Yn+1 — 2yn = 0. (C) Yn+t2 T )\zyn =0 donde A € R.
(d) Ynt+2 = 2Unt1 + Yo = 0. (€) Ynt2 — 4Yny1 — 12y, = 0. () Yns2 + 2yn41 + yn = 0.
(g) Ynt2 + 2Yns1 — 3yn = 0. (h) Ynt3 — Ynt2 T 2Yni1 — 2yn = 0. (1) Ynta + Yni2 — 2yn = 0,

15. Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas:
(a) Ynt+2 T Yns1 — 2yn = 2", (b) Yn+2 = Ynt1 — 2Yn = 2. (C) Ynt2 — 2Uns1 + Yn = 1.
(d) Yny2 + yo = n*. (€) Ynr2 = AYns1 — 1240 = 02" (f) Yns2 + 2Yns1 + Yo = 0’
(&) Ynt2 +4yn =n(=1)". (h) Yns2 = 2¥Yn+1 + 6yn = 3"+ 0. (1) Yn+s — Ynt2 + 2¥nt2 — 2y = (-1

16. Resolver los siguientes problemas de condiciones iniciales:

2

Unt2 t 2Uni1tYn =1 Ynt2 + Yniy1 — 2Yyn =0 Ynt2 — 4Ynt1 — 12y, =0
(a) § % =0 (b) ¢ w=1 ()4 %=0
=1 =2 y:1(0) =1
Yn+2 — 2yn+1 +Yn = 1 Yn+2 — 4yn+1 +Yn="n Ynt2 T Yn =1
(d) § vo=0 (e) § vo=1 (f) 3 =0
y1 =20 y1 =20 y1 =0
yn+_3 I Yn+2 + 2Ynt1 — 2yn = 2 Ui+ Y = 10+ 2 Uiz — Uni — 24 = 1
() ¢ () { vo=1 ()3 =1
=0 yr=—1 y=—1
y2 =1

17. Determinar cudles de las ecuaciones anteriores son estables.

18. Obtener la solucién de los siguientes circuitos digitales suponiendo condiciones iniciales nulas:

= .
AN D o

(vo
-

N
1 = [ ',-::KS ) - D = Un
B
: ()t
NS

o7



SERIES DE POTENCIAS Y DE LAURENT.

+\_ 7/

- [ - Un

©
.

Y
b2
'y

19. Calcular el comportamiento asintético (limite cuando n tiende a infinito) de la solucién de los

siguientes circuitos digitales:

(2_., 1,, 1., ...} * i j’ D = Un
1_|_
) S—
2
T,
l—— D —— /: = D = ln
. o
) \2)

o8
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I.Ilrlf- -"-‘\I |
-.\:S ) o D = D = Un
—t+
) 1\
+ IK__l_,«"I-‘
+ I/]__"IE‘:;' 1
N
o i i .
'L\\:_c)j' i D - D - yﬂ
-~ |'l-f_ \\'.. L
.\-3 /,1

29



SERIES DE POTENCIAS Y DE LAURENT.

60



Capitulo 5

El Teorema de los residuos.

Sumario. Concepto de residuo y métodos de cédlculo. El Teorema de los residuos.
Aplicaciones.

5.1 Residuo de un punto

Sean f(z) una funcién de variable compleja y 2y € C una singularidad aislada de f(z). Se define el
residuo de f en zy como

Res(f(2), 20) = a_1,

donde a_ es el coeficiente de la serie de Laurent centrada en zy definida en un anillo de convergencia
A(z0,0,R), R > 0, de la forma

[e.9]

Z an(z — 20)".

n=—oo

Por ejemplo, si f(z) = e'/?, se tiene que 0 es su tnica singularidad. Como para todo z del anillo
A(0,0,00) se tiene que

o0
1z 11
e = E _l_n’
“~nlz
se tiene que

Res(e/?,0) = % =1
A pesar de esta definicién, no serd necesario calcular el desarrollo de Laurent de una funcién para
calcular el residuo, aunque en el caso de las singularidades esenciales es ésta la tinica técnica de la
que dispondremos. En el caso de que la singularidad sea un polo de orden k, podremos calcular el
residuo de f(z) sobre éste de la siguiente manera. Supongamos que para todo punto del anillo de
convergencia A(zp, 0, R), R > 0, se tiene que

+§ anz—zo ,
Z—ZQ

n=1 n=0

M;r
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con a_ # 0. Si multiplicamos esta expresién por (z — 2g)*, se tiene que

k 9]
(2= 20 F() = 3 (e = )7 D (e — 20",
n=1 n=0

que como vemos es una serie de potencias. Si calculamos su derivada (k — 1)-¢sima

jz—k_ll[(z —20)"f(2)] = (k — 1)la_; + Zan(n +E)(n+k—1)(n+2)(z—2)"",

n=0
de donde, tomando limites cuando z tiende a 2y, obtenemos

dkfl

Jim (e — 20 (2)] = (k= Dl
o equivalentemente, teniendo en cuenta que Res(f(z),20) = a1,
1 dF 5
Res(f(2), 20) = lim [(z = 20)"f(2)].

(k — 1)l z—z20 d2zk—1

Esta férmula serd la més utilizada en la préctica a la hora de resolver problemas. Por ejemplo,
la funcién f(z) = m tiene dos singularidades aisladas, 0 y 1, que son polos de 6rdenes 2 y 1,
respectivamente. Entonces, los residuos en dichos puntos los calcularemos con las férmulas

Res(f(2),1) = lim(z —1)f(z)

. 1
= Imz =l
y
Res(f(2),0) = = lim—-[2f(2)]
1! 2=0dz
= lim_—1 =—1.

=0 (z — 1)2

5.2 El Teorema de los residuos

El Teorema de los residuos es uno de los resultados claves de la asignatura, ya que es un resumen de
practicamente todo el andlisis complejo que se ha estudiado. Presenta también aplicaciones al célculo
real de las cuales estudiaremos una pequena muestra durante el curso. Aunque existe una versién
del mismo para curvas cerradas en general utilizando el concepto de indice de un punto respecto a
una curva cerrada, se explicard aqui el resultado para curvas de Jordan.

Theorem 14 (de los residuos) Sea v una curva de Jordan C* a trozos orientada positivamente.
Sea f(z) una funcion derivable en 1(vy) excepto para una cantidad finita de puntos singulares aislados
21,22, ey 2n € 1(7y). Entonces

/f(z)dz = QWiZRes(f(z) z
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Demostraciéon. Al haber una cantidad finita de singularidades aisladas, existird un nimero real
r > 0, suficientemente pequeno, de manera que las circunferencias V5 (t) = 2z + ret, t € [0,2n],
1 < 5 < n, estan en el interior de 7, no se cortan entre si, y cada una contiene en su interior una y
s6lo una de las singularidades de la funcién. Aplicando el Teorema de Cauchy para un conjunto de

curvas, se tiene que
[t@a=3" [ e
Y j=1"v7
con lo que el teorema estard demostrado si probamos que
/ F(2)dz = 2mi Res(£(2), ), (5.1)
3

paral <7 <n.
Ahora bien, dentro de cada circunferencia se verifica que

= Z an(z — 2;)",

por lo que
/ f(z)dz = / Z an(z — 2;)"dz
V5 Vi n=—o0

Calculamos aparte >~ fv- an(z—2j)"dz. Sin > 0, la funcién a,(z—z;)" es derivable por tratarse
J

[y‘an( 2 )dz = 0

J

de un polinomio, por lo que

por el Teorema de Cauchy. Si n = —1, entonces

2w
a_q 1
/ dz = a_ / —tme”dt
vy 2% g Tée

= 2mia_y = 2mi Res(f(2), z;).

Finalmente, si n < —2, se tiene por las férmulas integrales de Cauchy para la derivada que

a 211
M dy == U, =0,
/v- (z—z)™ (—n—1)17 ()

donde ¢(z) = ay.
Asi, la igualdad (5.1) es cierta y

/f dz—z f dz—2mZRes 2;),
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con lo que termina la prueba del teorema.[]
Por ejemplo, para calcular
Z?
4 22z —1)

con y(t) = 2¢", t € [0,2n], basta con darse cuenta que las singularidades aisladas del integrando,
0 y 1, estdn dentro de la curva, con lo que aplicando el teorema de los residuos tenemos que, si

denotamos f(z) = 22(2171),

/ﬁdz = 2mi[Res(f(z),0) + Res(f(z),0)]

— 27i[-1+1]=0.

5.3 Aplicaciones al cdlculo de integrales reales

Para finalizar este tema explicaremos algunas de las prometidas aplicaciones del Teorema de los
residuos al cédlculo real, especialmente al célculo de integrales definidas. Por motivos de tiempo no
serd posible hacer demostraciones de todas las férmulas que se obtendrdn a continuacién, que seran
objeto de estudio durante las clases préacticas de la asignatura. Los alumnos ya habran estudiado las
integrales impropias durante la asignatura de primer curso fundamentos matemdticos de la ingenieria,
pero haremos un pequeno resumen de las nociones béasicas sobre este tipo de integrales. Las integrales
que consideraremos son las siguientes:

) fo% f(cost,sint)dt donde f(x,y) = P(z,y)/Q(x,y) donde P, son funciones polinémicas.
Estas integrales se obtendran calculando los residuos en el circulo unidad de una funcién a
determinar de un modo estandar.

e [ P(t)/Q(t)dt donde P,Q son funciones polinémicas tales que deg(Q) > deg(P) + 2 (deg
denota el grado del polinomio), y Q(x) # 0 para todo x € R. Estas integrales se obtendrén a
partir de la férmula

/ T PW/Qdt =271 Y Res(P/Q, 2).

> Im(z)>0

o [7° P(t)cos(at)/Q(t)dt y [ P(t)sin(at)/Q(t)dt donde a € R, a > 0, y P,Q son funciones
polinémicas tales que deg(Q) > deg(P) + 1y Q(x) # 0 para todo x € R. Estas integrales se
obtendran como partes real e imaginaria de [*°_P(t)e'™ /Q(t)dt que se calcula con la férmula

/ h P(t)e™ /Q(t)dt = 2mi Y Res(f,2),

> Im(z)>0

con f(z) = e**P(2)/Q(2).

e [* P(t)/Q(t)dt donde P,Q son funciones polinémicas tales que deg(Q) > deg(P) + 2 y todo
cero real de @) tiene a lo sumo multiplicidad 1. El valor principal de esta integral dado por

r

tim [ P()/Q()dr
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se obtendra calculando

2mi Z Res(P/Q, z) + mi Z Res(P/Q, z).

Im(z)>0 Im(z)=0

o [7 P(t)cos(at)/Q(t)dt y [ P(t)sin(at)/Q(t)dt donde a € R, a > 0, y P,Q son funciones
polinémicas tales que deg(Q) > deg(P) + 1 y todos los ceros reales de @ son simples. En este

caso
r

lim P(t)e™ /Q(t)dt = 2mi Z Res(f, z) + mi Z Res(f, 2)

r—oo [
Im(z)>0 Im(z)=0

donde f(z) = €%*P(z)/Q(z), de donde podemos obtener los valores principales de las integrales
anteriores.

5.4 Ejercicios

1. Determina y clasifica las singularidades de las funciones:

(2) z —1z3 (b) 1 —T— z4 (c) (1 i52)2

1 2241 1 1
(d) z(22+4)2 (€) e? (£) s —1 =z
(8) e

2. Calcula los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades.

1 22 1
(@) 35— (b) Z+1) () =2
sen z 1
(d) (z+1)3 () tg 2 (®) senz
(8) €= (h) sen (z)sen (1/2) (i) CESIE
() 22T () zeos(1)2) ) —

3. Calcula los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades, indicando ademds de qué
tipo son dichas singularidades.

senz 1 z — senz
@ &)= s B =ct (@he)="2
4. Calcula los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades, clasificando éstas previa-
mente.
22 : z — senz
— b — 1/(z—2i) h _ L ore
R e e S OF O R M HIOEE
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5. Utiliza el teorema de los residuos para calcular las integrales siguientes:

/62 v(t) =3¢, t €0, 2n]
z
/ 2el/2 g v(t) = 3, t €0, 2]
z it
/22—22 () =3e", t €]0,2n]
EESy e (t)—2+eit t € [0, 2n]
z—]_ Z? fY - 27 ) ™

6. Sea y(t) = 1+ re, ¢t € [0,2n]. Calcular en funcién del pardmetro r el valor de las siguientes
integrales:

z—1
—d
(a)[/z3+222+z ?
2z
b —d
()[/24—1-222—1-1 &
2
z
Gp——
(c) /76 23 —222+1 &

(d) /zQel/zdz.
v

7. Sea 7 el cuadrado de vértices (R, R), (—R, R), (—R, —R) y (R, —R) recorrido en sentido posi-
tivo. Determinar las integrales siguientes en funcién del pardmetro R.

z—1
—d
(2) /723%—222—!—2 :
2z
(b) /724—1—2,22—1—1612

2

z
fe————dz.
(c) /76 23— 22241 :

(d) / 22t *dz.
gl

8. Calcula el valor de la integral

1/z
/.e dz
712—1—2
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siendo 7 la curva cuyo rango se representa en la figura siguiente.

f__u_.;: .
/ D
lr' ,/
— ‘EIII -:__HKHE *
x\ B ';;:I
e
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