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Consideraciones previas

Introduccién a MAXIMA vy a las
practicas

1. jQué es MAXIMA 7?

MAXIMA es un programa que permite hacer célculos mateméticos complicados
con gran rapidez. La version 0.8.1 con la que vamos a trabajar tiene dos modalidades
de uso:

» mediante ventanas de iconos o

= por sentencias predefinidas.

Para entendernos, es como una especie de calculadora gigante a la que no sélo
podemos pedirle que haga calculos numeéricos, sino que también hace derivadas,
célculo de primitivas, representacion grafica de curvas y superficies, factorizacion de
polinomios, etcétera.

Abordamos en estas practicas una iniciacion a MAXIMA  partiendo desde cero e
intentaremos poner de manifiesto su utilidad a la hora de trabajar con expresiones
matematicas complicadas, permitiendo hacer éstas con poco coste de tiempo.

Sera necesaria por parte del alumno una lectura previa de estas préctica antes
de empezar a trabajar con el programa. Esta lectura previa tiene por objeto el
conocimiento de ciertas sentencias clave que permiten el manejo del programa. Al
igual que al aprender el manejo de una calculadora cientifica es necesario leer las
instrucciones de la misma, estas notas pueden ser ttiles para aprender el manejo de
MAXIMA .



Observaciones para realizar las practicas 3

Por otra parte, a pesar de la potencia evidente del programa, hemos de hacer notar
que es necesario por parte del alumno un conocimiento matemaético tedrico de todas
las funciones y sentencias que vamos a usar. Por ejemplo, aunque una calculadora
multiplica niimeros con suma, facilidad, s6lo nos percatamos de su potencia en cuanto
conocemos dicha operacion y somos capaces de realizarla de un modo mucho mas
lento. Con MAXIMA ocurre lo mismo. Sélo conociendo tedricamente las operaciones
que MAXIMA realiza nos percataremos de su indudable utilidad.

2. Observaciones para realizar las practicas

Cada préactica se debe entregar en un fichero diferente y a ser posible todas en el
mismo disco. Los nombres de los ficheros deben ser:

= Practical NombreYApellidosDelAlumno.wxm,
= Practica2NombreYApellidosDel Alumno.wxm,

= etcétera.

Dentro de cada fichero, cuando empieces un ejercicio se debe quedar bien claro,
para eso, si vas hacer el ejercicio 1.5 tienes que indicarlo poniendo en una celda
Ejercicio 1.5. Después marcas dicha celda y le pones un tamano mayor de letra
(esta operacion la puedes realizar usando el mentt de MAXIMA |, elige Format, Style,
Subtitle o directamente usando la combinacion de teclas Alt-2).

En muchos de los ejercicios que se plantean en lo que sigue aparecen los pardmet-
rosa,b,c,d,e, f, g, h. Para dichos parametros tendras que elegir los siguientes valores:
a serd la ultima cifra de tu DNI, b la peniltima, ¢ la antepeniltima, etcétera. Si al-
guna de estas cifras es cero, cAmbiala por un 1. En el disco que entregues con las
practicas debes senalar en una etiqueta tu nombre, dos apellidos, titulacion y D.N.I.
Ademés deberas entregar este cuadernillo de practicas relleno.

3. Puesta en marcha. Operaciones algebraicas

Cuando se arranca MAXIMA aparece una pantalla blanca vacia. En ella podemos
escribir aquellas operaciones que queremos que realice. Una vez tecleada la operacion,
hemos de pulsar las teclas shift + enter para obtener el resultado. Por ejemplo,
supongamos que queremos hacer la operaciéon 2+2. Teclearemos entonces

2+2

en la pantalla. A continuaciéon pulsamos shift + enter y aparecera lo siguiente en
pantalla:
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Puesta en marcha. Operaciones algebraicas 3

(%il) 2+2;

(%o01) 4

Una cosa que hay que tener en cuenta es que (% il) y (% ol) los escribe el
ordenador para ir numerando las 6rdenes que vamos poniendo.

Con MAXIMA podemos realizar las siguiente operaciones algebraicas:

r+y — suma
r—1y — resta
x/y —  division
rxy — producto
'y 6 xxxy —  potencia xY
x! — factorial de x
Ejemplo .1. (%i1) 2+2;
(%o01) 4
(hi73) 2x%3;
(%073)8
(%i74) 3*x2;
(%074)9
(%175) 3%2;
(%075)6

(%182) 2xx500;

Ano 2009/2010 5



(%082)
327339060789614187001318969682[91digits]|217256545885393053328527589376

Como vemos en el anterior resultado no nos ponen todos los digitos del resultado.
Nos dice que, en este caso, hay 91 digitos que no esta mostrando. Podemos saber
cuales son los digitos omitidos yendo al menu Maxima— Cambiar pantalla 2D y
escogemos ascii. Por ultimo, repetimos la operacion y obtenemos:

(%184) 2xx500;

( %084)32733906078961418700131896968275991522166420460430647894832913680961337
96404674554883270092325904157150886684127560071009217256545885393053328527589376

MAXIMA es un programa de célculo simbélico y haré las operaciones que le en-
comendemos de manera exacta, por ejemplo la suma de dos fracciones sera una
fraccion y no cambiara raices cuadradas por su valor numérico salvo que se lo pi-
damos usando las siguientes sentencias.

» float( ntmero) : da la expresion decimal de ntmero (por defecto
usa 16 digitos)

= nimero,numer: da la expresion decimal de nimero

» bfloat(nimero): da la expresiéon decimal larga de niimero. El resulta- float
do acabara con b seguido de un niimero n, lo que significa multiplicar bfloat
por 10™. La precision que nos brinda el programa se puede modificar
cambiando los valores de fpprec como ponemos de manifiesto en los
ejemplos.

Ejemplo 1.2. (%1i1) %pi;

(%o01) 7

(%1i2) 2~100;

(%02) 1267650600228229401496703205376

(%hi3) 2/3+5/8;
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(hid) float(%pi);

(%04) 3.141592653589793
(%i5) float(2%%100);

(%05) 1.2676506002282294 10+3°
(%i6) float(2/3+5/8);

(%06) 1.291666666666667
(%i7) bfloat (%pi);

(%07) 3.141592653589793b0
(%i8) fpprec:200;

(%08) 200

(%i9) bfloat (%pi);

( %09)
3.1415926535897932384626433832[142digits|852110555964462294895493038260

(%110) set_display(’ascii)$

(%i11) bfloat(%pi);

( %011)3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816
406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408
12848111745028410270193852110555964462294895493038200



4. Funciones matematicas de interés

Las principales funciones matemaéaticas elementales se teclean en MAXIMA  del

siguiente modo:

sart(z) = \/x

exp(z) = e”

log(z) = log = (logaritmo nepe-
riano)

log(z)/log(b) = log,

sin(z) = senx

csc(x) = cosecante de x
cot(x) = cotangente de x
asin(x) = arcoseno de x

acos(x) = arcocoseno de x

atan(z) = arcotangente de x

sinh(z) = seno hiperbolico de
x

cosh(x) = coseno hiperbolico
de x

tanh(z) = tangente hiperboli-
co de x

asinh(z) = arcoseno hiperboli-
co de x

acosh(z) = arcocoseno hiper-
bolico de z
atan A\ _ At o o

al COLAlIZCLILE

} pu—
hlperb lica de =

abs(z) = |z|

Funciones relativas al calculo con niimeros naturales

n! = factorial den

primep(n) mnos dice si el
ntmero natural n es primo.

oddp(n) nos dice si el niamero
natural n es impar.

evenp(n) nos dice si el nimero
natural n es par.

factor(n) = da la descom-
posicion en factores primos del
niimero natural n

divisors(n) nos da los divi-
sores del nimero n.

remainder(n,m) nos da el
resto de la divisién de n entre
m.

quotient(n,m) nos da el co-
ciente de la divisién de n entre
m.

binomial(m,n) = (")

funciones
mateméticas

calculo con
naturales



Funciones relativas al calculo con nimeros complejos

Empezamos aclarando que %j representa al nimero imaginario unidad ¢ = v/—1.
Las operaciones aritméticas basicas se realizan como se han definido antes. Ademas
podemos utilizar las siguientes funciones:

» rectform(z) nos da la forma jo z.
binémica del ntimero complejo
. » polarform(z) nos da la forma

polar del nimero complejo z.
» realpart(z) devuelve la parte
real de z. = conjugate(z) = devuelve el
conjugado del ntimero z
» imagpart(z) devuelve la parte

imaginaria del nimero comple- = abs(z) nos da el modulo de z.

Constantes matematicas

fpi = o~ 3.14159
he = e~ 2.71828

inf = o

Moo= i=+v—1

1+5
2

Jphi = ¢ = (ntimero de oro)

5. Definicién de variables y funciones

5.1. Variables

Supongamos que tenemos que hacer una serie de calculos en los cuales interviene
repetidamente una constante, como por ejemplo la constante de la gravitacion uni-
versal, o en los que interviene repetidamente la funcion f (z) = (1.45)". Se hace
necesario entonces definir variables y funciones con estos valores a la hora de re-
alizar calculos. Las variables y las funciones pueden ser designadas por letras o por
sucesiones de letras.

Veamos como se hace esto con MAXIMA . Supongamos que queremos definir la
constante de la gravitacion universal G = 6.67 x 107! con MAXIMA . Entonces
deberiamos hacer

(%154) G:6.67*x10%*(-11);

calculo con
complejos

Jiphi

%e

%inf
%hi



(%054) 6.6710

Si ahora tenemos dos cuerpos de masa 3K g separados a una distancia de 10m la
fuerza con la que se atraen es

(%i55) G*3%%x2/100;

(%055) 6.0030000000000002 10~ *2

Algunos comandos relacionados con la gestion de variables son los que siguen.

m kill(al,a2,...) elimina los valores de las variables al, a2, ...
kill(all) borra todos los valores

» remvalue(varl,var2,...) borra los valores de las variables pasadas
como argumento

= values muestra las variables con valor asignado

) a } , a - varias vari bir vari hro.
Si en una misma linea queremos definir varias variables, o escribir varias expre
siones debemos separar estas con ”;”

9 .

5.2. Funciones

Abordemos ahora la definicion de funciones. Para definir la funcién de una vari-
able f (x) = (1.45)" se tiene que introducir la orden:

(%i61) f(x):=1.45%xx;

(%o061) f(2) = 1.45°

Una vez definida la funcion se puede utilizar como cualquier otra definida en
MAXIMA :

(%i66) £(.3);

kill
remvalue

values



( %066) 1.11791916279868

Tienes que tener en cuenta el siguiente detalle a la hora de definir una funcion:

(135

= El “igual” de la definiciéon para MAXIMA es la combinacién “:” més

“w_n

También se pueden definir funciones que dependan de més de una variable. Por
ejemplo:

(%164) AreaRectangulo(base,altura):=base*altura;

(%064) AreaRectangulo (base, altura) := base altura

(%165) AreaRectangulo(2,4);

( %065) 8

Funciones recurrentes

Una de las ventajas de los lenguajes de programacion es la definicion de fun-
ciones por recurrencia. Aunque MAXIMA tiene definida una funciéon para calcular
el factorial de un ntimero bien la podriamos haber definido como sigue:

(%168) calculafactorial(n):= if n=1 then 1 else n*calculafactorial(n-1);

( %068) calculafactorial (n) := ifn = 1thenlelsen calculafactorial (n — 1)

(%171) calculafactorial(7);

(%o71) 5040

Quizas hace falta explicar la secuencia de control:



if condicion then accion si condicion es verdadera else accion st condicion es
falsa

Finalmente si queremos borrar funciones que hayamos definido nosotros usaremos
el comando remfunction como describimos.

= mmarefocan Ao (
B reCcliurncuvlioll \

simbolos f1, ..., fn. remfunction

» remfunction (all): desliga todas las definiciones de funciones.

6. Aprovechando calculos anteriores

A veces, es posible que tengamos que hacer una sucesion de calculos consecutivos
de manera que cada nueva operacion se basa en la anterior. Parece necesaria entonces
una sentencia que nos remita a resultados anteriores. Dicha sentencia es %. Por
ejemplo, si queremos calcular cos (sen 20°) tendriamos que calcular primero sen 20°,
para después calcular el coseno de dicha cantidad. Esta operacién podriamos hacerla
del modo siguiente:

(%116) grados: 2x*%pi/360;

s
(%016) @
(%117) sin(20*grados);

LT
(%017) sin (§>

(%i18) cos(%);

(%018) cos <sin <g>)

(%i19) bfloat(%);

(%019) 9.420790505828131b — 1

Para remitirnos a un resultado obtenido en el paso n debemos escribir %on.



7. La ayuda de MAXIMA

El entorno MAXIMA permite acceder a la amplia ayuda incluida con Maxima de
una manera grafica. Desde la linea de comandos tenemos algunas érdenes que nos
pueden ser ttiles.

» describe(expr) 6 Texpr nos da informacién sobre expr
= example(expr) devuelve un ejemplo de expr

= apropos("expr") nos dice qué comandos estan relacionados con expr

= 77expr nos devuelve los comandos que contienen expr

8. Resolucién numérica de ecuaciones

Supongamos que queremos resolver la ecuacion polinémica 22 + 2z — 7 = 0. En
primer lugar, en MAXIMA dicha expresion debe escribirse "2+ 2*x —7 = 0. Una
vez que sabemos como escribir ecuaciones, el comando para resolverlas en MAXIMA
es solve Asi, para resolver la ecuacion anterior escribiremos

(%120) solve(x~2+2*x-7=0,x);

( %020) r=-2v2—-1,2=2v2-1]

Utilizando el comando float obtenemos soluciones numéricas aproximadas a
partir de las expresiones exactas sencillas —1 — 2v/2 y —1 + 2v/2.

(%i21) float(%);

(%021) [x = —3.82842712474619, v = 1.82842712474619]

El comando solve admite diferente usos. Los comentamos ahora.

» solve(expr, X)
= solve(expr)
= solve (leqn 1, ..., eqn n|, [x 1, ..., x 1])

» multiplicities: es una variable que define el sistema cuando resolve-
mos una ecuacion y que contiene las multiplicidades de las soluciones
encontradas en la ultima ejecuciéon de solve o realroots.

describe
example

apropos
77

solve



Este comando resuelve la ecuacion algebraica expr de incognita x y devuelve una
lista de igualdades con la x despejada. Si expr no es una igualdad, se supone que
se quiere resolver la ecuacion expr = 0. El argumento x puede ser una funcion (por
ejemplo, f(x)), puede omitirse x si expr contiene solamente una variable. El argumen-
to expr puede ser una expresion racional y puede contener funciones trigonométricas,
exponenciales, etcétera.

A la variable multiplicities se le asignard una lista con las multiplicidades
de las soluciones individuales devueltas por solve. La instruccién apropos(solve)
haréd que se muestren las variables optativas que de algin modo afectan al com-
portamiento de solve. Se podra luego utilizar la funcién describe para aquellas
variables cuyo objeto no esté claro.

(%127) solve(x~6-17*x~5+115%xx~4-391%x~3+692xx~2-592*x+192=0,%) ;

(%027) [t=3,x=12=4]

(%i28) multiplicities;

(%028) 1,2,3]

Con estas 6rdenes vemos que el polinomio al que le hemos calculado las raices se
factoriza asi:

2% —172° + 1152* — 391 2% + 6922 — 5922 + 192 = (z — 3)(z — 1)*(z — 4)?

La llamada solve([egqn 1, ..., eqn n], [x 1, ..., x n]) resuelve un sis-
tema de ecuaciones polinémicas simultéaneas (lineales o no) llamando a linsolve o
algsys y devuelve una lista de listas con soluciones para las incognitas. En caso de
haberse llamado a linsolve esta lista contendra una tnica lista de soluciones. La
llamada a solve tiene dos listas como argumentos. La primera lista tiene las ecua-
ciones a resolver y la segunda son las incognitas cuyos valores se quieren calcular. Si
el nimero de variables en las ecuaciones es igual al nimero de incognitas, el segundo
argumento puede omitirse.

Por ejemplo el sistema x +y =2, v — 3y + 2 = 3, x — y + 2 = 0 puede resolverse
del siguiente modo

(%129) solve([x+y=2,x-3*y+z=3,x-y+z=0]) ;



( %029) [[z=—5,y:—g,x: g]]

(%130) solve([x+y=2,x-3*y+z=3,x-y+z=0], [x,y,2]);

(%030) o= 2y=—32= 5]

Ejercicio 1. Factoriza el polinomio
2® — 142" + 89 2% — 336 2° + 820 2" — 1328 2% + 14122° — 912 & + 288,
para ello se pide:
1. Calcular las raices de p(x) y sus multiplicidades.

2. Dar la factorizacion.

3. Dar el producto de todas las raices del polinomio (teniendo en cuenta sus
multiplicidades).

9. Calculo de limites

MAXIMA tiene también una sentencia para calcular limites funcionales. Este
comando es 1imit y tiene diferentes usos:

» limit (expr, x, val, dir)
» limit (expr, X, val)

» limit (expr)

La funcién 1imit calcula el limite de expr cuando la variable real x se aproxima
al valor val desde la direccion dir. El argumento dir puede ser el valor plus para un
limite por la derecha, minus para un limite por la izquierda o simplemente se omite
para indicar un limite en ambos sentidos.

La funciéon limit utiliza los simbolos especiales siguientes: inf (més infinito)
y minf (menos infinito). En el resultado también puede hacer uso de und
(indefinido), ind (indefinido pero acotado) y infinity (infinito complejo). La variable
lhospitallim guarda el nimero maximo de veces que la regla de L’Hopital es
aplicada en la funciéon limit, evitando bucles infinitos al iterar la regla en casos
como limit (cot(x)/csc(x), x, 0). Si la variable tlimswitch vale true, hard que la

limit

inf

minf

ind

unf
infinity



funcién limit utilice desarrollos de Taylor siempre que le sea posible. La variable
limsubst evita que la funcion limit realice sustituciones sobre formas desconocidas,
a fin de evitar fallos tales como que limit (f(n)/f(n+1), n, inf) devuelva 1. Dandole a
limsubst el valor true se permitiran tales sustituciones. La funcién 1imit con un solo
argumento se utiliza frecuentemente para simplificar expresiones constantes, como
por ejemplo limit (inf-1). La instrucciéon example(limit) muestra algunos ejemplos.

Por ejemplo, si queremos calcular lim, .o *>*, debemos escribir.

(%i36) limit(sin(x)/x,x,0);

( %036) 1
Asi que, el limite lim,_ fi‘;jjgfﬁ) que aparecio en el examen de febrero de 2006
y que requeria hacer un desarrollo de Taylor de orden 6 se calcularia con MAXIMA
como:

(%142) 1limit(sin(x~2)"3/(1-cos(x~3)),x,0);

(%042) 2
Otros ejemplos faciles de entender con la explicacion del comando:

(%137) limit(sin(x)/x,x,inf);

( %037) 0

(%138) limit(1/x,x,0);

( %038) infinity

(%139) limit(1/x,x,0,plus);

(%039) 00

(%140) 1limit(1/x,x,0,minus);

( %040) —00



10. Condicionales y bucles

La base de la programacion de los algoritmos numéricos son los condicionales y
los bucles. Una breve explicaciéon del uso de if la puedes encontrar en la pagina 11.

Para los bucles disponemos de for, que tiene las siguientes variantes:

» for <var>:<vall> step <val2> thru <val3> do <expr>
» for <var>:<vall> step <val2> while <cond> do <expr> for

» for <var>:<vall> step <val2> unless <cond> do <expr>

Cuando el incremento de la variable es la unidad, se puede obviar la parte de la
sentencia relativa a step, dando lugar a

» for <var>:<vall> thru <val3> do <expr>
» for <var>:<vall> while <cond> do <expr>

s for <var>:<vall> unless <cond> do <expr>

Cuando no sea necesaria la presencia de una variable de recuento de iteraciones,
también se podra prescindir de los for, como en:

» while <cond> do <expr>
while
= unless <cond> do <expr>. unless

(%i1) for k:0 thru 8 do (angulo:k*}%pi/4,print(
"El valor del seno de ",angulo, "es",sin(angulo)));

El valor del seno de 0 es 0

El valor del seno de

INE
g 2
— Sk

El valor del seno de

(MIE

El valor del seno de

[
2
Sl

El valor del seno de 7 es 0

El valor del seno de %r es —g
El valor del seno de 3{es -1
El valor del seno de %“ es —§

El valor del seno de 27 es 0

(%o01) done



(%13) for k:0 while k<3 do print(k);

(%03) 012 done

(%i4) for k:0 unless k>3 do print(k);

(%o04) 0123 done

Si queremos sumar los cuadrados de los 10 primeros nimeros naturales con un
bucle while .. do escribiremos:

(%i13) suma:0;

indice:0;

while indice<=10 do (suma:suma+indice**2,indice:indice+1);
print (suma) ;

(%o016) 0 Odone 385

Para realizar sumatorios, como no podia ser de otra forma, MAXIMA tiene im-
plementada la funciéon sum.

sum(expr, i, 0, i1)

Representa la suma de los valores de expr segun el indice ¢ varia de 70 hasta 1.
Si la diferencia entre los limites superior e inferior es un nimero entero, el sumando
expr se evalua para cada valor del indice i, siendo el resultado una suma en forma
explicita. En caso contrario, el rango del indice no esta definido, aplicindose entonces
algunas reglas que permitan simplificar la suma. Cuando la variable global simpsum
valga true, se aplicaran reglas adicionales.

(%117) sum(i**2,i,1,10);

(%017) 385

Ejercicio 2. 1. Calcular la suma 7+9+114+134...+131 =

2. Calcula, mediante un bucle for, la suma siguiente: > | —r =

sum



11. La sucesion de Fibonacci y el nimero de oro

En matemaéticas, la sucesion de Fibonacci es la siguiente sucesion infinita de
numeros naturales:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144 . ..

11.1. Historia de la sucesién

Antes de que Fibonacci escribiera su trabajo, la sucesion de los nameros de Fi-
bonacci habia sido descubierta por mateméaticos indios tales como Gopala (antes de
1135) y Hemachandra (c. 1150), quienes habian investigado los patrones ritmicos
que se formaban con silabas o notas de uno o dos pulsos. El ntimero de tales ritmos
(teniendo juntos una cantidad n de pulsos) era f,, 1, que produce explicitamente los
nameros 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, etc.

La sucesion fue descrita por Fibonacci como la solucién a un problema de la cria
de conejos: “Cierto hombre tenia una pareja de conejos juntos en un lugar cerrado
y uno desea saber cuantos son creados a partir de este par en un ano cuando es su
naturaleza parir otro par en un simple mes, y en el segundo mes los nacidos parir
también”.

De esta manera Fibonacci presenté la sucesion en su libro Liber Abaci, publi-
cado en 1202. Muchas propiedades de la sucesion de Fibonacci fueron descubiertas
por Edouard Lucas, responsable de haberla denominado como se la conoce en la
actualidad.

También Kepler describi6é los ntimeros de Fibonacci, y el matemético escocés
Robert Simson descubrié en 1753 que el cociente entre dos nimeros de Fibonacci
sucesivos se acerca al namero de oro. Esta serie ha tenido popularidad en el siglo
XX especialmente en el &mbito musical, en el que compositores con tanto renombre
como Béla Bartok, Olivier Messiaen u Delia Derbyshire la han utilizado para la
creacion de acordes y de nuevas estructuras de frases musicales.

11.2. Algunas propiedades para verificarlas con MAXIMA

Para verificar con MAXIMA que se cumplen las propiedades que vamos a ir enun-
ciando empezaremos por el siguiente ejercicio.

Ejercicio 3. Define una funcion llamada fibonacci que dependa de un argumento
(ntmero real) de manera que al ejecutar fibonacci(n) devuelva el término n-ésimo
de la sucesion de Fibonacci.

Propiedades



La razon o cociente entre un término y el inmediatamente anterior varia con-
tinuamente, pero se estabiliza en el niimero aureo. Es decir:

1, fﬁ+1__
im =@,

n—oo

n

1+V5

donde ¢ es el nimero de oro, es decir 522 (una de las soluciones de 2° —z—1 =

0)
Ejercicio 4. CL) Calcula los cocientes f100/f99, f100/f997 flOOO/f9997 f10000/f9999
y la diferencia que existe con el nimero aureo.

b) Calcula un namero n para el que f,/f,—; difiera del nimero aureo menos
que 10720,

¢) Calcula con la funcion limit el limite de la sucesion f,/f,_1.

La sucesion puede expresarse mediante otra formula explicita llamada forma
de Binet (de Jacques Binet). Si v = % y 8= #, entonces

_»an__ﬁn

f= "

an
yfn = %

Ejercicio 5.

Comprueba mediante un bucle for que se verifica la igualdad anterior para
valores de n entre 1y 50.

Dar el error que se comete en la aproximacion para n = 10000.

Cada namero de Fibonacci es el promedio del término que se encuentra dos
posiciones antes y el término que se encuentra una posicion después. Es decir

::jh—2*_j%+1

fo= 222

Ejercicio 6.
Comprueba que se verifica la igualdad anterior para n = 10000.

Lo anterior también puede expresarse asi: calcular el siguiente niimero a uno

dado es 2 veces éste niimero menos el nimero 2 posiciones més atras: f,.1 =

2¢ __ F£
“Jn Jn—2

La suma de los n primeros ntmeros es igual al nimero que ocupa la posicion
n + 2 menos uno. Es decir

fotrfitfot -t fo=fog2—1



Ejercicio 7.

Comprueba que se verifica la igualdad anterior para n € {1,2,...,50}.

A ti, maravillosa disciplina,
media, extrema razén de hermosura
que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, céarcel feliz de la retina,
aurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el universo armoénico origina.

A ti, mar de los suenos angulares,
Anr da lag cinen farmaa regiilarea

11Ul Ut lad ULLILY 1ULlIas 1TEULALTO,
dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compas ardiente.
Tu canto es una esfera transparente.

A ti, divina proporcién de oro.

Rafael Alberti

12. Manejo de expresiones simbdlicas

MAXIMA  dispone de unos comandos para manipular algebraicamente expre-
siones de los tipos que siguen:

1. Polinomios en una y varias variables.
2. Fracciones cuyo numerador y denominador son polinomios.
3. Expresiones trigonométricas.

4. Expresiones que contienen exponenciales y logaritmos.

Expresiones racionales

Supongamos que tenemos una expresion o formula de los tipos 1 6 2. Los coman-
dos que MAXIMA posee para manipular estas expresiones son los siguientes.



expand(arg): multiplica y realiza potencias en la expresion arg

expand(arg,n,m): multiplica y realiza potencias para grados entre -m
y n en la expresion arg

partfrac(frac,var) descompone en fracciones simples la fraccion frac
respecto a la variable var

factor(arg): escribe la expresion arg como producto de factores méas
sencillos

ev(arg,condl,...,condn): evalia la expresion arg asignando los valores
que se le van indicando a continuacion;

simp: es una variable que por defecto toma el valor true. Si la defin-
imos a false evitaremos todas las simplificaciones.

radcan(arg): transforma arg a su forma canénica, que es un formato
que Maxima utiliza para reducir expresiones algebraicas equivalentes
a una forma tnica.

ratsimp(arg): también simplifica cualquier expresion racional. El re-
sultado se devuelve como el cociente de dos polinomios. En ocasiones
no es suficiente con una sola ejecucion de ratsimp, por lo que sera
necesario aplicarla mas veces, esto es lo que hace fullratsimp.

(%i132) q: (x+3)°5-(x-a) "3+ (x+b)~(-1)+(x-1/4)"(-5);

(%0132)

(%1133) expand(q);

factor
ev

simp
radcan
ratsimp

fullratsimg

1
+ +2°4+15 24489 23 +3 a 224270 22 —3 a® x+405 x+a>+243
i



(%1134) /xcon esta orden no desarrollamos todas las potencias*/
expand(q,3,2);

1
+(z+3)° -2 +3a2®>-3a*r+ ——— +d°

(%0134) o . %)5

(%1135) ev(qg,a:3,b:2);

5 3
(%0135) (x+3) +x+2+($_l)5_(x_3)
(%i141) simp:false;
(%o0141) false
(%hi142) 2+3+5;
(%0142) 24345
(%i143) simp:true;
(%0143) true
(%1144) %o0142;
(%o0144) 10

(%1145) expr: (x~2-x)/(x~2+x-6)-5/(x"2-4);

-z 5
145 —
(70145) 24+r—6 22—-4




(%i146) factor(%);

(x —3) (2 + 42 +5)
(x —=2) (z+2) (z+3)

(%o0146)

(%1149) expand(expr);

x? x 5

%0149 — —
(70149) >2+r—6 224+x—-6 22-—-4

(%1150) partfrac(expr,x);

12 5 17
(70150) 5etd) 1@+ wWeoy

(%i151) (x~(a/2)-1)"2%(x"~(a/2)+1)"2 / (x~a-1);

(% —1)" (3 +1)°

(%o0151) o
(%i152) fullratsimp(%);
(%0152) -1

Expresiones logaritmicas

MAXIMA dispone de algunas variables globales que permiten al usuario darle al
motor simboélico ciertas directrices sobre qué debe hacer con las expresiones, como
reducirlas o transformarlas. Algunas de ellas controlan las transformaciones de loga-
ritmos y de trigonometria. La variable logexpand puede tomar los valores false, true
(por defecto) y super. La primera opcion es la mas restrictiva y no realiza transfor-
maciones logaritmicas, true realiza algunas y super todas las que el programa tiene

definidas.

logexpand



(%1160) log(x~r)-log(x*y) + axlog(x/y);

(%0160) —log (xy) + alog (g) + rlog ()

(%1162) expand(%i160);

(%0162) —log (xy) + alog <§> + rlog (x)

(%1163) logexpand:false;

(%0163) false

(%i164) expand(%i160);

(%o164) —log (xy) + alog (%) + log (x")

(%1169) logexpand:true;

(%0169) true

(%i170) expand(%i160);

(%0170) —log (xy) + alog <§) +rlog ()

(%1171) logexpand:super;

(%0171) super



(%i172) expand(%i153);

(%0172) —alog (y) — log (y) + rlog (x) + alog (x) — log (x)

logcontract es una funciéon que permite compactar expresiones logaritmi-
cas

(%1174) exprlog:2x*(axlog(x) + 2%axlog(y));

(%o0174) 2 (2alog (y)+ alog (x))

(%i175) expand(%);

(%0175) dalog(y)+2alog(x)

(%1176) logcontract(exprlog);

(%0176) alog (z*y*)

Expresiones trigonométricas

Maxima conoce las identidades trigonométricas y puede usarlas para simplificar
expresiones en las que aparezcan dichas funciones. En lugar de expand y factor,

utilizaremos las 6rdenes:

» trigexpand(expresion): expande las expresiones trigonométricas
e hipérbolicas pasadas como argumento. El comportamiento de
trigexpand se controla con las variables globales trigexpand,
trigexpandplus y trigexpandtimes, cuyos valores por defectos son,
respectivamente, false, true y true.

» trigsimp(expresion) simplifica las funciones trigonométricas e hiper-
bolicas del argumento

» trigreduce(expresion) simplifica las funciones trigonométricas e
hiperboélicas

logcontract

trigreduce
trigsimp

trigreduce



Practica 2

Algebra lineal

2.1. Operaciones basicas con matrices

Vimos en la teoria que existen muchas clases de matrices, en los primeros temas
hicimos una sustancial distinciéon entre dos tipos: las que tienen determinante no
nulo y en consecuencia son invertibles y las que tienen determinante igual a 0 y
son por lo tanto no invertibles. MAXIMA nos permite saber cuando una matriz es
invertible o no, calcular su determinante y su inversa. Vamos a ir introduciendo los
comandos que nos permiten realizar tales operaciones.

El comando matrix

» matrix (fila 1, ..., fila n)

La funcion de MAXIMA matrix devuelve una matriz rectangular con las filas fila
1, ..., fila n. Cada fila es una lista de expresiones. Todas las filas deben tener el
mismo namero de miembros. Las operaciones + (suma), - (resta), * (multiplicacion)
y / (divisién), se llevan a cabo elemento a elemento! cuando los operandos son
dos matrices, un escalar y una matriz o una matriz con un escalar. La operacion *
(exponenciacion, equivalente a **) se lleva cabo también elemento a elemento si
los operandos son un escalar y una matriz o una matriz y un escalar, pero no si los
operandos son dos matrices. El producto matricial se representa con el operador
de multiplicaciéon no conmutativa .. El correspondiente operador de exponenciacion
no conmutativa es "*. Dada la matriz A, AA=A"" 2y A""—1 es la inversa de A,
si existe. Algunas variables controlan la simplifcacion de expresiones que incluyan

'Mucho cuidado con esto porque con * no conseguiremos la multiplicacién usual de matrices y
/ da una divisién que en ningin caso hemos definido en nuestra asignatura

matrix



estas operaciones: doallmxops, domxexpt, domxmxops, doscmxops y doscmxplus.
Hay otras opciones adicionales relacionadas con matrices: lmxchar, rmxchar, ratmx,
listarith, detout, scalarmatrix y sparse. Hay también algunas funciones que
admiten matrices como argumentos o que devuelven resultados matriciales:

= eigenvalues devuelve los valores propios de la matriz A

» eigenvectors (A): devuelve una lista de listas, la primera de las
cuales es la salida de eigenvalues y las siguientes son los vectorios
propios de la matriz asociados a los valores propios correspondientes.

» determinant (A): nos de el determinante de la matriz A

» charpoly (A,x): calcula el polinomio caracteristico de A usando la

variable x
= addcol (Alista 1, ..., lista n): anade la/s columna/s dada/s por la/s
lista/s (o matrices) a la matriz A. ,
eigenvalues
» addrow (A lista 1, ..., lista n): anade la/s fila/s dada/s por la/s lista/s eigenvector
(o matrices) a la matriz A.
= copymatrix (A): devuelve una copia de la matriz A independiente
de ésta (cualquier modificacion en A no alterara la copia que hemos
hecho de A)
» transpose (A): nos da la transpuesta de A.
» nullspace (A): si A es una matriz, devuelve span(vy, ..., v,), siendo
vy, ..., Uy la base del espacio solucion de A x= 0. Si el resultado contiene
6lo a 0, devuel :
solo a 0, devuelve span() determinant
charpoly
addcol
addrow
copymatrix
nullspace

transpose



» echelon (A): devuelve la forma escalonada de la matriz A, obtenida
por eliminaciéon gaussiana, también se puede obtener con la funcién
triangularize.

» rank (A): calcula el rango de A.

» diagmatrix (n,x): devuelve una matriz diagonal de orden n con
los elementos de la diagonal todos ellos iguales a x. La llamada
diagmatrix(n, 1) devuelve una matriz identidad (igual que

= ident(n)).

» invert (A): da la inversa de la matriz M, calculada por el método del
adjunto.

» zeromatrix (m, n): devuelve una matriz rectangular m por n con
todos sus elementos iguales a cero.

Vamos a resolver unos problemas de algebra lineal usando MAXIMA .

Ejemplo 2.1. Sea f : R* — R? una aplicacion lineal tal que Mgsgs (f) =

— o W
— W DN

1
2
1
y considera la base # = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Responde a las siguientes cues-
tiones:

1. Calcula Mgg(f) (0.5 puntos)

Solucién.
Calculamos
Mps(f) = Mpgs Mz s (f) Mpss
Asi que:
3 2 1
Mgs(f)=1 6 5 3
-3 -2 -1

Las ordenes introducidas en MAXIMA han sido las que siguen:

(%i1) m:matrix([3,2,1],[4,3,2]1,[1,1,11);

(%o01)

— s W
— W DN
=N =

echelon
rank

diagmatrix
invert
zeromatrix



(%i2) rank(m);

(%02) 2

(%14) mcb:transpose(matrix([1,1,1],[1,1,0],[1,0,0]1));

1 11
(%o4) 110
1 00
(%i5) mbc:mcb~"-1;
0 0 1
(%o5) 0 1 -1
1 -1 0

(%i6) mccf:matrix([3,2,1],[4,3,2],[1,1,1]1);

3 2 1
(%06) 43 2
1 11
(%17) mbbf:mbc.mccf.mcb;
3 2 1
(%o7) 6 5 3
-3 -2 -1

. Calcula las ecuaciones de Ker f respecto de la base # y da una base de Ker f
expresando las coordenadas de los vectores que aparezcan en la base 5 (0.5
puntos)

Solucion.

Como Mpg(f) tiene rango 2:



Ker f={(z,y,2)s : Mas(f)(x,y,2)" = (0,0,0)"} = {(2,y,2) : 32 + 2y + z
= 6z + 5y + 3z = 0}

ﬁKerf = {(17 - 373)/3}

Las ordenes realizadas en MAXIMA han sido las que siguen:

(%19) nullspace(mbbf);

(%09) span | | =3

. Calcula las ecuaciones de Im f respecto de la base 32 y da una base de Im f
expresando las coordenadas de los vectores que aparezcan en la base 33 (0.5
puntos)

Solucién.

Usando que 3 = dimR? = dimKer f + dimIm f se saca que dimIm f = 2.
Ahora usando que las columnas de Mgsgs(f) generan Im f se tiene que Im f =

{(3,2,1),(2,3,1),(1,2,1)} y

Bm r={(2,3,1),(1,2,1)}.

Ahora la ecuacion de la imagen es

=r—1ly+12=0

S~ N
< NN W
W=

Los célculos con MAXIMA :

(%111) determinant(matrix([2,3,1],[1,2,1],[x,y,2]));

(%o011) 22z—y)—3(z—a)+y—2x



(%112) expand (%) ;

(%012) z—y+x

. Encuentra bases ) y (B2 tales que Mg, 3,(f) =

OO =
O = =

0
0| (0.5 puntos).
0

Solucién.

Basta con tomar 5, = {(1,0,0),(0,0,1),(1,-2,1)} yv B2 = {(3,4,1),( —
2,-2,0),(1,0,0)}.

Hemos calculado en MAXIMA asi:

(%114) /#*buscamos un vector de Ker f para tomarlo como tercer
vector de la base blx/ nullspace(mccf);

(%o014) span | | =2

(%116) /*calculamos las imigenes de los otros dos vectores
de bl que hemos tomado y que no pertenecen a Ker f*/ mccf.[1,0,0];

(%o016)

— e W

(%118) mccf.[0,0,1];

(%o018)

— DD

(%i20) %018-%016;



—2 | (%020)

Ejemplo 2.2. Estudia si la matriz

3 0 0 0
18 19 12 6
-34 -30 —-19 -10
14 12 8 5)

M=

es o0 no diagonalizable

Solucién.

» Empezamos definiendo la matriz M en MAXIMA (la llamaremos m):

(%1107) m:matrix([3,0,0,0],[18,19,12,6],[-34,-30,-19,-10],
(14,12,8,5]);

(3 0 0 0\
(%0107) 18 19 12 6

= Calculamos el polinomio caracteristico

(%1110) charpoly(m,x);

(2 —=19) (b—2)+80) (19 —=x) —12
(%0110) (120 =30 (5 —x)) + 6 (=12 (—z — 19) — 240)) (3 — 2)
= Lo ponemos en forma de suma de monomios con el comando expand:

(%i111) expand (%) ;

(%o111) ot — 82+ 2227 — 242 +9



» Calculamos las raices del polinomio caracteristico (son 1y 3):

(%i112) solve(%=0,x);

(%0112) [z =3,2=1]

= Obtenemos las multiplicidades de las raices del polinomio caracteristico (ambas
tienen multiplicidad 2):

(%1113) multiplicities;

(%0113) 2, 2]
» Calculamos una base de V3 = {x € R* : (M — 3I;)x = 0} y como tiene dos
vectores dim V3 = 2 = m(3). Lo mismo le ocurre a V}, asi que la matriz sera

diagonalizable.

(%1117) nullspace(m-3*ident(4));

0 8

2 —12
(%0117) span | | o0 |5 4

8 0

(%1119) nullspace(m-1*ident(4));

0 0

—24 0

(%0119) span a6 || 19
0 —24

= Ponemos las bases obtenidas en el paso anterior por columnas para construir
la matriz de paso que llamamos p :

(%1120) p:transpose(matrix([0,12,-20,8],[8,-12,4,0],
[0,-24,36,0],[0,0,12,-24]1));



0 8 0 0
12 —12 =24 0
—-20 4 36 12
8 0 0 -24

( %0120)

= Calculamos la inversa de p:

(%1125) p~~(-1);

7 3 1 1
N
(%0125) § 11 1
LA O
24 4 6 24

» Comprobamos que todo ha sido correcto porque multiplicando p~tmp da la
matriz diagonal que tiene la secuencia 3,3,1,1 en la diagonal:

(%i126) p~~(-1).m.p;

(%0126)

S OO W
o O W o
o = O O
_ o O O

2.2. Ejercicio para resolver con MAXIMA
Ejercicio 8.
En este ejercicio consideraremos las siguientes bases de R3:
Br ={(1,b,¢),(0,1,a),(0,0,1)},

ﬁQ = {(1707 1)7 (07 17 1)7 (17070)}7
61% = {(1707 2)7 (07 170)7 (1707 1)}

y la aplicacion lineal f : R3 — R3 definida por:



1 0 —ab+c
Mﬁpﬁp (f) = 01 a
00

Indicacién a tener en cuenta.

Define las matrices siguientes:

100 10 1 101
P=[b10]|,Q=010], R=[010]|,A=Mgss.(f)

c a1 110 2 0 1

\ / \ / \ /

y ten en cuenta que P = Mgg,, Q = Mpgap,, R = Mpsg,,.
1. Calcula las siguientes matrices:

Mgpsgs Mapsg, Mprsp, Mpopp-

Indicacién a tener en cuenta.

Mpppo = MppszMpzpg;  Mpppr = Mppps Mpspg;
Mprpp = MprpsMpzpp;  Mposr = Mposs Mpspp;

w2
=

olucion.

Mpgpp, = , Mapp, =

MIBRIBP = 7M,6'Q,6p -




2. Calcula las coordenadas de los vectores u = (d, e, ), v = (a,2,1)g, vy w =
(0,1,0)g, en las bases 3r, Bp, 8o vy 0.

Indicacién a tener en cuenta.

Para obtener las coordenadas de u en la base (g debes utilizar la relacion
(2,9, 2)5, = Mpgpr(d.e, f)5,. Relaciones similares debes utilizar para los
demés cambios de base.

Solucién.

o £

c

B3
w = ’ 5
Bp
u = ) ) U:( ) ) )
\ /5Q \ /5(2
w = ) )
Ba
u = ) ) UZ( ) 3 >
Br Br
w = ) )
Br

3. Calcula MﬁQﬁQ (f)a Mﬁpﬁp (f)’ MﬁRﬂR(f)? Mﬁgﬁg (f) MﬁPﬁQ (f)’ MﬁQﬁP (f)’ MﬂPﬁR(f)?
MﬁRﬂP (f)’ MﬁQﬁR (f)’ MﬁRﬁQ (f)

Indicacién a tener en cuenta.

Para uno de los casos te seré ttil la formula

Mpopo(f) = Mposp Mpps, (f) Mpps,-

Debes adaptar esta igualdad para los demés casos.



Solucion.

MﬁQﬁQ<f) = 7Mﬁpﬂp (f) =
MﬁRﬁR(f) = vMﬁS’ﬁ? (f) =
MﬁPﬁQ (f) = ) MBQBP (f) =

Mpgpap (f) = s Mpppp (f) =




s

v d
(.

Mpop,(f) = s Mpppo (f) =

2

NaTS AT OO o ina haco Ao Ar £ 1~
pala EllUUlltl al uUlla DasC Uc NNCL |y CXPLESdla

—

Taa 1o £iiaitan I N A~vtara QA1
Sa la 1u1cion ae ViAXIMA D01

a v
en todas las bases manejadas en este ejercicio.

C

Solucion.

ﬁKer f = 5 5 - ) )
Bp Bq

Br IG5

Calcula el polinomio pa(z).

Solucion.

pa(z) =

Calcula 4. A partir de ahora [ y m denotaran a los dos valores propios de A.

Solucion.

oa=X1= ,m =

™G Vv .0 17 AR AU DR RS [ DU A NS
Da Dases de vy y ae Vi \GXI)IGS&Q‘CLS respecto de la bpase CdIlOIllCd}.

Solucién.

Py, =




- )

8. Calcula la matriz diagonal D y las matrices de paso, Ty 7!, que diagonalizan
a A.

Solucion.

9. Comprueba que D = T—1AT, para ello se piden las matrices AT y T 1AT.

Solucién.

AT = TY(AT) =




2.3. El teorema de Cayley-Hamilton

Introducimos el teorema de Cayley-Hamilton y veremos las importantes aplica-
ciones que tiene a lo largo de toda esta practica.

Teorema 1 (Cayley-Hamilton). Dada una matriz cuadrada A con polinomio car-
acteristico pa(z) = an2™ + ap_12" " + agx® + ayx + ag, se tiene que:

pa(A) = a, A" +a, A"+ as A% + a1 A + aply, = 0.

Ejercicio 9. Comprueba que se verifica el teorema de Cayley-Hamilton para la

matriz
24+a 3+a+b 34+a+b+ec

H = 14+a 24+a 24a+c
1 2 24c

siguiendo los siguientes pasos:

1. Calcula el polinomio caracteristico py (x) usando la funcion textttdeteminant,
es decir deberés calcular textttdeteminant( H-x* ident(3)).

2. Define una funcion pH(M):=...que actuando sobre una matriz M devuelva
como resultado py(M).

3. Verifica que pH(H) devuelve la matriz nula.

Solucién.
pu(r) =
pH(M) =
pH(H) =
2.4. inversa de una matriz

Teorema 2. Una matriz A es invertible si y sélo si no tiene a 0 como valor propio.



Demostracion. Veamos primero que si A es invertible entonces 0 no puede ser un
valor propio. Supongamos lo contrario, es decir, 0 es un valor propio de la matriz
invertible A. Esto quiere decir que:

0=pa(0) =|A—-0L,| =|A],
y esto es una contradiccion porque el determinante de |A| no puede ser 0 por ser A
invertible.

En segundo lugar suponemos que 0 no es un valor propio de A y veremos que A es

invertible. Por no ser 0 un valor propio de A se tiene que su polinomio caracteristico

AL A anr Ao 1o £avn o -
ucpce Sl Uc la 10111ld.

pa(®) = apa" + ap_ 12"+ aw +ag

con ag # 0.

Ahora usamos el teorema de Cayley-Hamilton y obtenemos:

Opxn = pA(A) = anAn + an_lAn_l + -+ CllA + Cl()[n

= ;—1 (anA™ + a1 A" @A) =1,
0

~1
= A— (0, A" + @ AP 4 At al,) = I,
Qo

~1
= — (A" 4 AP+ aAt ) A=,
Qo

Asi que hemos demostrado que la inversa de A es

— (A" a4y AV 4 A+ ardy)
Qo

y por lo tanto hemos concluido la demostracién.

O
2.4.1. Meétodo para construir la inversa de una matriz
La demostracion del teorema anterior nos da un método para construir la inversa
Ao 11ma matriz ol matnda concicta an-
ULv ulilu 1iicvvlr iz 117 Ul 111U VUUUYU UUL10D10o UL Ull.

1. Construir el polinomio caracteristico de la matriz A:

pa(x) = an2" + ap 2"+ Farx + ag.



2. Obtener la inversa de A mediante los siguientes calculos:

A_l = (a'nAn_l + an—lAn_z + -+ (IzA + a'lln) .
Qo

Ejercicio 10. Usando este método se pide calcular la inversa de las siguientes ma-

trices:

24+a 3+a+b 34+a+b+c 3+a+b+c+d
14+4a 2+4a 24+a+c 24+a+c+d

A= 1 2 2+c 2+c+d
\ 1 1+b 1+b 1+b+d )
24+a 14+b ¢ d 54+2a 3+2b 3¢ 4d
B_ 2 1+b ¢ d c 34a 240 2c 3d
1 1 c d 2 146 ¢ 2d
0 0 0 d 1 b 0 d

Ademas se exige calcular el determinante, los polinomios caracteristicos de cada
una de las matrices y las siguientes operaciones:

» A2+ B(A+C);
. 5N |Al4-cos |B|++/|A+B+C|2+1 co

Indicaciones a tener en cuenta.

= Recuerda que si un namero de tu DN involucrado en el ejercicio es 0 lo debes
sustituir por un 1.

= Antes de calcular la inversa debes comprobar que la matriz es invertible cal-
culando su determinante.

= Debes calcular el polinomio caracteristico de cada una de las matrices con
el comando Det de MAXIMA . Por ejemplo el polinomio caracteristico de la
matriz A se calcula con las 6rdenes: Det|A-xIdentityMatrix|[4]].

= Debes comprobar que el resultado obtenido con el método de Cayley-Hamilton
es correcto. Para ello multiplica cada matriz por la inversa obtenida y verifica

que da Iy.

= En los resultados no deben aparecer los parametros a,b,c.d,. ...



Solucion.

pa(z)

Al =

|B| =




Ol =




A? +

B
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C
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Practica 3

Calculo integral

3.1. Introduccién

MAXIMA dispone de herramientas para hacer de forma rapida derivadas de fun-
ciones de una y varias variables, célculo de primitivas de funciones de una variable,
integrales definidas, desarrollos de Taylor de funciones de una variable, resolucion
numérica de ecuaciones, representaciones graficas de funciones de una y dos vari-
ables, asi como curvas en el espacio, etcétera. Vamos a centrarnos en esta practica
en cuestiones relativas a la integracion de funciones, por un lado veremos los co-
mandos con los que MAXIMA nos permite resolver problemas en los que interviene
la integral y por otro lado veremos como se programan los métodos de integracion
numeérica compuestos de Simpson y del trapecio.

3.2. Descripcién de comandos

3.2.1. Derivadas de funciones

Supongamos que tenemos una funcion de una variable f (z) o de varias variables
L£/( P ) a 1o At ~iiavraTy malaiilan ivrada ~ A <
J\Z1, T2, ...,Tp) & la que querel i
de alguna de sus variables. El comando que realiza ese calculo con MAXIMA  es
diff.

~g M Q11 Aritr Arivrada rnareial rachacta
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La funciéon diff puede llamarse usando cualquiera de las formas siguientes:

diff(expr, x1, nl, ..., xm, nm): devuelve la derivada parcial de expr
con respecto de x1 nl veces, ..., Xm nm veces.

diff(expr, x,n): devuelve la n-ésima derivada de expr respecto de x.

diff(expr, x): devuelve la primera derivada de expr respecto de la
variable x.

diff(expr): devuelve el diferencial total de expr, esto es, la suma de
las derivadas de expr respecto de cada una de sus variables, multipli-
cadas por el diferencial del de cada una de ellas. La forma nominal de
diff es necesaria en algunos contextos, como para definir ecuaciones
diferenciales. En tales casos, diff puede ir precedida de un apostrofo
(como 'diff) para evitar el calculo de la derivada.

Si derivabbrev vale true, las derivadas se muestran como subindices.
En otro caso, se muestran en la notaciéon

Por ejemplo si queremos calcular la derivada de f (z) = senx escribiremos

(%i1) diff(sin(x),x);

(%o01)

especificando tanto la funciéon como la variable respecto de la cual vamos a derivar.
Asi para calcular la derivada parcial con respecto a la variable y de la funcion

cos (x)

f(z,y) =sen (x + y) debemos escribir

(%i6) g(x,y):=sin(x+y);

( %06)

g(x,y):=sin(x+y)

(5i7) diff(g(x,y),y);

(%07)

cos (y + x)

La segunda derivada de f(x) = senx se calcula

diff
derivabbrev



(%i5) diff(sin(x),x,2);

(708) —sin (x)

(%18) diff(g(x,y),x,3);

(%08) —cos (y + x)

Si ahora queremos calcular derivadas parciales cambiando la variable con la que
. . 52 o
derivamos. Por ejemplo calcular ;x—gy debemos escribir

(%i10) diff(g(x,y),x,1,y,1);

(%010) —sin (y + x)

3.2.2. Calculo de primitivas e integral definida

MAXIMA también posee sentencias para calcular primitivas de funciones de una
variable. El comando que se utiliza para calcular la primitiva de una funcion f (x)
es integrate.

La funcién integrate puede llamarse usando cualquiera de las formas sigu-
ientes:

» integrate(expr, x): calcula simbodlicamente la integral indefinida de
expr respecto de x.

» integrate(expr, X, a, b): resuelve una integral definida con limites de
integracion a y b. Los limites no pueden contener a x.

iente modo.

(%i11) integrate(sin(x),x);



(%o011) —cos (z)
fol xdx se calcularia del modo siguiente:
(%113) integrate(x,x,0,1);
o 1 1

(V0013\) 5

(a) f(z) = cos(z)sen (2z) cos(3z) tan(cz)
(b) f(z) = =%

() f(z) = coswe™

(d) f(z) = sh(z)ch(cz)sh(3z).

3.2.3. Representacion grafica de funciones, curvas y superfi-

.
~i1nc
wivo

MAXIMA permite hacer representaciones graficas de funciones de una y varias
variables. Para ello hemos de darle tanto la funcién, como el dominio de definicién

de ésta.

Para representar funciones reales de variable real, tenemos los comandos plot2d
y wxplot2d (ambos son similares pero el primero imprime las graficas en una ven-
tana aparte y permite definir opciones adicionales). Asi, para representar la funcion

f(x) =senz en el dominio [0, 27] escribimos

(%13) wxplot2d(sin(x), [x,0,2*%pil);

(%03) << Graphics >>

y obtenemos la imagen de la figura 3.1.

Si queremos representar varias funciones a la vez, hemos de escribir



sin{x)
=

Figura 3.1: Grafica de la funcién f(z) = senz en el intervalo [0, 27]

1

7 )
- \/ /

] 6

Figura 3.2: Graficas de las funciones f(z) =senz y g(z) = sen (2z)

(%14) wxplot2d([sin(x),sin(2*x)], [x,0,2*%pil);

(%04) << Graphics >>

expresion que hara una representacion grafica simultanea de las funciones sen x
y sen 2.

MAXIMA nos facilita el trabajo pudiendo acceder a un ment grafico pinchando en
el boton denominado Grdficos 2D. Al pulsar aparece una ventana con varios campos
para completar:

» Expresion. Es la funcién o funciones que queramos dibujar. Por defecto,
wxMaxima rellena este espacio con % para referirse a la salida anterior.

= Variable x. es el intervalo de la variable x elegido para representar la funcion.

= Variable y. Nos sirve para elegir un intervalo de la variable y para representar
la funcion.

» Graduaciones. Es el numero de puntos en los que el programa evaltia una
funciéon para su representacion en polares.



» Formato. Maxima realiza por defecto la grafica con un programa auxiliar.
Si seleccionamos en linea, dicho programa auxiliar es wxMaxima y obten-
dremos la gréafica en una ventana alineada con la salida correspondiente. Hay
dos opciones mas y ambas abren una ventana externa para dibujar la grafica
requerida: gnuplot es la opcion por defecto que utiliza el programa Gnuplot
para realizar la representacion; también estd disponible la opciéon openmath
que utiliza el programa XMaxima.

= Opciones. Aqui podemos seleccionar varias opciones, por ejemplo para que:

e Dibuje los ejes de coordenadas ("set zeroaxis;");

e Dibuje los ejes de coordenadas, de forma que cada unidad en el eje Y sea
igual que el eje X ("set size ratio 1; set zeroaxis;").

e Dibuje una cuadricula ("set grid;") o dibuje una gréfica en coordenadas
polares ("set polar; set zeroaxis;").

= Grafico al archivo. Guarda el grafico en un archivo con formato Postscript.

Otra forma de elegir las opciones para dibujar las graficas es mediante la funcion
set_plot_option (opcidn) que asigna un valor a una de las variables globales que
controlan los gréficos. El argumento opcion se especifica como una lista de dos o
mas elementos, en la que el primero es el nombre de una de las opciones de la
lista plot options. La funcion set plot option evaltia sus argumentos y devuelve
plot options tal como queda después de la actualizacion.

La variable plot_options consta de un lista de elementos que establecen las
opciones por defecto para los graficos. Si una opcién esta presente en una llamada a
plot2d o a plot3d, este valor adquiere prevalencia sobre las opciones por defecto. En
otro caso se utilizaré el valor que tenga en plot_options. Las opciones por defecto
se asignan mediante la funcion set_plot_option comentada en el parrafo anterior.
Cada elemento de plot_options es una lista de dos o mas elementos, el primero
de los cuales es el nombre de la opcion, siendo los siguientes los valores de aquélla.
En algunos casos el valor asignado es a su vez una lista, que puede contener varios
elementos. Las opciones graficas que reconocen plot2d y plot3d son:

= Opcion: y. Nos sirve para establecer el rango vertical del grafico.
Ejemplo: [y, - 3, 3] establece el rango vertical como [-3, 3.
= Opcién: nticks. En plot2d, es el ntimero inicial de puntos utilizados por el

procedimiento adaptativo para la representacion de funciones. También es el
numero de puntos a ser calculados en los graficos paramétricos.

Ejemplo: [nticks, 20] El valor por defecto para nticks es 10.

set_plot_or

plot_option



= Opcion: ylabel. Etiqueta del eje vertical en graficos 2d.
Ejemplo: [ylabel, "Temperature"|

= Opcion: legend. Etiquetas para las expresiones de los graficos 2d. Si hay
més expresiones que etiquetas, éstas se repetiran. Por defecto se pasaran los
nombres de las expresiones o funciones, o las palabras discretel, discrete2, ...,
para graficos de puntos. Ejemplo: [legend, "Set 1", "Set 2", "Set 3"]

= Opcioén: style. Estilos a utilizar para las funciones o conjuntos de datos en
graficos 2d. A la palabra style debe seguirle uno o més estilos. Si hay més
funciones o conjuntos de datos que estilos, éstos se repetiran. Los estilos que
se admiten son: lines para segmentos lineales, points para puntos aislados,
linespoints para segmentos y puntos, dots para pequenos puntos aislados.
Gnuplot también acepta el estilo impulses. Los estilos se pueden escribir como
elementos de una lista, junto con algunos parametros adicionales. 1ines acepta
uno o dos niimeros: el ancho de la linea y un entero que identifica el color. Los
c6digos de color por defecto son: 1, azul; 2, rojo; 3, magenta; 4, naranja; 5,
marron; 6, verde lima; 7, aguamarina.

points acepta uno, dos o tres parametros; el primer parametro es el radio
de los puntos, el segundo es un entero para seleccionar el color, con igual
codificaciéon que en lines y el tercer pardametro solo es utilizado por Gnuplot
vy hace referencia a varios objetos para representar los puntos. Los tipos de
objetos disponibles son: 1, circulos rellenos; 2, circunferencias; 3, +; 4, x; 5, *;
6, cuadrados rellenos; 7, cuadrados huecos; 8, triangulos rellenos; 9, tridngulos
huecos; 10, triangulos rellenos invertidos; 11, triangulos huecos invertidos; 12,
rombos rellenos; 13, rombos huecos.

linesdots acepta hasta cuatro parametros: ancho de linea, radio de los puntos,
color y tipo de objetos para representar puntos.

Ejemplo: [style,[lines,2,3],[points,1,4,3]| En este ejemplo se representara la primera
(tercera, quinta, etc. ) expresion con segmentos rectilineos magenta de ancho

2, la segunda (cuarta, sexta, etc.) expresion con simbolos de suma naranja de
tamano 1 (circulos naranja en el caso de Openmath).

El estilo por defecto es lines de ancho 1 y diferentes colores.

= Opcioén: grid. Establece el niimero de puntos de la reticula a utilizar en las
direcciones x e y en los graficos de tres dimensiones.

Ejemplo: [grid, 50, 50] establece la reticula en 50 por 50 puntos. El valor por
defecto es 30 por 30.

La representacion gréafica de funciones de dos variables se hace mediante el co-
mando wxplot3d o su analogo plot3d que dibujara los objetos en una ventana nueva
y permitird opciones como girar el grafico. Por ejemplo, si queremos representar la
funcion f (z,y) = sen (xy) en el dominio [0, 3] x [0, 3] hemos de escribir



(%113) wxplot3d(sin(x*y), [x,0,3],[y,0,31);

(%013) << Graphics >>

sin{x*y} —
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Figura 3.3: Grafica de sen (zy)

3.2.4. Curvas y superficies paramétricas

El comando empleado para representar curvas parametrizadas en el plano es
plot2d(|parametric,x(t),y(t),[t,a,b]]), la ejecucion de este comando dibuja la gréfica
de la curva (x(t),y(t)) en el intervalo [a, b]. Por ejemplo, para representar la curva

{ x(t) =sent,

y (t) = sen 2t,

en el dominio [0, 27| debemos teclear

(%116) wxplot2d([parametric,sin(t),sin(2x*t), [t,0,2%%pill);

(%o016) << Graphics >>

Para representar curvas (paramétricas) y superficies (paramétricas) en el espacio
usaremos el moédulo draw que habra que cargar previamente mediante la senten-
cia load(draw). Este modulo ofrece, entre otras, las funciones draw2d, draw3d y
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Figura 3.4: Grafica de la curva (sen (¢), sen (2t))

draw, que permiten dibujar escenas en 2d, 3d y graficos multiples y animaciones,

respectivamente.

Resumimos las funciones més importantes del modulo

» gr2d(opciones, objeto grifico,...) grafico dos dimensional

gr3d(opciones, objeto grdfico,...) grafico tres dimensional

draw (opciones, objeto grdfico,...) dibuja un grafico

draw2d(opciones, objeto grifico,...) dibuja grafico dos dimensional

draw3d(opciones, objeto grifico,...) dibuja grafico tres dimensional

Exponemos un primer ejemplo:
(%i3) load(draw)$

(%112) draw2d(

key = "polinomio de tercer grado",
explicit(x~3+x°2+10,x,0,4),

color = blue,

key = "curva paramétrica (cos(t)+3,t)",
line_width = 3,

nticks = 50,

parametric(cos(t)+3, t, t, 0, 20%%pi),
line_type = dots,

points_joined = true,

point_type = diamant,

grad
gr3d

draw
draw2d
draw3d



point_size = 3,

color = red,

line_width = 1,

key = "Datos aleatorios",
points(makelist(random(25.0) ,k,1,5)),
title = "Ejemplos de dibujo de curvas")$

El grafico de salida sera:

Ejemplos de dibujo de curvas
90
polinomio de tercer grado
curva paramétrica (cos(t)+3,t)
Datos aleatorios

80
70
60
50
40
30

20

Figura 3.5: Salida del uso del comando draw2d

x(t) = sent
Por ejemplo, para representar la curva ¢ y(t) = cost en el dominio [0,15] y
z(t)=1t/3
una esfera (asando coordenadas paramétricas, que en este caso son sus coordenadas
polares) hemos de escribir:

(%132) esfera:gr3d(key="esfera",

color=royalblue,

surface_hide=false,
parametric_surface(cos(u)*sin(v),sin(v)*sin(u),cos(v),
u,0,2%%pi,v,0,%pi)

);

(%032)

gr3d(key = esfera, color = royalblue, sur face_hide = false, parametric_sur face (cos (u) sin (v)

(%128) espiral:gr3d(key="espiral",
color=red,

line_width=2,
parametric(sin(t),cos(t),t/3,t,0,15)
);



(%028)

t
gr3d <key = espiral, color = red,line_width = 2, parametric <3m (t),cos (t), 3 t,0, 15))

(%133) draw(espiral, esfera);

5
2
3
3
1
0
108 06 04 02
;
05
0
05
A
08 06 04 02 o

0.4 06
} 0402 0 0%
0.2 0.4 0.6 0.8 21 -0.87Y

4 0.6

0.
506 20.4-0.2 0 02

02 04 06 o0s -0

Figura 3.6: Espiral y esfera usando draw y gr3d



3.3. Un ejercicio resuelto con MAXIMA

Ejemplo 3.3.1

Halla el area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones y = 23 — 122

ey =2

Para resolver este problema es necesario encontrar los puntos de corte de ambas
graficas y hacer una representacion grafica de las funciones para saber qué areas
estamos calculando:

(%134) solve(x~3-12%x=x"2,%);

(%034) [z =-3,2=4,2=0]
(%142) draw2d(

filled_func=x"2,

fill_color=navy,

explicit(x~3-12%x,x,-3,4));

(%042) [gr2d (explicit)]

Fijate que con draw2d se consigue dibujar las dos gréficas y rellenar el espacio
que queda entre ambas haciendo uso de la opciéon filled_func. Es facil ver que la
cubica va por encima, si no tendriamos que haber dibujado las dos funciones antes
de hacer el grafico del relleno.

Asi que el area que hay que calcular es la que hemos sombreado en la figura ?77.
Por la interpretacion geométrica de la integral sabemos que el area es:

4 0 4
A= / |2® — 120 — 2%|dw = / 2 — 122 — 2%dx +/ 2 — (2° — 122)dw
0

-3 -3

Asi que la calculamos con MAXIMA mediante las 6rdenes:

(%i44) cubica:x"3-12*x;
cuadrica:x"2;



-3 -2 -1 0 1 2 3 4

2

Figura 3.7: Grafica de las funciones f(z) = 2° — 12z y g(z) = 22 en el intervalo [—3, 4]

( %045) 23 — 12227

(%146) integrate(cubica-cuadrica,x,-3,0)+integrate(cuadrica-cubica,x,0,4);

937
(%046) )
(%147) float(%);
( %047) 78.08333333333333

3.4. Ejercicios propuestos relativos a la interpretacion
geométrica de la integral

Ejercicio 12. Calcula el area comprendida entre las graficas de las funciones
r(x) =1/(a+b+c+d+4)?*(-1)(z—-a)z—a—-b—1)(x —a—b—c—
2Q(x—a—b—c—d—3)+(a+b+c+d+10)

y

s(z)=1/(a+b+c+d+4)*(-1)b+6a+1)(zr—a—1)(z —a—b—2)
(x—a—b—c—=3)(x—a—-b—c—d—4)+ (a+b+c+d+10)

Para ello se pide dar los siguientes pasos:



1. Define la funcion r(x):=1/(a+b+c+d+4)2(-1)b (x-a)......
2. Define la funcion s(x):=1/(a+b+c+d+4)2(-1)(b+6a+1) ......
3. Encuentra las soluciones de la ecuacion r(x) = s(x).

4. Dibuja las graficas de r y s en un rango en el que se vea la region comprendida
entre ambas.

5. Finalmente escribe aqui la solucion:

Solucién.

Ejercicio 13. Calcula el volumen del cuerpo generado al girar la region
anterior alrededor del eje OX.

Solucidn.

Vox =

Ejercicio 14. Calcula Ia superficie del cuerpo generado al girar la region
anterior alrededor del eje OX.

Solucién.

Aox =

3.5. Reglas del trapecio y de Simpson

3.5.1. Desarrollo teérico

A pesar de que la regla de Barrow permite calcular el valor de integrales definidas
de funciones que admiten primitivas, no siempre es facil calcular dicha primitiva.
Por ello es necesario disponer de métodos alternativos para calcular el valor de las
integrales, la alternativa la dan los métodos numéricos. Estudiaremos dos de ellos:

la regla del trapecio y el método de Simpson



La regla del trapecio Dada una funcion f : [a,b] — R integrable, la regla del

trapecio consiste en aproximar la integral definida fab f(z)dzx por fab Py (x)dx, donde
Pi(x) es el tnico polinomio de grado 1 (recta) que pasa por los puntos (a, f(a)) y

(b, f(b)). Asi que:

b b —
[ t@isx [ P =220 () + 1)

y el error que cometemos en dicha aproximacion, si la funcién f es de clase C?, es:
1
12

o (h A3 £
17 — \U (,b} J \b},

donde ¢ es un punto del intervalo (a,b).

El error anterior puede reducirse si utilizamos la regla del trapecio compuesta,
ésta consiste en dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos de longitud h = b_Ta y
aplicar la regla del trapecio simple a cada uno de los intervalos [a + jh,a + (j + 1)h]

con j €{0,1,...,n— 1}. Este método proporciona la aproximacion:

b n—1
/ @)z ~ g <f(a) +23 fla+in) + f(b)) ,

para esta aproximacion el error que se comete, si f es de clase C' 2, es:
1 2 pl
E=——(b—-a)h?f"(c),
2" ) \C)

siendo ¢ un punto del intervalo (a,b).

La regla de Simpson. La idea de esta regla es aproximar la funcion f : [a,b] — R
a integrar por el polinomio de grado 2 (tnico) que pasa por los puntos (a, f(a)),
(%2 f(%£2)) v (b, f(b)). De esta manera, se obtiene la aproximacion:

a+b

/abf(x)dxm/abPz(x)dx:bga<f(a)+4f( : )+f(b)>,

Ademas, si la funcion es de clase C*, existe ¢ € (a,b) tal que, el error que se comete
en la aproximacion es:
1 )
E=———(b—a)’f®(c).
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Al igual que en la regla del trapecio, si subdividimos el intervalo [a, b] en n partes
(con n namero par) y aplicamos a cada una de ellas la regla de Simpson, se
obtiene una mejor aproximacion de la integral:



n/2

b
/ o)z ~ g F(@)+23 fla+2(i— 1)h)

1=2
n/2

+4> " fa+ (20— 1)h) + f(b) | .

i=1

con un error, si f es de clase C*, dado por:
1 )
E=——(b—a)h'f™ (),
180 \ / AN

estando ¢ en (a,b).

3.5.2. Regla del trapecio. Construccién

Recordamos la regla del trapecio para calcular un valor aproximado de la integral
de una funciéon f : [a,b] — R haciendo n particiones de dicho intervalo. Definiendo
h como (b — a)/n, dicha regla se basa en aproximar el valor de la integral fab f(z)dz

por la suma:
n—1

gf(a) FRY flaih)+ gf(b).

Por fin damos la implementacion de la regla del trapecio para un ntimero n de par-
ticiones en el intervalo [a, b]. A la funcion IntegraTrapecio se le pasa como argumento
la funcién que queremos integrar, el extremo inferior del intervalo de integracion, el
extremo superior y el niimero de particiones que haremos en el intervalo. El resulta-
do que da la funcién es un conjunto de 4 ntmeros, el primero es el valor exacto de
la integral calculado con el comando Integrate, el segundo es el valor calculado por
el método del trapecio, el tercero es el error y el cuarto el nimero de particiones que
se han hecho en el intervalo. Conviene que sepas que la orden ev(f,x=a), que se usa
a continuacion, hace que MAXIMA evalte la funciéon f en el punto a

(%13) declare([integral,h,valorexacto,errora,valorexacto] ,real);

(%03) done

(%14) kill(integral,h,valorexacto,errora,valorexacto);

(%04) done



(%15) integral:0;
h:0;
valorexacto:0;
errora:0;
valorexacto:0;

(%09) 00000

(%114) IntegraTrapecio(f,a,b,n):=(
kill(errora,integral,h,valorexacto),
valorexacto:integrate(f,x,a,b),

h:(b-a)/n,

integral:h/2*(ev(f,x=a)+ev(f,x=b)),

for j:1 thru n-1 do integral:integral+h*ev(f,x=a+j*h),
valorexacto:integrate(f,x,a,b),

errora:valorexacto-integral,

print ("exacto=",float(valorexacto),". Trapecio=",float(integral),
". Error=",float(errora),". n=",n)

)

(%119) IntegraTrapecio(sin(x),0,1,1000);

(%019)
exacto = 0.45969769413186.Trapecio = 0.45969765582372. Error = 3.8308140889759413 10 %.n = 1

Ejemplo 3.1. IntegraTrapecio[sen [x],0,m, 5]
{{2.,1.93377,0.0662344,5}}

3.5.3. Regla de Simpson. Construcccién

Ejercicio 15. Construye la funcion IntegraSimpson similar a IntegraTrapecio pero
que devuelva el valor aproximado de la integral calculado con la regla de Simpson.
Ten en cuenta que el método de Simpson solo se puede aplicar haciendo un niimero
par de subdivisiones del intervalo. Constata que la aplicaciéon de dicho método a la
funcion seno en el intervalo [0,Pi] da como resultado el conjunto de valores {{2.,
2.00456, 0.00455975, 4} }.

Ahora se pide que des los siguientes resultados:



1. IntegraSimpson(sin(a x),0, %pi,10)=

2. IntegraSimpson(cos(b x),0, %pi,10)=

3. IntegraSimpson(exp(c x),0, %pi,10)=
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