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Introdu

ión a Máxima y a las

prá
ti
as

1. ¾Qué es Máxima ?

Máxima es un programa que permite ha
er 
ál
ulos matemáti
os 
ompli
ados


on gran rapidez. La versión 0.8.1 
on la que vamos a trabajar tiene dos modalidades

de uso:

mediante ventanas de i
onos o

por senten
ias prede�nidas.

Para entendernos, es 
omo una espe
ie de 
al
uladora gigante a la que no sólo

podemos pedirle que haga 
ál
ulos numéri
os, sino que también ha
e derivadas,


ál
ulo de primitivas, representa
ión grá�
a de 
urvas y super�
ies, fa
toriza
ión de

polinomios, et
étera.

Abordamos en estas prá
ti
as una ini
ia
ión a Máxima partiendo desde 
ero e

intentaremos poner de mani�esto su utilidad a la hora de trabajar 
on expresiones

matemáti
as 
ompli
adas, permitiendo ha
er éstas 
on po
o 
oste de tiempo.

Será ne
esaria por parte del alumno una le
tura previa de estas prá
ti
a antes

de empezar a trabajar 
on el programa. Esta le
tura previa tiene por objeto el


ono
imiento de 
iertas senten
ias 
lave que permiten el manejo del programa. Al

igual que al aprender el manejo de una 
al
uladora 
ientí�
a es ne
esario leer las

instru

iones de la misma, estas notas pueden ser útiles para aprender el manejo de

Máxima .
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Por otra parte, a pesar de la poten
ia evidente del programa, hemos de ha
er notar

que es ne
esario por parte del alumno un 
ono
imiento matemáti
o teóri
o de todas

las fun
iones y senten
ias que vamos a usar. Por ejemplo, aunque una 
al
uladora

multipli
a números 
on suma fa
ilidad, sólo nos per
atamos de su poten
ia en 
uanto


ono
emos di
ha opera
ión y somos 
apa
es de realizarla de un modo mu
ho más

lento. ConMáxima o
urre lo mismo. Sólo 
ono
iendo teóri
amente las opera
iones

que Máxima realiza nos per
ataremos de su indudable utilidad.

2. Observa
iones para realizar las prá
ti
as

Como se 
omentó en 
lase para la evalua
ión de las prá
ti
as se tendrá en 
uenta

la asisten
ia a las mismas y la entrega de unos ejer
i
ios que se darán aparte de este


uadernillo. Di
hos ejer
i
ios son tipo test y tendrás que entregar la plantilla rellena.

Adi
ionalmente tienes que enviar un e-mail a gabriel.soler�up
t.es 
on un �
hero

maxima 
uyo nombre 
ontenga ex
lusivamente los nombres y apellidos del alumno.

En di
ho �
hero deben quedar re�ejados todos los 
ál
ulos que te han llevado a

mar
ar las solu
iones de la plantilla.

Dentro del �
hero, 
uando empie
es un ejer
i
io debe quedar bien 
laro, para

eso si vas ha
er el ejer
i
io 1 de la prá
ti
a 1 tienes que indi
arlo poniendo en una


elda �Ejer
i
io 1, prá
ti
a 1 �. Después mar
as di
ha 
elda y le pones un tamaño

mayor de letra (esta opera
ión la puedes realizar usando el menú deMáxima , elige

Format, Style, Subtitle o dire
tamente usando la 
ombina
ión de te
las Alt-2 ).

En mu
hos de los ejer
i
ios de este 
uadernillo (que no son ne
esarios entregar)

apare
en los parámetros a, b, c, d, e, f, g, h. Para di
hos parámetros tendrás que ele-

gir los siguientes valores: a será la última 
ifra de tu DNI, b la penúltima, c la

antepenúltima, et
étera. Si alguna de estas 
ifras es 
ero, 
ámbiala por un 1.

3. Puesta en mar
ha. Opera
iones algebrai
as

Cuando se arran
aMáxima apare
e una pantalla blan
a va
ía. En ella podemos

es
ribir aquellas opera
iones que queremos que reali
e. Una vez te
leada la opera
ión,

hemos de pulsar las te
las shift + enter para obtener el resultado. Por ejemplo,

supongamos que queremos ha
er la opera
ión 2+2. Te
learemos enton
es

2 + 2

en la pantalla. A 
ontinua
ión pulsamos shift + enter y apare
erá lo siguiente en

pantalla:

(%i1) 2+2;

Prá
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(%o1) 4

Una 
osa que hay que tener en 
uenta es que (% i1) y (% o1) los es
ribe el

ordenador para ir numerando las órdenes que vamos poniendo.

Con Máxima podemos realizar las siguiente opera
iones algebrai
as:

x+ y → suma

x− y → resta

x/y → división

x ∗ y → producto

xˆy ó x ∗ ∗y → potencia xy

x! → fa
torial de x

Ejemplo 1.1. (%i1) 2+2;

(%o1) 4

(%i73) 2**3;

(%o73)8

(%i74) 3**2;

(%o74)9

(%i75) 3*2;

(%o75)6

(%i82) 2**500;

(%o82)
327339060789614187001318969682[91digits]217256545885393053328527589376

7 Prá
ti
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Como vemos en el anterior resultado no nos ponen todos los dígitos del resultado.

Nos di
e que, en este 
aso, hay 91 dígitos que no esta mostrando. Podemos saber


uáles son los dígitos omitidos yendo al menu Maxima→Cambiar pantalla 2D y

es
ogemos as
ii. Por ultimo, repetimos la opera
ión y obtenemos:

(%i84) 2**500;

(%o84)32733906078961418700131896968275991522166420460430647894832913680961337

96404674554883270092325904157150886684127560071009217256545885393053328527589376

Máxima es un programa de 
ál
ulo simbóli
o y hará las opera
iones que le en
o-

mendemos de manera exa
ta, por ejemplo la suma de dos fra

iones será una fra

ión

y no 
ambiará raí
es 
uadradas por su valor numéri
o salvo que se lo pidamos usando

las siguientes senten
ias.

float( número) : da la expresión de
imal de número (por defe
to

usa 16 dígitos)

número,numer: da la expresión de
imal de número

bfloat(número): da la expresión de
imal larga de número. El resulta-

do a
abará 
on b seguido de un número n, lo que signi�
a multipli
ar
por 10n. La pre
isión que nos brinda el programa se puede modi�
ar


ambiando los valores de fppre
 
omo ponemos de mani�esto en los

ejemplos.

float

bfloat

Ejemplo 1.2. (%i1) %pi;

(%o1) π

(%i2) 2^100;

(%o2) 1267650600228229401496703205376

(%i3) 2/3+5/8;

(%o3)
31

24

Prá
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(%i4) float(%pi);

(%o4) 3,141592653589793

(%i5) float(2**100);

(%o5) 1,2676506002282294 10+30

(%i6) float(2/3+5/8);

(%o6) 1,291666666666667

(%i7) bfloat(%pi);

(%o7) 3,141592653589793b0

(%i8) fppre
:200;

(%o8) 200

(%i9) bfloat(%pi);

(%o9)
3,1415926535897932384626433832[142digits]8521105559644622948954930382b0

(%i10) set_display('as
ii)$

(%i11) bfloat(%pi);

(%o11)3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816

406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408

128481117450284102701938521105559644622948954930382b0
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4. Fun
iones matemáti
as de interés

Las prin
ipales fun
iones matemáti
as elementales se te
lean en Máxima del

siguiente modo:

sqrt(x) =
√
x

exp(x) = ex

log(x) = log x (logaritmo nepe-

riano)

log(x)/log(b) = logb x

sin(x) = sen x


os(x) = cos x

tan(x) = tangente de x

se
(x) = se
ante de x


s
(x) = 
ose
ante de x


ot(x) = 
otangente de x

asin(x) = ar
oseno de x

a
os(x) = ar
o
oseno de x

atan(x) = ar
otangente de x

sinh(x) = seno hiperbóli
o de

x


osh(x) = 
oseno hiperbóli
o

de x

tanh(x) = tangente hiperbóli-


o de x

asinh(x) = ar
oseno hiperbóli-


o de x

a
osh(x) = ar
o
oseno hiper-

bóli
o de x

atanh(x) = ar
otangente hi-

perbóli
a de x

abs(x) = |x|

fun
iones

matemáti
as

Fun
iones relativas al 
ál
ulo 
on números naturales

n! = factorial de n

primep(n) nos di
e si el núme-

ro natural n es primo.

oddp(n) nos di
e si el número

natural n es impar.

evenp(n) nos di
e si el número

natural n es par.

fa
tor(n) = da la des
omposi-


ión en fa
tores primos del nú-

mero natural n

divisors(n) nos da los diviso-

res del número n.

remainder(n,m) nos da el res-
to de la división de n entre m.

quotient(n,m) nos da el 
o-


iente de la división de n entre

m.

binomial(m,n) =
(

m
n

)


ál
ulo 
on

naturales

Prá
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Fun
iones relativas al 
ál
ulo 
on números 
omplejos

Empezamos a
larando que %i representa al número imaginario unidad i =
√
−1.

Las opera
iones aritméti
as bási
as se realizan 
omo se han de�nido antes. Además

podemos utilizar las siguientes fun
iones:

re
tform(z) nos da la forma

binómi
a del número 
omplejo

z.

realpart(z) devuelve la parte

real de z.

imagpart(z) devuelve la parte

imaginaria del número 
omple-

jo z.

polarform(z) nos da la forma

polar del número 
omplejo z.


onjugate(z) = devuelve el


onjugado del número z

abs(z) nos da el módulo de z.


ál
ulo 
on


omplejos

Constantes matemáti
as

%pi = π ≃ 3,14159

%e = e ≃ 2,71828

inf = ∞
%i = i =

√
−1

%phi = φ =
1 +

√
5

2
(número de oro)

%phi

%e

%inf

%i

5. De�ni
ión de variables y fun
iones

5.1. Variables

Supongamos que tenemos que ha
er una serie de 
ál
ulos en los 
uales intervie-

ne repetidamente una 
onstante, 
omo por ejemplo la 
onstante de la gravita
ión

universal, o en los que interviene repetidamente la fun
ión f (x) = (1,45)x . Se ha
e
ne
esario enton
es de�nir variables y fun
iones 
on estos valores a la hora de rea-

lizar 
ál
ulos. Las variables y las fun
iones pueden ser designadas por letras o por

su
esiones de letras.

Veamos 
ómo se ha
e esto 
on Máxima . Supongamos que queremos de�nir la


onstante de la gravita
ión universal G = 6,67 × 10−11

on Máxima . Enton
es

deberíamos ha
er

(%i54) G:6.67*10**(-11);

11 Prá
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(%o54) 6,67 10−11

Si ahora tenemos dos 
uerpos de masa 3Kg separados a una distan
ia de 10m la

fuerza 
on la que se atraen es

(%i55) G*3**2/100;

(%o55) 6,0030000000000002 10−12

Algunos 
omandos rela
ionados 
on la gestión de variables son los que siguen.

kill(a1,a2,...) elimina los valores de las variables a1, a2, ...

kill(all) borra todos los valores

remvalue(var1,var2,...) borra los valores de las variables pasadas


omo argumento

values muestra las variables 
on valor asignado

kill

remvalue

values

Si en una misma línea queremos de�nir varias variables, o es
ribir varias expre-

siones debemos separar estas 
on �;�.

5.2. Fun
iones

Abordemos ahora la de�ni
ión de fun
iones. Para de�nir la fun
ión de una varia-

ble f (x) = (1,45)x se tiene que introdu
ir la orden:

(%i61) f(x):=1.45**x;

(%o61) f (x) := 1,45x

Una vez de�nida la fun
ión se puede utilizar 
omo 
ualquier otra de�nida en

Máxima :

(%i66) f(.3);

Prá
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(%o66) 1,11791916279868

Tienes que tener en 
uenta el siguiente detalle a la hora de de�nir una fun
ión:

El �igual� de la de�ni
ión para Máxima es la 
ombina
ión �:� más �=�.

También se pueden de�nir fun
iones que dependan de más de una variable. Por

ejemplo:

(%i64) AreaRe
tangulo(base,altura):=base*altura;

(%o64) AreaRectangulo (base, altura) := base altura

(%i65) AreaRe
tangulo(2,4);

(%o65) 8

Fun
iones re
urrentes

Una de las ventajas de los lenguajes de programa
ión es la de�ni
ión de fun
io-

nes por re
urren
ia. Aunque Máxima tiene de�nida una fun
ión para 
al
ular el

fa
torial de un número bien la podríamos haber de�nido 
omo sigue:

(%i68) 
al
ulafa
torial(n):= if n=1 then 1 else n*
al
ulafa
torial(n-1);

(%o68) calculafactorial (n) := ifn = 1then1elsen calculafactorial (n− 1)

(%i71) 
al
ulafa
torial(7);

(%o71) 5040

Quizás ha
e falta expli
ar la se
uen
ia de 
ontrol:

13 Prá
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if 
ondi
ión then a

ión si 
ondi
ión es verdadera else a

ión si 
ondi
ión es

falsa

Finalmente si queremos borrar fun
iones que hayamos de�nido nosotros usaremos

el 
omando remfun
tion 
omo des
ribimos.

remfun
tion (f1, ..., fn): desliga las de�ni
iones de fun
ión de sus

símbolos f1, ..., fn.

remfun
tion (all): desliga todas las de�ni
iones de fun
iones.

remfun
tion

6. Aprove
hando 
ál
ulos anteriores

A ve
es, es posible que tengamos que ha
er una su
esión de 
ál
ulos 
onse
utivos

de manera que 
ada nueva opera
ión se basa en la anterior. Pare
e ne
esaria enton
es

una senten
ia que nos remita a resultados anteriores. Di
ha senten
ia es%. Por

ejemplo, si queremos 
al
ular cos (sen 20◦) tendríamos que 
al
ular primero sen 20◦,
para después 
al
ular el 
oseno de di
ha 
antidad. Esta opera
ión podríamos ha
erla

del modo siguiente:

(%i16) grados: 2*%pi/360;

(%o16)
π

180

(%i17) sin(20*grados);

(%o17) sin
(π

9

)

(%i18) 
os(%);

(%o18) cos
(

sin
(π

9

))

(%i19) bfloat(%);

(%o19) 9,420790505828131b− 1

Para remitirnos a un resultado obtenido en el paso n debemos es
ribir%on.

Prá
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7. La ayuda de Máxima

El entorno Máxima permite a

eder a la amplia ayuda in
luida 
on Maxima de

una manera grá�
a. Desde la línea de 
omandos tenemos algunas órdenes que nos

pueden ser útiles.

des
ribe(expr) ó ?expr nos da informa
ión sobre expr

example(expr) devuelve un ejemplo de expr

apropos(.

ex

pr") nos di
e qué 
omandos están rela
ionados 
on expr

??expr nos devuelve los 
omandos que 
ontienen expr

des
ribe

example

apropos

??

8. Resolu
ión numéri
a de e
ua
iones

Supongamos que queremos resolver la e
ua
ión polinómi
a x2 + 2x − 7 = 0. En
primer lugar, en Máxima di
ha expresión debe es
ribirse xˆ2+2 ∗x−7 = 0. Una
vez que sabemos 
omo es
ribir e
ua
iones, el 
omando para resolverlas en Máxima

es solve Así, para resolver la e
ua
ión anterior es
ribiremos

(%i20) solve(x^2+2*x-7=0,x);

(%o20) [x = −2
√
2− 1, x = 2

√
2− 1]

Utilizando el 
omando float obtenemos solu
iones numéri
as aproximadas a

partir de las expresiones exa
tas sen
illas −1− 2
√
2 y −1 + 2

√
2.

(%i21) float(%);

(%o21) [x = −3,82842712474619, x = 1,82842712474619]

El 
omando solve admite diferente usos. Los 
omentamos ahora.

solve(expr, x)

solve(expr)

solve ([eqn 1, ..., eqn n℄, [x 1, ..., x n℄)

multipli
ities: es una variable que de�ne el sistema 
uando resolve-

mos una e
ua
ión y que 
ontiene las multipli
idades de las solu
iones

en
ontradas en la ultima eje
u
ión de solve o realroots.

solve

15 Prá
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Este 
omando resuelve la e
ua
ión algebrai
a expr de in
ógnita x y devuelve una

lista de igualdades 
on la x despejada. Si expr no es una igualdad, se supone que

se quiere resolver la e
ua
ión expr = 0. El argumento x puede ser una fun
ión (por

ejemplo, f(x)), puede omitirse x si expr 
ontiene solamente una variable. El argumen-

to expr puede ser una expresión ra
ional y puede 
ontener fun
iones trigonométri
as,

exponen
iales, et
étera.

A la variable multipli
ities se le asignará una lista 
on las multipli
idades

de las solu
iones individuales devueltas por solve. La instru

ión apropos(solve)

hará que se muestren las variables optativas que de algún modo afe
tan al 
omporta-

miento de solve. Se podrá luego utilizar la fun
ión des
ribe para aquellas variables


uyo objeto no esté 
laro.

(%i27) solve(x^6-17*x^5+115*x^4-391*x^3+692*x^2-592*x+192=0,x);

(%o27) [x = 3, x = 1, x = 4]

(%i28) multipli
ities;

(%o28) [1, 2, 3]

Con estas órdenes vemos que el polinomio al que le hemos 
al
ulado las raí
es se

fa
toriza así:

x6 − 17 x5 + 115 x4 − 391 x3 + 692 x2 − 592 x+ 192 = (x− 3)(x− 1)2(x− 4)3

La llamada solve([eqn 1, ..., eqn n℄, [x 1, ..., x n℄) resuelve un sis-

tema de e
ua
iones polinómi
as simultáneas (lineales o no) llamando a linsolve o

algsys y devuelve una lista de listas 
on solu
iones para las in
ógnitas. En 
aso de

haberse llamado a linsolve esta lista 
ontendrá una úni
a lista de solu
iones. La

llamada a solve tiene dos listas 
omo argumentos. La primera lista tiene las e
ua-


iones a resolver y la segunda son las in
ógnitas 
uyos valores se quieren 
al
ular. Si

el número de variables en las e
ua
iones es igual al número de in
ógnitas, el segundo

argumento puede omitirse.

Por ejemplo el sistema x+ y = 2, x− 3y + z = 3, x− y + z = 0 puede resolverse

del siguiente modo

(%i29) solve([x+y=2,x-3*y+z=3,x-y+z=0℄);
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(%o29) [[z = −5, y = −3

2
, x =

7

2
]]

(%i30) solve([x+y=2,x-3*y+z=3,x-y+z=0℄,[x,y,z℄);

(%o30) [[x =
7

2
, y = −3

2
, z = −5]]

Ejer
i
io. Fa
toriza el polinomio

x8 − 14 x7 + 89 x6 − 336 x5 + 820 x4 − 1328 x3 + 1412 x2 − 912 x+ 288,

para ello se pide:

1. Cal
ular las raí
es de p(x) y sus multipli
idades.

2. Dar la fa
toriza
ión.

3. Dar el produ
to de todas las raí
es del polinomio (teniendo en 
uenta sus

multipli
idades).

9. Cál
ulo de límites

Máxima tiene también una senten
ia para 
al
ular límites fun
ionales. Este


omando es limit y tiene diferentes usos:

limit (expr, x, val, dir)

limit (expr, x, val)

limit (expr)

limit

La fun
ión limit 
al
ula el límite de expr 
uando la variable real x se aproxima

al valor val desde la dire

ión dir. El argumento dir puede ser el valor plus para un

límite por la dere
ha, minus para un límite por la izquierda o simplemente se omite

para indi
ar un límite en ambos sentidos.

La fun
ión limit utiliza los símbolos espe
iales siguientes: inf (más in�nito)

y minf (menos in�nito). En el resultado también puede ha
er uso de und inf

minf

ind

unf

infinity

(inde�nido), ind (inde�nido pero a
otado) e in�nity (in�nito 
omplejo). La variable

lhospitallim guarda el número máximo de ve
es que la regla de L'Hopital es

apli
ada en la fun
ión limit, evitando bu
les in�nitos al iterar la regla en 
asos


omo limit (
ot(x)/
s
(x), x, 0). Si la variable tlimswit
h vale true, hará que la
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fun
ión limit utili
e desarrollos de Taylor siempre que le sea posible. La variable

limsubst evita que la fun
ión limit reali
e sustitu
iones sobre formas des
ono
idas,

a �n de evitar fallos tales 
omo que limit (f(n)/f(n+1), n, inf) devuelva 1. Dándole a

limsubst el valor true se permitirán tales sustitu
iones. La fun
ión limit 
on un solo

argumento se utiliza fre
uentemente para simpli�
ar expresiones 
onstantes, 
omo

por ejemplo limit (inf-1). La instru

ión example(limit) muestra algunos ejemplos.

Por ejemplo, si queremos 
al
ular ĺımx→0
senx
x

, debemos es
ribir.

(%i36) limit(sin(x)/x,x,0);

(%o36) 1

Así que, el límite ĺımx→0
sen 3(x2)
1−cos (x3)

que apare
ió en el examen de febrero de 2006

y que requería ha
er un desarrollo de Taylor de orden 6 se 
al
ularía 
on Máxima


omo:

(%i42) limit(sin(x^2)^3/(1-
os(x^3)),x,0);

(%o42) 2

Otros ejemplos fá
iles de entender 
on la expli
a
ión del 
omando:

(%i37) limit(sin(x)/x,x,inf);

(%o37) 0

(%i38) limit(1/x,x,0);

(%o38) infinity

(%i39) limit(1/x,x,0,plus);

(%o39) ∞

(%i40) limit(1/x,x,0,minus);

(%o40) −∞
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10. Condi
ionales y bu
les

La base de la programa
ión de los algoritmos numéri
os son los 
ondi
ionales y

los bu
les. Una breve expli
a
ión del uso de if la puedes en
ontrar en la página 13.

Para los bu
les disponemos de for, que tiene las siguientes variantes:

for <var>:<val1>step <val2>thru <val3>do <expr>

for <var>:<val1>step <val2>while <
ond>do <expr>

for <var>:<val1>step <val2>unless <
ond>do <expr>

for

Cuando el in
remento de la variable es la unidad, se puede obviar la parte de la

senten
ia relativa a step, dando lugar a

for <var>:<val1>thru <val3>do <expr>

for <var>:<val1>while <
ond>do <expr>

for <var>:<val1>unless <
ond>do <expr>

Cuando no sea ne
esaria la presen
ia de una variable de re
uento de itera
iones,

también se podrá pres
indir de los for, 
omo en:

while <
ond>do <expr>

unless <
ond>do <expr>.

while

unless

(%i1) for k:0 thru 8 do (angulo:k*%pi/4,print(

"El valor del seno de ",angulo, "es",sin(angulo)));

El valor del seno de 0 es 0

El valor del seno de

π
4
es

1√
2

El valor del seno de

π
2
es 1

El valor del seno de

3π
4
es

1√
2

El valor del seno de π es 0

El valor del seno de

5π
4
es −

√
2
2

El valor del seno de

3π
2
es −1

El valor del seno de

7π
4
es −

√
2
2

El valor del seno de 2 π es 0

(%o1) done
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(%i3) for k:0 while k<3 do print(k);

(%o3) 0 1 2 done

(%i4) for k:0 unless k>3 do print(k);

(%o4) 0 1 2 3 done

Si queremos sumar los 
uadrados de los 10 primeros números naturales 
on un

bu
le while .. do es
ribiremos:

(%i13) suma:0;

indi
e:0;

while indi
e<=10 do (suma:suma+indi
e**2,indi
e:indi
e+1);

print(suma);

(%o16) 0 0done 385

Para realizar sumatorios, 
omo no podía ser de otra forma, Máxima tiene im-

plementada la fun
ión sum.

sum(expr, i, i0, i1)sum

Representa la suma de los valores de expr según el índi
e i varía de i0 hasta i1.
Si la diferen
ia entre los límites superior e inferior es un número entero, el sumando

expr se evalúa para 
ada valor del índi
e i, siendo el resultado una suma en forma

explí
ita. En 
aso 
ontrario, el rango del índi
e no está de�nido, apli
ándose enton
es

algunas reglas que permitan simpli�
ar la suma. Cuando la variable global simpsum

valga true, se apli
arán reglas adi
ionales.

(%i17) sum(i**2,i,1,10);

(%o17) 385

Ejer
i
io. 1. Cal
ular la suma 7+9+11+13+...+131 = .

2. Cal
ula, mediante un bu
le for, la suma siguiente:

∑50
n=0

1
na+b+1 =
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11. La su
esión de Fibona

i y el número de oro

En matemáti
as, la su
esión de Fibona

i es la siguiente su
esión in�nita de

números naturales:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 . . .

11.1. Historia de la su
esión

Antes de que Fibona

i es
ribiera su trabajo, la su
esión de los números de Fi-

bona

i había sido des
ubierta por matemáti
os indios tales 
omo Gopala (antes de

1135) y Hema
handra (
. 1150), quienes habían investigado los patrones rítmi
os

que se formaban 
on sílabas o notas de uno o dos pulsos. El número de tales ritmos

(teniendo juntos una 
antidad n de pulsos) era fn+1, que produ
e explí
itamente los

números 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, et
.

La su
esión fue des
rita por Fibona

i 
omo la solu
ión a un problema de la 
ría

de 
onejos: �Cierto hombre tenía una pareja de 
onejos juntos en un lugar 
errado

y uno desea saber 
uántos son 
reados a partir de este par en un año 
uando es su

naturaleza parir otro par en un simple mes, y en el segundo mes los na
idos parir

también�.

De esta manera Fibona

i presentó la su
esión en su libro Liber Aba
i, publi-


ado en 1202. Mu
has propiedades de la su
esión de Fibona

i fueron des
ubiertas

por Édouard Lu
as, responsable de haberla denominado 
omo se la 
ono
e en la

a
tualidad.

También Kepler des
ribió los números de Fibona

i, y el matemáti
o es
o
és

Robert Simson des
ubrió en 1753 que el 
o
iente entre dos números de Fibona

i

su
esivos se a
er
a al número de oro. Esta serie ha tenido popularidad en el siglo

XX espe
ialmente en el ámbito musi
al, en el que 
ompositores 
on tanto renombre


omo Béla Bartók, Olivier Messiaen u Delia Derbyshire la han utilizado para la


rea
ión de a
ordes y de nuevas estru
turas de frases musi
ales.

11.2. Algunas propiedades para veri�
arlas 
on Máxima

Para veri�
ar 
onMáxima que se 
umplen las propiedades que vamos a ir enun-


iando empezaremos por el siguiente ejer
i
io.

Ejer
i
io. De�ne una fun
ión llamada fibona

i que dependa de un argumento

(número real) de manera que al eje
utar fibona

i(n) devuelva el término n-ésimo

de la su
esión de Fibona

i.

Propiedades
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1. La razón o 
o
iente entre un término y el inmediatamente anterior varía 
on-

tinuamente, pero se estabiliza en el número áureo. Es de
ir:

ĺım
n→∞

fn+1

fn
= ϕ,

donde ϕ es el número de oro, es de
ir

1+
√
5

2
(una de las solu
iones de x2−x−1 =

0)

Ejer
i
io. a) Cal
ula los 
o
ientes f100/f99, f100/f99, f1000/f999, f10000/f9999
y la diferen
ia que existe 
on el número áureo.

b) Cal
ula un número n para el que fn/fn−1 di�era del número áureo menos

que 10−20
.


) Cal
ula 
on la fun
ión limit el límite de la su
esión fn/fn−1.

2. La su
esión puede expresarse mediante otra fórmula explí
ita llamada forma

de Binet (de Ja
ques Binet). Si α = 1+
√
5

2
y β = 1−

√
5

2
, enton
es

fn =
αn − βn

α− β
yfn ≈ αn

√
5

Ejer
i
io.

Comprueba mediante un bu
le for que se veri�
a la igualdad anterior para

valores de n entre 1 y 50.

Dar el error que se 
omete en la aproxima
ión para n = 10000.

3. Cada número de Fibona

i es el promedio del término que se en
uentra dos

posi
iones antes y el término que se en
uentra una posi
ión después. Es de
ir

fn =
fn−2 + fn+1

2

Ejer
i
io.

Comprueba que se veri�
a la igualdad anterior para n = 10000.

4. Lo anterior también puede expresarse así: 
al
ular el siguiente número a uno

dado es 2 ve
es éste número menos el número 2 posi
iones más atrás: fn+1 =
2fn − fn−2

5. La suma de los n primeros números es igual al número que o
upa la posi
ión

n+ 2 menos uno. Es de
ir

f0 + f1 + f2 + · · ·+ fn = fn+2 − 1
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Ejer
i
io.

Comprueba que se veri�
a la igualdad anterior para n ∈ {1, 2, . . . , 50}.

A ti, maravillosa dis
iplina,

media, extrema razón de hermosura

que 
laramente a
ata la 
lausura

viva en la malla de tu ley divina.

A ti, 
ár
el feliz de la retina,

áurea se

ión, 
eleste 
uadratura,

misteriosa fontana de mesura

que el universo armóni
o origina.

A ti, mar de los sueños angulares,

�or de las 
in
o formas regulares,

dode
aedro azul, ar
o sonoro.

Lu
es por alas un 
ompás ardiente.

Tu 
anto es una esfera transparente.

A ti, divina propor
ión de oro.

Rafael Alberti

12. Manejo de expresiones simbóli
as

Máxima dispone de unos 
omandos para manipular algebrai
amente expresio-

nes de los tipos que siguen:

1. Polinomios en una y varias variables.

2. Fra

iones 
uyo numerador y denominador son polinomios.

3. Expresiones trigonométri
as.

4. Expresiones que 
ontienen exponen
iales y logaritmos.

Expresiones ra
ionales

Supongamos que tenemos una expresión o formula de los tipos 1 ó 2. Los 
oman-

dos que Máxima posee para manipular estas expresiones son los siguientes.
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expand(arg): multipli
a y realiza poten
ias en la expresión arg

expand(arg,n,m): multipli
a y realiza poten
ias para grados entre -m

y n en la expresión arg

partfra
(fra
,var) des
ompone en fra

iones simples la fra

ión fra


respe
to a la variable var

fa
tor(arg): es
ribe la expresión arg 
omo produ
to de fa
tores más

sen
illos

ev(arg,
ond1,...,
ondn): evalúa la expresión arg asignando los valores

que se le van indi
ando a 
ontinua
ión;

simp: es una variable que por defe
to toma el valor true. Si la de�ni-

mos a false evitaremos todas las simpli�
a
iones.

rad
an(arg): transforma arg a su forma 
anóni
a, que es un formato

que Maxima utiliza para redu
ir expresiones algebrai
as equivalentes

a una forma úni
a.

ratsimp(arg): también simpli�
a 
ualquier expresión ra
ional. El re-

sultado se devuelve 
omo el 
o
iente de dos polinomios. En o
asiones

no es su�
iente 
on una sola eje
u
ión de ratsimp, por lo que será

ne
esario apli
arla más ve
es, esto es lo que ha
e fullratsimp.

expand

partfra


fa
tor

ev

simp

rad
an

ratsimp

fullratsimp

(%i132) q: (x+3)^5-(x-a)^3+(x+b)^(-1)+(x-1/4)^(-5);

(%o132)
1

x+ b
− (x− a)3 + (x+ 3)5 +

1
(

x− 1
4

)5

(%i133) expand(q);

(%o133)
1

x5 − 5x4

4
+ 5x3

8
− 5x2

32
+ 5x

256
− 1

1024

+
1

x+ b
+x5+15 x4+89 x3+3 a x2+270 x2−3 a2 x+405 x+a3+243

Prá
ti
as de Matemáti
as 24



Es
uela de Ingeniería de Caminos, Canales y Puertos y de Ingeniería de Minas

(%i134) /*
on esta orden no desarrollamos todas las poten
ias*/

expand(q,3,2);

(%o134)
1

x+ b
+ (x+ 3)5 − x3 + 3 a x2 − 3 a2 x+

1
(

x− 1
4

)5 + a3

(%i135) ev(q,a:3,b:2);

(%o135) (x+ 3)5 +
1

x+ 2
+

1
(

x− 1
4

)5 − (x− 3)3

(%i141) simp:false;

(%o141) false

(%i142) 2+3+5;

(%o142) 2 + 3 + 5

(%i143) simp:true;

(%o143) true

(%i144) %o142;

(%o144) 10

(%i145) expr:(x^2-x)/(x^2+x-6)-5/(x^2-4);

(%o145)
x2 − x

x2 + x− 6
− 5

x2 − 4
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(%i146) fa
tor(%);

(%o146)
(x− 3) (x2 + 4 x+ 5)

(x− 2) (x+ 2) (x+ 3)

(%i149) expand(expr);

(%o149)
x2

x2 + x− 6
− x

x2 + x− 6
− 5

x2 − 4

(%i150) partfra
(expr,x);

(%o150) − 12

5 (x+ 3)
+

5

4 (x+ 2)
− 17

20 (x− 2)
+ 1

(%i151) (x^(a/2)-1)^2*(x^(a/2)+1)^2 / (x^a-1);

(%o151)

(

x
a
2 − 1

)2 (
x

a
2 + 1

)2

xa − 1

(%i152) fullratsimp(%);

(%o152) xa − 1

Expresiones logarítmi
as

Máxima dispone de algunas variables globales que permiten al usuario darle al

motor simbóli
o 
iertas dire
tri
es sobre qué debe ha
er 
on las expresiones, 
ómo

redu
irlas o transformarlas. Algunas de ellas 
ontrolan las transforma
iones de loga-

ritmos y de trigonometría. La variable logexpand puede tomar los valores false, truelogexpand

(por defe
to) y super. La primera op
ión es la más restri
tiva y no realiza transfor-

ma
iones logarítmi
as, true realiza algunas y super todas las que el programa tiene

de�nidas.
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(%i160) log(x^r)-log(x*y) + a*log(x/y);

(%o160) −log (x y) + a log

(

x

y

)

+ r log (x)

(%i162) expand(%i160);

(%o162) −log (x y) + a log

(

x

y

)

+ r log (x)

(%i163) logexpand:false;

(%o163) false

(%i164) expand(%i160);

(%o164) −log (x y) + a log

(

x

y

)

+ log (xr)

(%i169) logexpand:true;

(%o169) true

(%i170) expand(%i160);

(%o170) −log (x y) + a log

(

x

y

)

+ r log (x)

(%i171) logexpand:super;

(%o171) super
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(%i172) expand(%i153);

(%o172) −a log (y)− log (y) + r log (x) + a log (x)− log (x)

log
ontra
t es una fun
ión que permite 
ompa
tar expresiones logarítmi-


as

log
ontra
t

(%i174) exprlog:2*(a*log(x) + 2*a*log(y));

(%o174) 2 (2 a log (y) + a log (x))

(%i175) expand(%);

(%o175) 4 a log (y) + 2 a log (x)

(%i176) log
ontra
t(exprlog);

(%o176) a log
(

x2 y4
)

Expresiones trigonométri
as

Maxima 
ono
e las identidades trigonométri
as y puede usarlas para simpli�
ar

expresiones en las que aparez
an di
has fun
iones. En lugar de expand y fa
tor,

utilizaremos las órdenes:

trigexpand(expresion): expande las expresiones trigonométri
as

e hipérboli
as pasadas 
omo argumento. El 
omportamiento de

trigexpand se 
ontrola 
on las variables globales trigexpand,

trigexpandplus y trigexpandtimes, 
uyos valores por defe
tos son,

respe
tivamente, false, true y true.

trigsimp(expresion) simpli�
a las fun
iones trigonométri
as e hiper-

bóli
as del argumento

trigredu
e(expresion) simpli�
a las fun
iones trigonométri
as e hi-

perbóli
as

trigredu
e

trigsimp

trigredu
e
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Álgebra lineal

1. Opera
iones bási
as 
on matri
es

Vimos en la teoría que existen mu
has 
lases de matri
es, en los primeros temas

hi
imos una sustan
ial distin
ión entre dos tipos: las que tienen determinante no

nulo y en 
onse
uen
ia son invertibles y las que tienen determinante igual a 0 y

son por lo tanto no invertibles. Máxima nos permite saber 
uando una matriz es

invertible o no, 
al
ular su determinante y su inversa. Vamos a ir introdu
iendo los


omandos que nos permiten realizar tales opera
iones.

El 
omando matrix

matrix (�la 1, ..., �la n) matrix

La fun
ión de Máxima matrix devuelve una matriz re
tangular 
on las �las �la

1, ..., �la n. Cada �la es una lista de expresiones. Todas las �las deben tener el

mismo número de miembros. Las opera
iones + (suma), - (resta), * (multipli
a
ión)

y / (división), se llevan a 
abo elemento a elemento

1


uando los operandos son

dos matri
es, un es
alar y una matriz o una matriz 
on un es
alar. La opera
ión �

(exponen
ia
ión, equivalente a **) se lleva 
abo también elemento a elemento si

los operandos son un es
alar y una matriz o una matriz y un es
alar, pero no si los

operandos son dos matri
es. El produ
to matri
ial se representa 
on el operador

de multipli
a
ión no 
onmutativa .. El 
orrespondiente operador de exponen
ia
ión

no 
onmutativa es ��. Dada la matriz A, A.A = A�� 2 y A��−1 es la inversa de A,
si existe. Algunas variables 
ontrolan la simplif
a
ión de expresiones que in
luyan

1

Mu
ho 
uidado 
on esto porque 
on * no 
onseguiremos la multipli
a
ión usual de matri
es y

/ da una división que en ningún 
aso hemos de�nido en nuestra asignatura
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estas opera
iones: doallmxops, domxexpt, domxmxops, dos
mxops y dos
mxplus.

Hay otras op
iones adi
ionales rela
ionadas 
on matri
es: lmx
har, rmx
har, ratmx,

listarith, detout, s
alarmatrix y sparse. Hay también algunas fun
iones que

admiten matri
es 
omo argumentos o que devuelven resultados matri
iales:

eigenvalues devuelve los valores propios de la matriz A

eigenve
tors (A): devuelve una lista de listas, la primera de las 
ua-

les es la salida de eigenvalues y las siguientes son los ve
torios propios

de la matriz aso
iados a los valores propios 
orrespondientes.

determinant (A): nos de el determinante de la matriz A


harpoly (A,x): 
al
ula el polinomio 
ara
terísti
o de A usando la

variable x

add
ol (A,lista 1, ..., lista n): añade la/s 
olumna/s dada/s por la/s

lista/s (o matri
es) a la matriz A.

addrow (A,lista 1, ..., lista n): añade la/s �la/s dada/s por la/s lista/s

(o matri
es) a la matriz A.


opymatrix (A): devuelve una 
opia de la matriz A independiente

de ésta (
ualquier modi�
a
ión en A no alterará la 
opia que hemos

he
ho de A)

transpose (A): nos da la transpuesta de A.

nullspa
e (A): si A es una matriz, devuelve span(v1, ..., vn), siendo
v1, ..., vn la base del espa
io solu
ión de A x= 0. Si el resultado 
ontiene

sólo a 0, devuelve span().

eigenvalues

eigenve
tors

determinant


harpoly

add
ol

addrow


opymatrix

nullspa
e

transpose
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e
helon (A): devuelve la forma es
alonada de la matriz A, obtenida
por elimina
ión gaussiana, también se puede obtener 
on la fun
ión

triangularize.

rank (A): 
al
ula el rango de A.

diagmatrix (n, x): devuelve una matriz diagonal de orden n 
on

los elementos de la diagonal todos ellos iguales a x. La llamada

diagmatrix(n, 1) devuelve una matriz identidad (igual que

ident(n)).

invert (A): da la inversa de la matriz M, 
al
ulada por el método del

adjunto.

zeromatrix (m, n): devuelve una matriz re
tangular m por n 
on

todos sus elementos iguales a 
ero.

e
helon

rank

diagmatrix

invert

zeromatrix

Vamos a resolver unos problemas de álgebra lineal usando Máxima .

Ejemplo 2.1. Sea f : R3 → R
3
una apli
a
ión lineal tal que Mβ3

cβ
3
c
(f) =





3 2 1
4 3 2
1 1 1





y 
onsidera la base β = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}. Responde a las siguientes 
ues-

tiones:

1. Cal
ula Mββ(f) (0.5 puntos)

Solu
ión. Cal
ulamos

Mββ(f) = Mββ3
c
Mβ3

cβ
3
c
(f)Mβ3

cβ

Así que:

Mββ(f) =





3 2 1
6 5 3
− 3 − 2 − 1





Las órdenes introdu
idas en Máxima han sido las que siguen:

(%i1) m:matrix([3,2,1℄,[4,3,2℄,[1,1,1℄);

(%o1)





3 2 1
4 3 2
1 1 1




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(%i2) rank(m);

(%o2) 2

(%i4) m
b:transpose(matrix([1,1,1℄,[1,1,0℄,[1,0,0℄));

(%o4)





1 1 1
1 1 0
1 0 0





(%i5) mb
:m
b^^-1;

(%o5)





0 0 1
0 1 −1
1 −1 0





(%i6) m

f:matrix([3,2,1℄,[4,3,2℄,[1,1,1℄);

(%o6)





3 2 1
4 3 2
1 1 1





(%i7) mbbf:mb
.m

f.m
b;

(%o7)





3 2 1
6 5 3
−3 −2 −1





2. Cal
ula las e
ua
iones de Ker f respe
to de la base β y da una base de Ker f
expresando las 
oordenadas de los ve
tores que aparez
an en la base β (0.5

puntos)

Solu
ión. Como Mββ(f) tiene rango 2:
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Ker f = {(x, y, z)β : Mββ(f)(x, y, z)
t = (0, 0, 0)t} = {(x, y, z)β : 3x+ 2y + z

= 6x+ 5y + 3z = 0}

βKer f = {(1, − 3, 3)β}

Las órdenes realizadas en Máxima han sido las que siguen:

(%i9) nullspa
e(mbbf);

(%o9) span









1
−3
3









3. Cal
ula las e
ua
iones de Im f respe
to de la base β3
c y da una base de Im f

expresando las 
oordenadas de los ve
tores que aparez
an en la base β3
c (0.5

puntos)

Solu
ión. Usando que 3 = dimR
3 = dimKer f+dimIm f se sa
a que dimIm f =

2. Ahora usando que las 
olumnas de Mβ3
cβ

3
c
(f) generan Im f se tiene que

Im f = {(3, 2, 1), (2, 3, 1), (1, 2, 1)} y

βIm f = {(2, 3, 1), (1, 2, 1)}.

Ahora la e
ua
ión de la imagen es

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1
1 2 1
x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x− 1y + 1z = 0

Los 
ál
ulos 
on Máxima :

(%i11) determinant(matrix([2,3,1℄,[1,2,1℄,[x,y,z℄));

(%o11) 2 (2 z − y)− 3 (z − x) + y − 2 x

(%i12) expand(%);
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(%o12) z − y + x

4. En
uentra bases β1 y β2 tales que Mβ1β2
(f) =





1 1 0
0 1 0
0 0 0





(0.5 puntos).

Solu
ión. Basta 
on tomar β1 = {(1, 0, 0), (0, 0, 1), (1,−2, 1)} y β2 = {(3, 4, 1), (−
2,−2, 0), (1, 0, 0)}.
Hemos 
al
ulado en Máxima así:

(%i14) /*bus
amos un ve
tor de Ker f para tomarlo 
omo ter
er

ve
tor de la base b1*/ nullspa
e(m

f);

(%o14) span









1
−2
1









(%i16) /*
al
ulamos las imágenes de los otros dos ve
tores

de b1 que hemos tomado y que no pertene
en a Ker f*/ m

f.[1,0,0℄;





3
4
1



 (%o16)

(%i18) m

f.[0,0,1℄;





1
2
1



 (%o18)

(%i20) %o18-%o16;





−2
−2
0



 (%o20)
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Ejemplo 2.2. Estudia si la matriz

M =









3 0 0 0
18 19 12 6
−34 −30 −19 −10
14 12 8 5









es o no diagonalizable

Solu
ión.

Empezamos de�niendo la matriz M en Máxima (la llamaremos m):

(%i107) m:matrix([3,0,0,0℄,[18,19,12,6℄,[-34,-30,-19,-10℄,

[14,12,8,5℄);

(%o107)









3 0 0 0
18 19 12 6
−34 −30 −19 −10
14 12 8 5









Cal
ulamos el polinomio 
ara
terísti
o

(%i110) 
harpoly(m,x);

(((−x− 19) (5− x) + 80) (19− x)− 12

(%o110) (120− 30 (5− x)) + 6 (−12 (−x− 19)− 240)) (3− x)

Lo ponemos en forma de suma de monomios 
on el 
omando expand:

(%i111) expand(%);

(%o111) x4 − 8 x3 + 22 x2 − 24 x+ 9

Cal
ulamos las raí
es del polinomio 
ara
terísti
o (son 1 y 3):

(%i112) solve(%=0,x);
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(%o112) [x = 3, x = 1]

Obtenemos las multipli
idades de las raí
es del polinomio 
ara
terísti
o (ambas

tienen multipli
idad 2):

(%i113) multipli
ities;

(%o113) [2, 2]

Cal
ulamos una base de V3 = {x ∈ R
4 : (M − 3I4)x = 0} y 
omo tiene dos

ve
tores dimV3 = 2 = m(3). Lo mismo le o
urre a V1, así que la matriz será

diagonalizable.

(%i117) nullspa
e(m-3*ident(4));

(%o117) span

















0
12
−20
8









,









8
−12
4
0

















(%i119) nullspa
e(m-1*ident(4));

(%o119) span

















0
−24
36
0









,









0
0
12
−24

















Ponemos las bases obtenidas en el paso anterior por 
olumnas para 
onstruir

la matriz de paso que llamamos p :

(%i120) p:transpose(matrix([0,12,-20,8℄,[8,-12,4,0℄,

[0,-24,36,0℄,[0,0,12,-24℄));
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(%o120)









0 8 0 0
12 −12 −24 0
−20 4 36 12
8 0 0 −24









Cal
ulamos la inversa de p:

(%i125) p^^(-1);

(%o125)









7
8

3
4

1
2

1
4

1
8

0 0 0
3
8

1
3

1
4

1
8

7
24

1
4

1
6

1
24









Comprobamos que todo ha sido 
orre
to porque multipli
ando p−1mp da la

matriz diagonal que tiene la se
uen
ia 3,3,1,1 en la diagonal:

(%i126) p^^(-1).m.p;

(%o126)









3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









2. Ejer
i
io para resolver 
on Máxima

Ejer
i
io.

En este ejer
i
io 
onsideraremos las siguientes bases de R
3
:

βP = {(1, b, c), (0, 1, a), (0, 0, 1)},

βQ = {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 0)},
βR = {(1, 0, 2), (0, 1, 0), (1, 0, 1)}

y la apli
a
ión lineal f : R3 → R
3
de�nida por:
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MβP βP
(f) =





1 0 −ab + c
0 1 a
0 0 0





Indi
a
ión a tener en 
uenta.

De�ne las matri
es siguientes:

P =





1 0 0
b 1 0
c a 1



 , Q =





1 0 1
0 1 0
1 1 0



 , R =





1 0 1
0 1 0
2 0 1



 , A = MβP βP
(f)

y ten en 
uenta que P = Mβ3
cβP

, Q = Mβ3
cβQ

,R = Mβ3
cβR

.

1. Cal
ula las siguientes matri
es:

MβP βQ
,MβPβR

,MβRβP
,MβQβP

.

Indi
a
ión a tener en 
uenta.

MβP βQ
= MβP β3

c
Mβ3

cβQ
; MβP βR

= MβP β3
c
Mβ3

cβR
;

MβRβP
= MβRβ3

c
Mβ3

cβP
; MβQβP

= MβQβ3
c
Mβ3

cβP
;

2. Cal
ula las 
oordenadas de los ve
tores u = (d, e, f)βR
, v = (a, 2, 1)βP

y w =
(0, 1, b)βQ

en las bases βR, βP , βQ y β3
c .

Indi
a
ión a tener en 
uenta.

Para obtener las 
oordenadas de u en la base βQ debes utilizar la rela
ión

(x, y, z)tβQ
= MβQβR

(d, e, f)tβR
. Rela
iones similares debes utilizar para los de-

más 
ambios de base.

3. Cal
ulaMβQβQ
(f),MβP βP

(f),MβRβR
(f),Mβ3

cβ
3
c
(f)MβP βQ

(f),MβQβP
(f),MβP βR

(f),
MβRβP

(f), MβQβR
(f), MβRβQ

(f).

Indi
a
ión a tener en 
uenta.

Para uno de los 
asos te será útil la fórmula

MβQβQ
(f) = MβQβP

MβP βP
(f)MβP βQ

.

Debes adaptar esta igualdad para los demás 
asos.

4. Usa la fun
ión deMáxima Solve para en
ontrar una base de Ker f y exprésala

en todas las bases manejadas en este ejer
i
io.
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5. Cal
ula el polinomio pA(x).

6. Cal
ula σA. A partir de ahora l y m denotarán a los dos valores propios de A.

7. Da bases de Vl y de Vm (expresadas respe
to de la base 
anóni
a).

8. Cal
ula la matriz diagonalD y las matri
es de paso, T y T−1
, que diagonalizan

a A.

9. Comprueba que D = T−1AT , para ello se piden las matri
es AT y T−1AT .

39 Prá
ti
as de Matemáti
as



Prá
ti
a 2. Álgebra lineal

3. El teorema de Cayley-Hamilton

Introdu
imos el teorema de Cayley-Hamilton y veremos las importantes apli
a-


iones que tiene a lo largo de toda esta prá
ti
a.

Teorema 1 (Cayley-Hamilton). Dada una matriz 
uadrada A 
on polinomio 
ara
-

terísti
o pA(x) = anx
n + an−1x

n−1 + a2x
2 + a1x+ a0, se tiene que:

pA(A) = anA
n + an−1A

n−1 + a2A
2 + a1A+ a0In = 0n×n.

Ejer
i
io. Comprueba que se veri�
a el teorema de Cayley-Hamilton para la matriz

H =





2 + a 3 + a+ b 3 + a+ b+ c
1 + a 2 + a 2 + a+ c
1 2 2 + c





siguiendo los siguientes pasos:

1. Cal
ula el polinomio 
ara
terísti
o pH(x) usando la fun
ión deteminant, es

de
ir deberás 
al
ular deteminant(H-x* ident(3)).

2. De�ne una fun
ión pH(M):=. . . que a
tuando sobre una matriz M devuelva


omo resultado pH(M).

3. Veri�
a que pH(H) devuelve la matriz nula.

Solu
ión.

pH(x) =

pH(M) :=

pH(H) =

4. Inversa de una matriz

Teorema 2. Una matriz A es invertible si y sólo si no tiene a 0 
omo valor propio.

Demostra
ión. Veamos primero que si A es invertible enton
es 0 no puede ser un

valor propio. Supongamos lo 
ontrario, es de
ir, 0 es un valor propio de la matriz

invertible A. Esto quiere de
ir que:

0 = pA(0) = |A− 0In| = |A|,

Prá
ti
as de Matemáti
as 40



Es
uela de Ingeniería de Caminos, Canales y Puertos y de Ingeniería de Minas

y esto es una 
ontradi

ión porque el determinante de |A| no puede ser 0 por ser A
invertible.

En segundo lugar suponemos que 0 no es un valor propio de A y veremos que A es

invertible. Por no ser 0 un valor propio de A se tiene que su polinomio 
ara
terísti
o

debe ser de la forma:

pA(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0


on a0 6= 0.

Ahora usamos el teorema de Cayley-Hamilton y obtenemos:

0n×n = pA(A) = anA
n + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A+ a0In

⇒ −1

a0

(

anA
n + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A
)

= In

⇒ A
−1

a0

(

anA
n−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)

= In

⇒ −1

a0

(

anA
n−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A + a1In
)

A = In

Así que hemos demostrado que la inversa de A es

−1

a0

(

anA
n−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)

y por lo tanto hemos 
on
luido la demostra
ión.

4.1. Método para 
onstruir la inversa de una matriz

La demostra
ión del teorema anterior nos da un método para 
onstruir la inversa

de una matriz A, el método 
onsiste en:

1. Construir el polinomio 
ara
terísti
o de la matriz A:

pA(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

2. Obtener la inversa de A mediante los siguientes 
ál
ulos:

A−1 =
−1

a0

(

anA
n−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)

.
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Ejer
i
io. Usando este método se pide 
al
ular la inversa de las siguientes matri
es:

A =









2 + a 3 + a + b 3 + a+ b+ c 3 + a+ b+ c+ d
1 + a 2 + a 2 + a+ c 2 + a+ c+ d
1 2 2 + c 2 + c+ d
1 1 + b 1 + b 1 + b+ d









B =









2 + a 1 + b c d
2 1 + b c d
1 1 c d
0 0 0 d









C =









5 + 2a 3 + 2b 3c 4d
3 + a 2 + b 2c 3d
2 1 + b c 2d
1 b 0 d









Además se exige 
al
ular el determinante, los polinomios 
ara
terísti
os de 
ada

una de las matri
es y las siguientes opera
iones:

A2 +B(A+ C);

esen |A|+cos |B|+
√

|A+B+C|2+1

on 4 
ifras de
imales.

Indi
a
iones a tener en 
uenta.

Re
uerda que si un número de tu DNI involu
rado en el ejer
i
io es 0 lo debes

sustituir por un 1.

Antes de 
al
ular la inversa debes 
omprobar que la matriz es invertible 
al-


ulando su determinante.

Debes 
al
ular el polinomio 
ara
terísti
o de 
ada una de las matri
es 
on

el 
omando Det de Máxima . Por ejemplo el polinomio 
ara
terísti
o de la

matriz A se 
al
ula 
on las órdenes: Det[A-xIdentityMatrix[4℄℄.

Debes 
omprobar que el resultado obtenido 
on el método de Cayley-Hamilton

es 
orre
to. Para ello multipli
a 
ada matriz por la inversa obtenida y veri�
a

que da I4.

En los resultados no deben apare
er los parámetros a,b,
,d,. . . .

Solu
ión.
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A =

































































|A| =

pA(x) =

A−1 =

































































B =

































































|B| =

43 Prá
ti
as de Matemáti
as



Prá
ti
a 2. Álgebra lineal

pB(x) =

B−1 =

































































C =

































































|C| =

pC(x) =

C−1 =
































































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A2 +B(A + C) =

































































esen |A|+cos |B|+
√

|A+B+C|2+1 =
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Prá
ti
a 3

Grá�
as de fun
iones e integra
ión

1. Introdu

ión

Máxima dispone de herramientas para ha
er de forma rápida derivadas de fun-


iones de una y varias variables, 
ál
ulo de primitivas de fun
iones de una variable,

integrales de�nidas, desarrollos de Taylor de fun
iones de una variable, resolu
ión

numéri
a de e
ua
iones, representa
iones grá�
as de fun
iones de una y dos varia-

bles, así 
omo 
urvas en el espa
io, et
étera. Vamos a 
entrarnos en esta prá
ti
a

en 
uestiones relativas a la integra
ión de fun
iones, por un lado veremos los 
o-

mandos 
on los que Máxima nos permite resolver problemas en los que interviene

la integral y por otro lado veremos 
ómo se programan los métodos de integra
ión

numéri
a 
ompuestos de Simpson y del trape
io.

2. Des
rip
ión de 
omandos

2.1. Derivadas de fun
iones

Supongamos que tenemos una fun
ión de una variable f (x) o de varias variables
f(x1, x2, ..., xn) a la que queremos 
al
ular su derivada o derivada par
ial respe
to

de alguna de sus variables. El 
omando que realiza ese 
ál
ulo 
on Máxima es

diff.
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La fun
ión diff puede llamarse usando 
ualquiera de las formas siguientes:

diff(expr, x1, n1, ..., xm, nm): devuelve la derivada par
ial de expr


on respe
to de x1 n1 ve
es, ..., xm nm ve
es.

diff(expr, x,n): devuelve la n-ésima derivada de expr respe
to de x.

diff(expr, x): devuelve la primera derivada de expr respe
to de la

variable x.

diff(expr): devuelve el diferen
ial total de expr, esto es, la suma de

las derivadas de expr respe
to de 
ada una de sus variables, multipli-


adas por el diferen
ial del de 
ada una de ellas. La forma nominal de

di� es ne
esaria en algunos 
ontextos, 
omo para de�nir e
ua
iones

diferen
iales. En tales 
asos, diff puede ir pre
edida de un apóstrofo

(
omo 'diff) para evitar el 
ál
ulo de la derivada.

Si derivabbrev vale true, las derivadas se muestran 
omo subíndi
es.

En otro 
aso, se muestran en la nota
ión

diff

derivabbrev

Por ejemplo si queremos 
al
ular la derivada de f (x) = sen x es
ribiremos

(%i1) diff(sin(x),x);

(%o1) cos (x)

espe
i�
ando tanto la fun
ión 
omo la variable respe
to de la 
ual vamos a derivar.

Así para 
al
ular la derivada par
ial 
on respe
to a la variable y de la fun
ión

f (x, y) = sen (x+ y) debemos es
ribir

(%i6) g(x,y):=sin(x+y);

(%o6) g (x, y) := sin (x+ y)

(%i7) diff(g(x,y),y);

(%o7) cos (y + x)

La segunda derivada de f (x) = sen x se 
al
ula
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(%i5) diff(sin(x),x,2);

(%o5) −sin (x)

y

∂3f
∂y3

de la fun
ión f (x, y) = sen (x+ y) sería

(%i8) diff(g(x,y),x,3);

(%o8) −cos (y + x)

Si ahora queremos 
al
ular derivadas par
iales 
ambiando la variable 
on la que

derivamos. Por ejemplo 
al
ular

∂2f
∂x∂y

debemos es
ribir

(%i10) diff(g(x,y),x,1,y,1);

(%o10) −sin (y + x)

2.2. Cál
ulo de primitivas e integral de�nida

Máxima también posee senten
ias para 
al
ular primitivas de fun
iones de una

variable. El 
omando que se utiliza para 
al
ular la primitiva de una fun
ión f (x)
es integrate.

La fun
ión integrate puede llamarse usando 
ualquiera de las formas si-

guientes:

integrate(expr, x): 
al
ula simbóli
amente la integral inde�nida de

expr respe
to de x.

integrate(expr, x, a, b): resuelve una integral de�nida 
on límites de

integra
ión a y b. Los límites no pueden 
ontener a x.

Por ejemplo, para 
al
ular una primitiva de f (x) = sen x pro
edemos del siguien-

te modo.

(%i11) integrate(sin(x),x);
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(%o11) −cos (x)

∫ 1

0
xdx se 
al
ularía del modo siguiente:

(%i13) integrate(x,x,0,1);

(%o13)
1

2

Ejer
i
io. Cal
ular las primitivas de dos de las siguientes fun
iones:

(a) f (x) = cos (x)sen (2x)cos (3x) tan(cx)

(b) f (x) = x+xa+b

1+x10

(
) f (x) = cosxecx

(d) f (x) = sh(x)ch(cx)sh(3x).

2.3. Representa
ión grá�
a de fun
iones, 
urvas y super�
ies

Máxima permite ha
er representa
iones grá�
as de fun
iones de una y varias

variables. Para ello hemos de darle tanto la fun
ión, 
omo el dominio de de�ni
ión

de ésta.

Para representar fun
iones reales de variable real, tenemos los 
omandos plot2d

y wxplot2d (ambos son similares pero el primero imprime las grá�
as en una ven-

tana aparte y permite de�nir op
iones adi
ionales). Así, para representar la fun
ión

f (x) = sen x en el dominio [0, 2π] es
ribimos

(%i3) wxplot2d(sin(x),[x,0,2*%pi℄);

(%o3) << Graphics >>

y obtenemos la imagen de la �gura 3.1.

Si queremos representar varias fun
iones a la vez, hemos de es
ribir

(%i4) wxplot2d([sin(x),sin(2*x)℄,[x,0,2*%pi℄);
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Figura 3.1: Grá�
a de la fun
ión f(x) = senx en el intervalo [0, 2π]

Figura 3.2: Grá�
as de las fun
iones f(x) = senx y g(x) = sen (2x)

(%o4) << Graphics >>

expresión que hará una representa
ión grá�
a simultánea de las fun
iones sen x
y sen 2x.

Máxima nos fa
ilita el trabajo pudiendo a

eder a un menú grá�
o pin
hando en

el botón denominado Grá�
os 2D. Al pulsar apare
e una ventana 
on varios 
ampos

para 
ompletar:

Expresión. Es la fun
ión o fun
iones que queramos dibujar. Por defe
to,

wxMaxima rellena este espa
io 
on% para referirse a la salida anterior.

Variable x. es el intervalo de la variable x elegido para representar la fun
ión.

Variable y. Nos sirve para elegir un intervalo de la variable y para representar
la fun
ión.

Gradua
iones. Es el número de puntos en los que el programa evalúa una

fun
ión para su representa
ión en polares.

Formato. Maxima realiza por defe
to la grá�
a 
on un programa auxiliar.

Si sele

ionamos en línea, di
ho programa auxiliar es wxMaxima y obtendre-

mos la grá�
a en una ventana alineada 
on la salida 
orrespondiente. Hay
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dos op
iones más y ambas abren una ventana externa para dibujar la grá�
a

requerida: gnuplot es la op
ión por defe
to que utiliza el programa Gnuplot

para realizar la representa
ión; también está disponible la op
ión openmath

que utiliza el programa XMaxima.

Op
iones. Aquí podemos sele

ionar varias op
iones, por ejemplo para que:

• Dibuje los ejes de 
oordenadas ("set zeroaxis;");

• Dibuje los ejes de 
oordenadas, de forma que 
ada unidad en el eje Y sea

igual que el eje X ("set size ratio 1; set zeroaxis;").

• Dibuje una 
uadrí
ula ("set grid;") o dibuje una grá�
a en 
oordenadas

polares ("set polar; set zeroaxis;").

Grá�
o al ar
hivo. Guarda el grá�
o en un ar
hivo 
on formato Posts
ript.

Otra forma de elegir las op
iones para dibujar las grá�
as es mediante la fun
ión

set_plot_option (op
ión) que asigna un valor a una de las variables globales queset_plot_option


ontrolan los grá�
os. El argumento op
ión se espe
i�
a 
omo una lista de dos o

más elementos, en la que el primero es el nombre de una de las op
iones de la

lista plot_options. La fun
ión set_plot_option evalúa sus argumentos y devuelve

plot_options tal 
omo queda después de la a
tualiza
ión.

La variable plot_options 
onsta de un lista de elementos que estable
en lasplot_options

op
iones por defe
to para los grá�
os. Si una op
ión está presente en una llamada a

plot2d o a plot3d, este valor adquiere prevalen
ia sobre las op
iones por defe
to. En

otro 
aso se utilizará el valor que tenga en plot_options. Las op
iones por defe
to

se asignan mediante la fun
ión set_plot_option 
omentada en el párrafo anterior.

Cada elemento de plot_options es una lista de dos o más elementos, el primero

de los 
uales es el nombre de la op
ión, siendo los siguientes los valores de aquélla.

En algunos 
asos el valor asignado es a su vez una lista, que puede 
ontener varios

elementos. Las op
iones grá�
as que re
ono
en plot2d y plot3d son:

Op
ión: y. Nos sirve para estable
er el rango verti
al del grá�
o.

Ejemplo: [y, - 3, 3℄ estable
e el rango verti
al 
omo [-3, 3℄.

Op
ión: nti
ks. En plot2d, es el número ini
ial de puntos utilizados por el

pro
edimiento adaptativo para la representa
ión de fun
iones. También es el

número de puntos a ser 
al
ulados en los grá�
os paramétri
os.

Ejemplo: [nti
ks, 20℄ El valor por defe
to para nti
ks es 10.

Op
ión: ylabel. Etiqueta del eje verti
al en grá�
os 2d.

Ejemplo: [ylabel, "Temperature"℄
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Op
ión: legend. Etiquetas para las expresiones de los grá�
os 2d. Si hay

más expresiones que etiquetas, éstas se repetirán. Por defe
to se pasarán los

nombres de las expresiones o fun
iones, o las palabras dis
rete1, dis
rete2, ...,

para grá�
os de puntos. Ejemplo: [legend, "Set 1", "Set 2", "Set 3"℄

Op
ión: style. Estilos a utilizar para las fun
iones o 
onjuntos de datos en

grá�
os 2d. A la palabra style debe seguirle uno o más estilos. Si hay más

fun
iones o 
onjuntos de datos que estilos, éstos se repetirán. Los estilos que

se admiten son: lines para segmentos lineales, points para puntos aislados,

linespoints para segmentos y puntos, dots para pequeños puntos aislados.

Gnuplot también a
epta el estilo impulses. Los estilos se pueden es
ribir 
omo

elementos de una lista, junto 
on algunos parámetros adi
ionales. lines a
epta

uno o dos números: el an
ho de la línea y un entero que identi�
a el 
olor. Los


ódigos de 
olor por defe
to son: 1, azul; 2, rojo; 3, magenta; 4, naranja; 5,

marrón; 6, verde lima; 7, aguamarina.

points a
epta uno, dos o tres parámetros; el primer parámetro es el radio

de los puntos, el segundo es un entero para sele

ionar el 
olor, 
on igual


odi�
a
ión que en lines y el ter
er parámetro sólo es utilizado por Gnuplot

y ha
e referen
ia a varios objetos para representar los puntos. Los tipos de

objetos disponibles son: 1, 
ír
ulos rellenos; 2, 
ir
unferen
ias; 3, +; 4, x; 5, *;

6, 
uadrados rellenos; 7, 
uadrados hue
os; 8, triángulos rellenos; 9, triángulos

hue
os; 10, triángulos rellenos invertidos; 11, triángulos hue
os invertidos; 12,

rombos rellenos; 13, rombos hue
os.

linesdots a
epta hasta 
uatro parámetros: an
ho de línea, radio de los puntos,


olor y tipo de objetos para representar puntos.

Ejemplo: [style,[lines,2,3℄,[points,1,4,3℄℄ En este ejemplo se representará la pri-

mera (ter
era, quinta, et
. ) expresión 
on segmentos re
tilíneos magenta de

an
ho 2, la segunda (
uarta, sexta, et
.) expresión 
on símbolos de suma na-

ranja de tamaño 1 (
ír
ulos naranja en el 
aso de Openmath).

El estilo por defe
to es lines de an
ho 1 y diferentes 
olores.

Op
ión: grid. Estable
e el número de puntos de la retí
ula a utilizar en las

dire

iones x e y en los grá�
os de tres dimensiones.

Ejemplo: [grid, 50, 50℄ estable
e la retí
ula en 50 por 50 puntos. El valor por

defe
to es 30 por 30.

La representa
ión grá�
a de fun
iones de dos variables se ha
e mediante el 
o-

mando wxplot3d o su análogo plot3d que dibujará los objetos en una ventana nueva

y permitirá op
iones 
omo girar el grá�
o. Por ejemplo, si queremos representar la

fun
ión f (x, y) = sen (xy) en el dominio [0, 3]× [0, 3] hemos de es
ribir

(%i13) wxplot3d(sin(x*y),[x,0,3℄,[y,0,3℄);
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(%o13) << Graphics >>

Figura 3.3: Grá�
a de sen (xy)

2.4. Curvas y super�
ies paramétri
as

El 
omando empleado para representar 
urvas parametrizadas en el plano es

plot2d([parametri
,x(t),y(t),[t,a,b℄℄), la eje
u
ión de este 
omando dibuja la grá�
a

de la 
urva (x(t),y(t)) en el intervalo [a, b]. Por ejemplo, para representar la 
urva

{

x (t) = sen t,
y (t) = sen 2t,

en el dominio [0, 2π] debemos te
lear

(%i16) wxplot2d([parametri
,sin(t),sin(2*t),[t,0,2*%pi℄℄);

(%o16) << Graphics >>

Para representar 
urvas (paramétri
as) y super�
ies (paramétri
as) en el espa
io

usaremos el módulo draw que habrá que 
argar previamente mediante la senten-


ia load(draw). Este módulo ofre
e, entre otras, las fun
iones draw2d, draw3d y

draw, que permiten dibujar es
enas en 2d, 3d y grá�
os múltiples y anima
iones,

respe
tivamente.
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Figura 3.4: Grá�
a de la 
urva (sen (t), sen (2t))

Resumimos las fun
iones más importantes del módulo

gr2d(op
iones, objeto grá�
o,...) grá�
o dos dimensional

gr3d(op
iones, objeto grá�
o,...) grá�
o tres dimensional

draw(op
iones, objeto grá�
o,...) dibuja un grá�
o

draw2d(op
iones, objeto grá�
o,...) dibuja grá�
o dos dimensional

draw3d(op
iones, objeto grá�
o,...) dibuja grá�
o tres dimensional

gr2d

gr3d

draw

draw2d

draw3d

Exponemos un primer ejemplo:

(%i3) load(draw)$

(%i12) draw2d(

key = "polinomio de ter
er grado",

expli
it(x^3+x^2+10,x,0,4),


olor = blue,

key = "
urva paramétri
a (
os(t)+3,t)",

line_width = 3,

nti
ks = 50,

parametri
(
os(t)+3, t, t, 0, 20*%pi),

line_type = dots,

points_joined = true,

point_type = diamant,

point_size = 3,


olor = red,
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line_width = 1,

key = "Datos aleatorios",

points(makelist(random(25.0),k,1,5)),

title = "Ejemplos de dibujo de 
urvas")$

El grá�
o de salida será:

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 0  1  2  3  4  5

Ejemplos de dibujo de curvas

polinomio de tercer grado

curva paramétrica (cos(t)+3,t)

Datos aleatorios

Figura 3.5: Salida del uso del 
omando draw2d

Por ejemplo, para representar la 
urva







x (t) = sen t
y (t) = cos t
z (t) = t/3

en el dominio [0, 15] y

una esfera (asando 
oordenadas paramétri
as, que en este 
aso son sus 
oordenadas

polares) hemos de es
ribir:

(%i32) esfera:gr3d(key="esfera",


olor=royalblue,

surfa
e_hide=false,

parametri
_surfa
e(
os(u)*sin(v),sin(v)*sin(u),
os(v),

u,0,2*%pi,v,0,%pi)

);

(%o32)
gr3d(key = esfera, color = royalblue, surface_hide = false, parametric_surface (cos (u) sin (v) , sin

(%i28) espiral:gr3d(key="espiral",


olor=red,

line_width=2,

parametri
(sin(t),
os(t),t/3,t,0,15)

);
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(%o28)

gr3d

(

key = espiral, color = red, line_width = 2, parametric

(

sin (t) , cos (t) ,
t

3
, t, 0, 15

))

(%i33) draw(espiral, esfera);

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6

 0
 1
 2
 3
 4
 5

e

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6

-1
-0.5

 0
 0.5

 1

Figura 3.6: Espiral y esfera usando draw y gr3d
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3. Un ejer
i
io resuelto 
on Máxima

Ejemplo 3.1

Halla el área del re
into limitado por las 
urvas de e
ua
iones y = x3 − 12x
e y = x2.

Para resolver este problema es ne
esario en
ontrar los puntos de 
orte de ambas

grá�
as y ha
er una representa
ión grá�
a de las fun
iones para saber qué áreas

estamos 
al
ulando:

(%i34) solve(x^3-12*x=x^2,x);

(%o34) [x = −3, x = 4, x = 0]

(%i42) draw2d(

filled_fun
=x^2,

fill_
olor=navy,

expli
it(x^3-12*x,x,-3,4));

(%o42) [gr2d (explicit)]

Fíjate que 
on draw2d se 
onsigue dibujar las dos grá�
as y rellenar el espa
io

que queda entre ambas ha
iendo uso de la op
ión filled_fun
. Es fá
il ver que la


úbi
a va por en
ima, si no tendríamos que haber dibujado las dos fun
iones antes

de ha
er el grá�
o del relleno.

Así que el área que hay que 
al
ular es la que hemos sombreado en la �gura ??.

Por la interpreta
ión geométri
a de la integral sabemos que el área es:

A =

∫ 4

−3

|x3 − 12x− x2|dx =

∫ 0

−3

x3 − 12x− x2dx+

∫ 4

0

x2 − (x3 − 12x)dx

Así que la 
al
ulamos 
on Máxima mediante las órdenes:

(%i44) 
ubi
a:x^3-12*x;


uadri
a:x^2;
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-15

-10

-5

 0

 5

 10

 15

-3 -2 -1  0  1  2  3  4

Figura 3.7: Grá�
a de las fun
iones f(x) = x3 − 12x y g(x) = x2
en el intervalo [−3, 4]

(%o45) x3 − 12 xx2

(%i46) integrate(
ubi
a-
uadri
a,x,-3,0)+integrate(
uadri
a-
ubi
a,x,0,4);

(%o46)
937

12

(%i47) float(%);

(%o47) 78,08333333333333

4. Ejer
i
ios propuestos relativos a la interpreta-


ión geométri
a de la integral

Ejer
i
io. Cal
ula el área 
omprendida entre las grá�
as de las fun
iones

r(x) = 1/(a + b + c + d + 4)2(−1)b(x − a)(x − a − b − 1)(x − a − b − c −
2)(x− a− b− c− d− 3) + (a + b+ c+ d+ 10)
y

s(x) = 1/(a+ b+ c+ d+ 4)2(−1)(b+ 6a+ 1)(x− a− 1)(x− a− b− 2)
(x− a− b− c− 3)(x− a− b− c− d− 4) + (a + b+ c+ d+ 10)

Para ello se pide dar los siguientes pasos:
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1. De�ne la fun
ión r(x):=1/(a+b+
+d+4)2(-1)b (x-a). . . . . .

2. De�ne la fun
ión s(x):=1/(a+b+
+d+4)2(-1)(b+6a+1) . . . . . .

3. En
uentra las solu
iones de la e
ua
ión r(x) = s(x).

4. Dibuja las grá�
as de r y s en un rango en el que se vea la región 
omprendida

entre ambas.

5. Finalmente es
ribe aquí la solu
ión:

Solu
ión.

A =

Ejer
i
io. Cal
ula el volumen del 
uerpo generado al girar la región ante-

rior alrededor del eje OX.

Solu
ión.

VOX =

Ejer
i
io. Cal
ula la super�
ie del 
uerpo generado al girar la región an-

terior alrededor del eje OX.

Solu
ión.

AOX =

5. Reglas del trape
io y de Simpson

5.1. Desarrollo teóri
o

A pesar de que la regla de Barrow permite 
al
ular el valor de integrales de�nidas

de fun
iones que admiten primitivas, no siempre es fá
il 
al
ular di
ha primitiva.

Por ello es ne
esario disponer de métodos alternativos para 
al
ular el valor de las

integrales, la alternativa la dan los métodos numéri
os. Estudiaremos dos de ellos:

la regla del trape
io y el método de Simpson
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La regla del trape
io Dada una fun
ión f : [a, b] → R integrable, la regla del

trape
io 
onsiste en aproximar la integral de�nida

∫ b

a
f(x)dx por

∫ b

a
P1(x)dx, donde

P1(x) es el úni
o polinomio de grado 1 (re
ta) que pasa por los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)). Así que:

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

P1(x)dx =
b− a

2
(f(a) + f(b))

y el error que 
ometemos en di
ha aproxima
ión, si la fun
ión f es de 
lase C2
, es:

E = − 1

12
(b− a)3f ′′(c),

donde c es un punto del intervalo (a, b).

El error anterior puede redu
irse si utilizamos la regla del trape
io 
ompuesta,

ésta 
onsiste en dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos de longitud h = b−a
n

y

apli
ar la regla del trape
io simple a 
ada uno de los intervalos [a+ jh, a+(j+1)h]

on j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Este método propor
iona la aproxima
ión:

∫ b

a

f(x)dx ≈ h

2

(

f(a) + 2

n−1
∑

i=1

f(a+ ih) + f(b)

)

,

para esta aproxima
ión el error que se 
omete, si f es de 
lase C2
, es:

E = − 1

12
(b− a)h2f ′′(c),

siendo c un punto del intervalo (a, b).

La regla de Simpson. La idea de esta regla es aproximar la fun
ión f : [a, b] → R

a integrar por el polinomio de grado 2 (úni
o) que pasa por los puntos (a, f(a)),
(a+b

2
, f(a+b

2
)) y (b, f(b)). De esta manera, se obtiene la aproxima
ión:

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

P2(x)dx =
b− a

6

(

f(a) + 4f(
a+ b

2
) + f(b)

)

.

Además, si la fun
ión es de 
lase C4
, existe c ∈ (a, b) tal que, el error que se 
omete

en la aproxima
ión es:

E = − 1

2880
(b− a)5f (iv)(c).

Al igual que en la regla del trape
io, si subdividimos el intervalo [a, b] en n partes

(
on n número par) y apli
amos a 
ada una de ellas la regla de Simpson, se

obtiene una mejor aproxima
ión de la integral:
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∫ b

a

f(x)dx ≈ h

3



f(a) + 2

n/2
∑

i=2

f(a+ 2(i− 1)h)

+4

n/2
∑

i=1

f (a+ (2i− 1)h) + f(b)



 ,


on un error, si f es de 
lase C4
, dado por:

E = − 1

180
(b− a)h4f (iv)(c),

estando c en (a, b).

5.2. Regla del trape
io. Constru

ión

Re
ordamos la regla del trape
io para 
al
ular un valor aproximado de la integral

de una fun
ión f : [a, b] → R ha
iendo n parti
iones de di
ho intervalo. De�niendo

h 
omo (b− a)/n, di
ha regla se basa en aproximar el valor de la integral

∫ b

a
f(x)dx

por la suma:

h

2
f(a) + h

n−1
∑

i=1

f(a+ ih) +
h

2
f(b).

Por �n damos la implementa
ión de la regla del trape
io para un número n de par-

ti
iones en el intervalo [a, b]. A la fun
ión IntegraTrape
io se le pasa 
omo argumento

la fun
ión que queremos integrar, el extremo inferior del intervalo de integra
ión, el

extremo superior y el número de parti
iones que haremos en el intervalo. El resulta-

do que da la fun
ión es un 
onjunto de 4 números, el primero es el valor exa
to de

la integral 
al
ulado 
on el 
omando Integrate, el segundo es el valor 
al
ulado por

el método del trape
io, el ter
ero es el error y el 
uarto el número de parti
iones que

se han he
ho en el intervalo. Conviene que sepas que la orden ev(f,x=a), que se usa

a 
ontinua
ión, ha
e que Máxima evalúe la fun
ión f en el punto a

(%i3) de
lare([integral,h,valorexa
to,errora,valorexa
to℄,real);

(%o3) done

(%i4) kill(integral,h,valorexa
to,errora,valorexa
to);

(%o4) done
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(%i5) integral:0;

h:0;

valorexa
to:0;

errora:0;

valorexa
to:0;

(%o9) 00000

(%i14) IntegraTrape
io(f,a,b,n):=(

kill(errora,integral,h,valorexa
to),

valorexa
to:integrate(f,x,a,b),

h:(b-a)/n,

integral:h/2*(ev(f,x=a)+ev(f,x=b)),

for j:1 thru n-1 do integral:integral+h*ev(f,x=a+j*h),

valorexa
to:integrate(f,x,a,b),

errora:valorexa
to-integral,

print("exa
to=",float(valorexa
to),". Trape
io=",float(integral),

". Error=",float(errora),". n=",n)

);

(%i19) IntegraTrape
io(sin(x),0,1,1000);

(%o19)
exacto = 0,45969769413186.T rapecio = 0,45969765582372.Error = 3,8308140889759413 10−8.n = 10001000

5.3. Regla de Simpson. Constru


ión

Ejer
i
io. Construye la fun
ión IntegraSimpson similar a IntegraTrape
io pero que

devuelva el valor aproximado de la integral 
al
ulado 
on la regla de Simpson. Ten en


uenta que el método de Simpson sólo se puede apli
ar ha
iendo un número par de

subdivisiones del intervalo. Constata que la apli
a
ión de di
ho método a la fun
ión

seno en el intervalo [0,Pi℄ da 
omo resultado el 
onjunto de valores {{2., 2.00456,

0.00455975, 4}}.

Ahora se pide que des los siguientes resultados:

1. IntegraSimpson(sin(a x),0,%pi,10)= .
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2. IntegraSimpson(
os(b x),0,%pi,10)= .

3. IntegraSimpson(exp(
 x),0,%pi,10)= .
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