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� � �������� �� �������� Ω = {(x, y, z) : 4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 25, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0} �� �����������
��������� � ��� �� ������ �� �� ������������ 1��

� �
������� �� ������� ��� ������ �������� ��� ��� ��������� y2 + x2 − 4 = 0� y2 + x2 − 25 = 0 � ���

������������ z = y2 + x2 + 5 � z = −y2 − x2 ������������ 2��

� �
������� �� �������� ����� I =

∫∫
Ω 5xydxdy ������ Ω �� ������� �������� ��� y = 2x2 � ��� y = 10

������������ 2��

� �
������� �� �������� ��� ����� �������� � �� ��������� z = h(x, y) �� �� ����� [1, 1, h (1, 1)] ������

h(x, y) = 2x log (5x+ 10) y ������������ 2.5��

� �
������� ��� �������� ��������� �� �� ������� f(x, y) = e−x y ������������� ��� 9 y2 + 2x2 − 1 = 0

� ��������� �� ��� ������� � �������� ������ ���� ��� ��� ������ ��� ���������� �� ��������� ����

����� ����� ��� ������� ��� �� �� �������� �������� ��� ������ ������������ 2.5��
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���� β � β′ ����� �� R3� β = {[1, 1, 1] , [1, 0, 1] , [0, 0, 1]}� Mββ′ =



1 3 1
0 1 1
0 0 1


 ����� �� �� ������ ���

�������� �� ��� �������� ��� ����������� �� ��� �������� �� β′ ���������� �� �� ���� β�� �� ���� ��������
��� ����������� �� ��� �������� �� β′ ���������� �� �� ���� �������� ������������ 1��

� �
��� f : R3 → R4 ��� ���������� ������ ���� ������ �������� �������� �� ��� ����� ��������� ���

Mβ3
cβ

4
c
(f) =




4 0 0
0 0 2
0 0 2
4 0 0


 . ��������� ��� ����� β3 � β4 �� R3 � R4 ����� ���

β4 = {[1, 0, 0, 4] , [0, 1, 1, 0] , [0, 0, 1, 2] , [0, 0, 0, 1]} � Mβ3
cβ3

=



1 1 1
1 1 0
1 0 0


 .

�� ���� ���������
�� Mβ3β4(f) ������������ 1��
�� ��������� � ���������� �� Ker f �������� �� �� ���� β3 ������������ 0.5��
�� ��������� � ���������� �� Im f �������� �� �� ���� β4 ������������ 0.5��

� �

��� A =



5 −4 2
2 −1 2
4 −8 7


� ��������� �������� D ���������� � P ����� ��� D = P−1AP ������������

2��

� � �������� �� �������� Ω = {(x, y) : x2 + y2 < 25, x > 5
2 , y > 0} �� ����������� ������� � ��� �� ������

�� �� ������������ 2.5��

� �
������� ��� �������� ��������� �� �� ������� f(x, y, z) = x y z ������������� ��� ��� ������ ��� ��

���������� ����� �� ��������� �������� �� �������� z2

9 + y2 + x2 − 1 = 0� ��������� �� ��� ������� �
������� ������������ 2.5��
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� � �������� �� �������� Ω = {(x, y, z) : 9 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 64, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0} �� �����������
��������� � ��� �� ������ �� �� ������������ 1��

� �
������� �� ������� ��� ��������� �������� ��� ��� ������ ����������� � �� ����� 2x + 5y + 5z = 50

������������ 2��

� �
������� �� ������� �������� ��� �� �������� x2+y2 = 9� �� ����� z = 0 � ��� z = 16−x2 ������������

2��

� �
�� ���� ��������� ������ ��� ��������� ���� �������� ��� ��� ������� ��� ����� ����� �� ����� ����

���������� ������ ��� ��� ������ ��� �������� � ��� ������� �� ������ ��� ��������� �������� ��� �� ����

�������� �� ������ �������� z2

81 + y2

196 + x2

16 = 1 ������������ 2.5��

� �
������� ��� �������� ��������� �� �� ������� f(x, y) = e−x y ������������� ��� 25 y2 + 4x2 − 1 = 0

� ��������� �� ��� ������� � �������� ������ ���� ��� ��� ������ ��� ���������� �� ��������� ����
����� ����� ��� ������� ��� �� �� �������� �������� ��� ������ ������������ 2.5��



������������ � �� ����� �� ����

������ � ����������
����� �������� ������

������� ������������

� � ���

� �

� � �������� �� �������� Ω = {(x, y, z) : 9 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 25, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0} �� �����������
��������� � ��� �� ������ �� �� ������������ 1��

� �
������� �� ������� ��� ��������� �������� ��� ��� ������ ����������� � �� ����� 2x + 2y + 2z = 8

������������ 2��

� �
������� �� �������� ����� I =

∫∫
Ω 5xydxdy ������ Ω �� ������� �������� ��� y = 3x2 � ��� y = 7

������������ 2��

� �
������� ��� �������� ��������� �� �� ������� f(x, y) = x2 + y2 ������������� ��� y4 + x4 − 5 = 0

���� ������ ��� �������� ���� ��������� ������ ������� ��� ���������� � �� �������� ��� �� ������� �
��������� �� �� ����� �� �� ������� �� ��� �������� ��������� ��� �������� ������������ 2.5��

� �
����� ��� ������� ��������� ���� �������� �� ����� � ����� � 16 � ����� ��� ����� ��� �������

��� 1� �� ���� ��� ���������� ������ ����� ����� ���� ����� � ���� ���� �� ����� �� ����� �����
����� ��� �� ������ �� ������� ��� �������� ����� ������ ������������ 2.5��
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���� β � β′ ����� �� R3� �� ��������

β = {[1, 0, 0] , [1, 0, 2] , [0, 1, 5]} � β′ = {[1, 1, 1] , [0, 1, 5] , [0, 0, 1]}.
�� ���� ��� �������� �� ������ Mββ′ ����� �� �� ������ ��� �������� �� ��� �������� ��� ����������� ��
��� �������� �� β′ ���������� �� �� ���� β� ������������ 1��

� �

���� β �� ���� �� R3� β = {[1, 1, 1] , [1, 0, 1] , [0, 0, 1]}� f : R3 → R3 �� ���������� ������ ��� ���

Mββ(f) =



0 0 −1
3 1 8
0 0 1


� ������� �� ������ Mβ3

cβ
3
c
(f) ������������ 1��

� �

������� ��� ���� �� Ker (f) � ���� �� Im (f) ���� �� ���������� f ��� ��������� �������� ����������
��� ����������� �� ��� �������� ��� ��� �������� �� �� ���� �������� ������������ 1��

� �

��� A =



23 −15 0
20 −12 0
40 −30 3


� ��������� �������� D ���������� � P ����� ��� D = P−1AP ������������

2��

� �
������� �� ������� ��� ������ �������� ��� ��� ��������� y2 + x2 − 9 = 0� y2 + x2 − 64 = 0 � ���

������������ z = y2 + x2 + 8 � z = −y2 − x2 ������������ 2.5��

� �
�� ���� ��������� ������ ��� ��������� ���� �������� ��� ��� ������� ��� ����� ����� �� ����� ����

���������� ������ ��� ��� ������ ��� �������� � ��� ������� �� ������ ��� ��������� �������� ��� �� ����

�������� �� ������ �������� z2

81 + y2

196 + x2

16 = 1 ������������ 2.5��






