
1SEGUNDO PARCIAL DE MATEMÁTICAS. GRADO DE INGENIERÍA CIVILPreguntas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 TotalPuntuaión obtenida1. Calula el jaobiano de f(x, y) = (3x1 + 6y2 + 3, 5x1y2 + 2, 1x2y2) (0.5 puntos).Soluión:
Jf(x, y) =





3x0 12y1

5x0y2 10x1y1

2xy2 2yx2



2. Calula el jaobiano de g(x, y, z) = 5x+ 2y + 3xyz (0.5 puntos).Soluión:
Jg(x, y) =

(

5 + 3yz 2 + 3xz 3xy
)3. Calula el plano tangente a la super�ie z = g ◦ f(x, y) en el punto que sea posible de lossiguientes

A = (1, 1, 329), B = (1, 1, 328), C = (1, 1, 326),(2 puntos).Soluión:El punto en el que es posible haer el plano tangente tiene qu estar en la super�ie, es deir,debe veri�ar que z = g ◦ f(x, y) y eso sólo lo satisfae el punto C. Para alular el planotangente debemos onseguir las pariales de la funión g ◦ f en el punto (1, 1) puesto que laeuaión de diho plano es:
z − g ◦ f(1, 1) = ∂g ◦ f

∂x
(1, 1)(x− 1) +

∂g ◦ f
∂y

(1, 1)(y − 1)Calulamos los �ingredientes�: Jg ◦ f(1, 1) = Jg(f(1, 1))Jf(1, 1) = Jg
(

12 7 1
)





3 12
5 10
2 2



 =

(

26 38 252
)





3 12
5 10
2 2



 = (772, 1196)Así que el plano tangente es �nalmente:
z − 326 = 772(x− 1) + 1196(y − 1)4. Desribe en oordenadas esférias el reinto Ω = {(x, y, z) : x2+y2+ z2 ≤ 172, x < 0, y < 0, z <

0} (0.5 puntos).Soluión:
Ωe = {(r, θ, ϕ) : r ≤ 17, π < θ <

3π

2
,
π

2
< ϕ < π}1,2.3,6.5� examen 1



25. Desribe en oordenadas ilíndrias el reinto Ω = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 142, xz < 0}(0.5 puntos).Soluión:Observa que
Ω = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 142, x < 0, z > 0} ∪ {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 142, x > 0, z < 0}

Ωc = {(r, θ, z) : r ≤ 14,
π

2
< θ <

3π

2
, 0 < z <

√
142 − r2} ∪

∪{(r, θ, z) : r ≤ 14, 0 < θ <
π

2
,−

√
142 − r2 < z < 0}

∪{(r, θ, z) : r ≤ 14,
3π

2
< θ < 2π,−

√
142 − r2 < z < 0}6. Estudia la ontinuidad de

f(x, y) :=

{

(y3+x5)sen
(

9
(x2+y2)7

)

3(x2+y2)
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)(2 puntos).Soluión:Es fáil ver mediante un paso a oordenadas polares que ĺım(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 y por lo tantola funión f es ontinua.7. Calula el volumen de un sólido tridimensional uyos puntos, (x, y, z), están delimitados porlas super�ies y = x, y = x3, z = 1x2 + 1y2 y z = −3x2 − 3y2 (2 puntos)..Soluión:
V = 4

(

1
6
− 1

3
+ 1

30

)8. Sea A el onjunto {(x, y) : x2+(y−6)2 ≤ 32, x ≥ 0}. Calula los puntos de A que se enuentrana mayor y menor distania de (6, 6) (2 puntos).Soluión:La funión que hay que maximizar es g(x, y) = d((x, y), (6, 6))El mínimo es el punto (3, 6) y los máximos son (0, 6) y (0, 3)

Firma del alumno:



3EXAMEN FINAL DE MATEMÁTICAS. GRADOS DE CIVIL Y DE RECURSOS.JUNIO DE 2012Firma del alumno: Nombre y apellidos:Modalidad de examen elegida:Preguntas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 TotalPuntuaión obtenidaMODALIDADES DE EXAMEN PREGUNTASFINAL CIVIL 1,2,4,6,7,8,9FINAL MINAS 6,7,8,9 y las referentes al segundo parial enfolio apartePRIMER PARCIAL CIVIL de la 6 a la 11, ambas inlusiveSEGUNDO PARCIAL CIVIL de la 1 a la 5, ambas inlusive1. Desribe el siguiente onjunto en oordenadas polares
Ω = {(x, y) : (x+ 1)2 + y2 < 12}(2 puntos).Soluión:El onjunto está dibujado en la �gura 1.

Figura 1: En esta �gura A vale 1El punto P se alula interseando la reta y = tg θ x on el írulo (x+ 1)2 + y2 < 12. Puedesomprobar que ese punto es ( −2
1+tg2 θ

, −2 tg θ
1+tg2 θ

), luego d(O,P ) = 2cosθ y la desripión soliitadaes:
Ωp = {(r, θ) : π

2
< θ <

3π

2
, 0 < r < 2cosθ}.1,2.2,1.3� examen 2



42. ¾Qué puntos tienen oordenada ilíndria r igual a 0? (0,5 puntos).Soluión:Todos los del eje z.3. Calula ∂f

∂y
(0, 0) y ∂2f

∂y∂x
(0, 0) de la funión
f(x, y) =

{

xy[(1x)2−(2y)2]
22(x2+y2)

si(x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).(2,5 puntos).Soluión:
∂f

∂y
(0, 0) = 0

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = −4

4

∂2f

∂y∂x
(0, 0) =

1

4Para resolver dudas sobre este ejeriio es reomendable ver el 9.52 de la hoja de ejeriios.4. De entre las ternas de números positivos que suman una antidad menor o igual a 9 ¾es iertoque su produto no exede de 28?(2,5 puntos).Soluión:Se trata de maximiar la funión f(x, y, z) = xyz en el onjunto Ω = {(x, y, z) : x+ y + z ≤ 9}(en la �gura 4 está representado Ω). Como Ω es un onjunto ompato y f es ontinua tenemosque f alanzará un máximo y un mínimo absoluto en Ω. Vamos a alularlos.

Figura 2: En esta �gura S vale 9Busamos los extremos relativos de la funión en el interior, para ello igualamos el gradiente a0:
∇f(x, y, z) = (yz, xz, xy) = (0, 0, 0)Esta euaión no tiene puntos en el interior de Ω porque sus soluiones son los puntos que estánen las aristas del tetraedro que oiniden on los ejes de oordenadas.Seguidamente busamos los andidatos a extremos en la frontera de Ω. Empezamos busandoen el el plano x+ y + z =9. La funión lagrangiana es L(x, y, z) = f(x, y, z) + λ(x+ y + z − 9)y los andidatos a extremos ondiionados satisfaen:

∇L(x, y, z) = (yz + λ, xz + λ, xy + λ) = (0, 0, 0)



5Esta euaión junto a la ligadura x+ y + z =9, tiene omo soluión a los puntos:
P1 = (9, 0, 0), P2 = (9, 0, 0), P3 = (9, 0, 0), P4(3, 3, 3)En el resto de puntos de la frontera de Ω (las otras paredes del tetraedro) forman parte de losplanos oordenados y todos los puntos son máximos y mínimos relativos ondiionados porquela funión f vale 0. A estos puntos los denotaremos genériamente por QYa tenemos todos los puntos andidatos a extremos. Como f(P1) = f(P2) = f(P3) = f(Q) = 0y f(P4) = 27. Luego P4 es el máximo absoluto de la funión f y no exede su valor de 27. Asíque sí es ierta la pregunta.5. Calula el volumen del sólido limitado por x2+y2 = 12, 2x+2y+4z = 8 y por 2x+2y−4z = 8(2,5 puntos).Soluión:Si denotamos por Ω el onjunto {(x, y) : x2 + y2 ≤ 12} entones
V =

∫∫

Ω

2− 2

4
x− 2

4
y −

(

−2 +
2

4
x+

2

4
y

)

dxdy

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(

4 +
0

4
rcosθ +

0

4
rsenθ

)

rdrdθ = 4π6. Calula las euaiones del subespaio W = {(x, y, z) : 1x + 2y + 2z = 0} respeto de la base
β = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}. Da una base de W expresando las oordenadas de los vetoresde diha base en β (1,5 puntos).Soluión:Dado un vetor (x, y, z)β ∈ W tendremos que (x, y, z)β = (x+ y+ z, x+ y, x) y por estar en Wtenemos que 5x+ 3y + 1z = 0, luego:

W = {(x, y, z)β : 5x+ 3y + 1z = 0}.

dimW = 3− rgAW = 2, así que tenemos que tomar dos vetores en W linealmente independi-entes y serán base:
βW = {(0,−1, 3), (−1, 0, 5)}.7. Calula la primitiva ∫ √

1− x2dx (1,5 puntos).Soluión:Haremos el ambio de variable x = 1senθ:
∫ √

1− x2dx = 1

∫

cos2θdθ = 1

∫

1 + cos(2θ)

2
dθ = 1

(

θ

2
+

sen(2θ)

4

)

= 1

(

1

2
arcsen

x

1
+ 2

x

1

√

1−
(x

1

)2
)

8. Sea f : R3 → R
3 de�nida por f((x, y, z)β) = (1x − 1y, 2x − 2z, 0)β. Calula las euaionesde Ker f en la base anónia (1 punto).Calula una base (expresando sus vetores en la baseanónia) de Ker f (0,5 puntos).Soluión:



6Empezamos alulando la matriz asoiada a f respeto de la base anónia y la base β:
f(1, 0, 0) = f((0, 0, 1)β) = (0,−2, 0)β

f(0, 1, 0) = f((0, 1,−1)β) = (−1,−2, 0)β

f(0, 0, 1) = f((1,−1, 0)β) = (2, 2, 0)βAsí que
Mβcβ(f) =





0 −1 2
−2 2 2
0 0 0



y
Ker f = {(x, y, z) : 2y − 1x = −2y = 2y − 2x = 0} = {(x, y, z) : x = y = 0}

βKer f = {(0, 0, 1)}.9. Una matriz tiene por polinomio araterístio a p(x) = x2−2x+5 ¾es diagonalizable? (0,5 puntos).Soluión:No puede ser diagonalizable porque posee números omplejos en el espetro: 1± 2i.10. Estudia si la matriz que sigue es diagonalizable o no. Caso de ser diagonalizable da una matrizdiagonal y una matriz de paso y esribe la relaión entre todas ellas.
A =





0 1 1
− 1 2 1
− 1 1 2



 (2, 5puntos).Soluión:
σA = {1, 2} on m(1) = 2 y m(2) = 1.

D =





1 0 0
0 1 0
0 0 2



 P =





1 1 1
0 1 1
1 0 1



11. Calula el desarrollo de Taylor de orden 4 de la funión f(x) = 3
√
1 + x. Aproxima el valor de

f(x) =
3
√
1.02 utilizando un desrrollo de Taylor de f(x) que nos permita asegurar que el errorometido es menor que 0.01 (2,5 puntos).



7FUNDAMENTOS MATEMÁTICOSExamen Final, Primer parial23 de junio de 2012Nombre y apellidos:Fila y olumna: Instruiones importantes1. Tienes que devolver la hoja del examen, en aso ontrario no se te podrá orregir porque losexámenes son diferentes.2. Pon tu nombre en todos los folios y también en éste.1. Calula las euaiones del subespaio W = {(x, y, z) : 3x + 2y + 3z = 0} respeto de la base
β = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}. Da una base de W expresando las oordenadas de los vetoresde diha base en β (1,5 puntos).Soluión:Dado un vetor (x, y, z)β ∈ W tendremos que (x, y, z)β = (x+ y+ z, x+ y, x) y por estar en Wtenemos que 8x+ 5y + 3z = 0, luego:

W = {(x, y, z)β : 8x+ 5y + 3z = 0}.

dimW = 3− rgAW = 2, así que tenemos que tomar dos vetores en W linealmente independi-entes y serán base:
βW = {(0,−3, 5), (−3, 0, 8)}.2. Estudia si la matriz que sigue es diagonalizable o no. Caso de ser diagonalizable da una matrizdiagonal y una matriz de paso y esribe la relaión entre todas ellas.

A =





4 − 1 − 1
1 2 − 1
1 − 1 2



 (1, 5 puntos).Soluión:La matriz A es diagonalizable, su polinomio araterístio es pA(x) = −(x − 3)2(x − 2). Lasmatries que dan la diagonalizaión son:
P =





1 1 1
0 1 1
1 0 1



 D =





3 0 0
0 3 0
0 0 2





3. (2 puntos). Considera las bases β = {(3, 1, 1), (2, 1, 0), (1, 0, 0)} y β ′ = {(1, 3, 1), (8, 1, 0), (1, 0, 0)} yla apliaión lineal f : R3 → R
3 uya de�nida por Mββ′(f) =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 . Se pide alular:



8a) Mβcβc
(f) (βc denota la base anónia de R

3).Soluión:
Mβcβc

=





0 8 − 7
0 1 2
0 0 1



b) Euaiones de Ker f respeto de la base anónia.Soluión:
Ker f = {(x, y, z) : y = z = 0}) Una base de Ker f expresando las oordenadas de los vetores de la base en la base β.Soluión:
βKer f = {(0, 0, 1)β}d) Euaiones de Im f respeto de la base anónia.Soluión:
Im f = {(x, y, z) : y = z = 0}e) Una base de Im f expresando las oordenadas de los vetores de la base en la base anónia.Soluión:
βIm f = {(1, 0, 0)}

Firma del alumno:


