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Capitulo 1

Curso 1999/2000. Ingenieria técnica de
minas.

1.1 Primer parcial.

1.1.1 Opcién A. 16 de Febrero de 2000.

Ejercicio 1 (2 puntos). Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Sea A una matriz que cumple A~ = A'. Calcular |Al.

2. "Todo sistema lineal con mds ecuaciones que incognitas tiene siempre solucion?
3. Definicion de sucesion de Cauchy.

4. "Silim, . a, =0 entonces lim,,_,, , i =too?

5. Enuncia el criterio de Stolz.

Nota: las cuestiones que tengan respuesta afirmativa hay que demostrarlas y las que no
hay que dar contraejemplo.

Ejercicio 2 (2 puntos). Discutir el siguiente sistema dependiendo de los valores de o y [3:

ar+By+z=1
r+afy+z=p
r+Py+az=1



Ejercicio 3 (2 puntos). Sea f : R® — R? una aplicacion lineal definida por f(x,y, z) =(z+
y+z,x+y—zz). Se pide:

(a) Matriz de f respecto a la base candnica de R?

C ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

(b) Hallar las ecuaciones y una base de Ker(f) e Im(f).
(¢) Decir si la aplicacion lineal f es monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo.
(d) Matriz asociada a f respecto de la base

B ={(1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)}.

Ejercicio 4 (2 puntos). 1. (1’25 puntos) FEstudiar si es diagonalizable o no la matriz
que damos a continuacion. En caso de que lo sea, dar la forma diagonal y la matriz

de paso T.
1 1 =2
-1 2 -1
0o 1 -1

2. (0775 puntos) Calcular la inversa de la matriz
2 01
1 01
11 2
Ejercicio 5 (2 puntos). Calcular los siguientes limites:

: 3+6+-+3n
1o limy, oo =220

2. lim, syoon — V1 +n?

1.1.2 Opcién B. 16 de Febrero de 2000.

Ejercicio 6 (2 puntos). Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Sean A y B dos matrices cuadradas de tamano nxn tales que ninguna de ellas es la
matriz nula. Demostrar que si AB = 0 entonces ni A ni B tienen inversa.

2. Sea V' un espacio vectorial sobre R y f : V. — V wuna aplicacion lineal. Sean \ y p
dos valores propios reales de f. “Se cumple que X\ + p es un valor propio de f?

3. Definir dimension de un espacio vectorial.



4. Definicion de sucesion convergente.

5. "Es cierto que|2A| = 2|A|?

Nota: las cuestiones que tengan respuesta afirmativa hay que demostrarlas y las que no
hay que dar contraejemplo.

Ejercicio 7 (2 puntos). Discutir el siguiente sistema dependiendo de los valores de v y f3:

3r+3y+52+4u=9
y—az+3u=2
2r—y+3z4+u=>
T4+ 3y+2z+au==6

Ejercicio 8 (2 puntos). Sea f : R* — R? la aplicacion cuya matriz asociada en las bases
canonicas es:

1 0 00

1 -1 1 2

1. La expresion analitica de f en la base canonica.

Calcula:

2. Ecuaciones y bases de Ker(f) e Im(f).

3. La matriz de f respecto de las bases

pr = {(17 1, 170)a (17 L, an)a (17()’ 070)7 (L L1, 1)}

Y
fa = {(17 1)5 (07 2)}
4. rango de f.
Ejercicio 9. 1. (1’5 puntos) Estudiar si es diagonalizable o no la matriz que damos a

continuacion en funcion del parametro a. En caso de que lo sea, dar la forma diagonal
y la matriz de paso T'.

-1 1 0
0 2 4
0 0 =3

2. (0’5 puntos) Calcular la inversa de la matriz
2 3
1 5
Ejercicio 10 (2 puntos). Calcular los siguientes limites:

143432 4-..43"
14+5452+4--+5"

2. limy, 0o (vVn 4+ 1 — \/n)y /25



1.2 Segundo examen parcial. 8 de Junio de 2000.

Ejercicio 11 (2 puntos). 1. Enunciar el criterio de Abel.
2. Dar el enunciado de la regla de Barrow.
3. Definicion de norma en R* y dar un ejemplo.

4. St limg 40,0y f(2,y) = entonces
¢Eziste liy = limy_,o lim,_, f(z,y)? 5 Cudnto vale?

5. Regla del cambio de variable en la integral doble.

Ejercicio 12 (2 puntos). 1. (0.5 puntos)Demostrar si la serie Y % n(nlq) es conver-
gente. Calcular su suma si lo es.

2. (0.5 puntos)Dada la funcion f(x) = f; log(t)dt calcular f'(z)

3. (1 punto) Calcular el polinomio de Taylor de grado 2 en x = 0 de la funcion f(z) =

fow te tdt y calcular el valor aprozimado de fOO'l te"tdt. Estimar el error cometido en
la aprorimacion con el resto de Lagrange.

Ejercicio 13 (2 puntos). 1. Estudiar el carncter de convergencia de la integral de pri-
mera y sequnda especie

/f”mdm

X 22 402

2. Calcular lim, 4)—(0,0) %

Ejercicio 14 (2 puntos). Comprobar que la ecuacion zye® + z cos(z? + y?) = 0 define a z
como funcion implicita de (x,y) en el punto (x,y,z) = (0,0,0) y calcular sus dos derivadas
parciales.

Ejercicio 15 (2 puntos). Calcular la integral [[,(z + y)dedy siendo Q = {(z,y) € R :
~l<z<lzt <y<a’}

El olvido de las matemdticas perjudica a todo el conocimiento, ya que el que las ignora
no puede conocer las otras ciencias ni las cosas de este mundo. (Roger Bacon)



1.3 Examen Final de Junio. 30 de junio de 2000.

Parte de Algebra

Ejercicio 16 (1 punto). Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Sean A y B dos matrices cuadradas de tamano nxn tales que ninguna de ellas es la
matriz nula. Demostrar que si AB = 0 entonces ni A ni B tienen inversa.

2. Sea V' un espacio vectorial sobre R y f : V. — V wuna aplicacion lineal. Sean \ y n
dos valores propios reales de f. “Se cumple que A\ + p es un valor propio de f?

3. Definir dimension de un espacio vectorial.

Ejercicio 17 (1 punto). 1. Definicion de sucesion convergente.
2. 4FEs cierto que|2A| = 2|A|?

Ejercicio 18 (2 puntos). Discutir el siguiente sistema dependiendo de los valores de o y

B:

3 +3y+52+4u=9
y—az+3u=2
2r—y+3z+u=>
r+3y+2z24+au==6

Ejercicio 19 (2 puntos). Sea f : R! — R? la aplicacién cuya matriz asociada en las

bases candnicas es:
1 0 00
1 -1 1 2

1. La expresion analitica de f en la base canonica.

Calcula:

2. Ecuaciones y bases de Ker(f) e Im(f).

3. La matriz de f respecto de las bases

Bl = {(1, 17 150)7 (la 17 050)7 (1507 050)5 (17 17 15 1)}

P = {(17 1)5 (07 2)}

4. rango de f.



Ejercicio 20. 1. (1’5 puntos) Estudiar si es diagonalizable o no la matriz que damos a
continuacion en funcion del parametro a. En caso de que lo sea, dar la forma diagonal
y la matriz de paso T'.

-1 1 O
0 2 4
0 0 =3

2. (0°5 puntos) Calcular la inversa de la matriz
2 3
15
Ejercicio 21 (2 puntos). Calcular los siguientes limites:

1434324437
14+5+52+-+5"

2. limn_H_oo(\/ n -+ - \/ﬁ)\/ nT—H

1. lim,




Parte de Andlisis

Ejercicio 22 (1 punto). 1. Definir serie absolutamente convergente de nimeros reales.
2. Criterio de comparacion para integrales de primera especie.

3. Dibugar el conjunto A ={(x,y) € R* : & > 0} y decir si es cerrado o abierto.

Ejercicio 23 (1 punto). 1. Definir la derivada direccional de f: R* — R™ respecto a
un vector v € R"

2. ¢En qué consiste el cambio a coordenadas esféricas? Calcular su Jacobiano.

Ejercicio 24 (2 puntos). Comprobar que la ecuacion xye™ — zlog(y) +1 = 0 define a z
como funcion implicita de x ey en un entorno del punto (x,y) = (—1,1) con z(—=1,1) = 0.
Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = z(x,y) en el punto (—1,1)

Ejercicio 25 (2 puntos). Calcular lim,_, f; ﬁ demostrando previamente con los

z+1)(
1

criterios habituales que la integral de sequnda especie f;oo mdm es convergente.

)

Ejercicio 26 (2 puntos). 1. Calcular lim, y)—0,0) para los valores de o« = 2,3 .

ma
a2 +y?
2. Calcular la integral doble f11/2 fo e (2% + y?)"Y2dydx haciendo un cambio a coorde-
nadas polares.

+00 2n+1
n=1 2n

Ejercicio 27 (2 puntos). 1. Demostrar que la serie
Su Suma.

es convergente y calcular

; ; Foo (=1)"
2. Demostrar si son convergentes y absolutamente convergentes las series anl e vl
+oo (=)™
n=1 n3/4




Notas:

Las cuestiones que tengan respuesta afirmativa
hay que demostrarlas y las que no hay que dar contrae-
jemplo.

Los alumnos que se presentan a toda la asignatura
deben responder a los ejercicios 1,4,5,8,9,10.

Los que se presenten al primer parcial que respon-
dan a los ejercicios 1,2,3,4,5,6.

Los que se presenten al segundo parcial que res-
pondan a los ejercicios 7,8,9,10,11,12.

SUERTE.

a que llamamos “casualidad”no es mds que la ignorancia de las causas fisicas. ib-
L [l “ lidad” [ de l Leib
nitz)

1.4 Examen Final de Junio. 7 de septiembre de 2000.

Parte de Algebra

Ejercicio 28 (1 punto). Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Discutir si es verdad el enunciado siguiente: si los sistemas Av = by y Az = by son
compatibles, entonces también lo es Ax = b donde b = by + bs.

2. Sea V' un espacio vectorial sobre R y f : V. — V wuna aplicacion lineal. Sean \ y p
dos valores propios reales de f. ;Se cumple que A\ es un valor propio de f?

3. Dar un ejemplo de un conjunto de vectores generador pero no linealmente independiente
en un espacio vectorial.

Ejercicio 29 (1 punto). 1. Definicion de sucesion de Cauchy.
2. ¢Fs cierto que InA| = n|A| donde n es el tamario de la matriz?

Ejercicio 30 (2 puntos). Dados los subespacios de R, Wy = { (1, w9, v3) € R® : 11 = 29 = 0}
y Wy = {(x1,22,23) € R® : 2y + 29 4+ 23 = 0} calcular:

(a) Un conjunto generador linealmente independiente de Wy y Wh.
(b) Calcular Wy + Wy y Wy N Ws.

(c) ¢Es la suma de Wy y Wy directa?.



(d) Calcular las dimensiones de Wy, Wo, W1 0 Wo, Wy + W,

Ejercicio 31 (2 puntos). Sea f : R* — IR? una aplicacién lineal definida por:

f(1,1,1,1) = (0,0,1) f(1,0,1,0) = (1,1,-1)
f(1,1,1,0) = (0,0, —-1) f(=1,-2,0,0) = (1,1,1)

Se pide calcular:

1. La matriz de f respecto a las bases candnicas.
2. La dimension y ecuaciones de Ker(f) e Im(f).

3. La matriz de f respecto de las bases By = {(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)}
R* y By = {(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)} de IR?, asi como las ecuaciones del nicleo y la
imagen de f en estas bases.

4. El rango de la aplicacion.

Ejercicio 32 (2 puntos). Estudiar si es diagonalizable o no la matriz que damos a conti-
nuacion en funcion del. En caso de que lo sea, dar la forma diagonal y la matriz de paso

5 0 —4
03 0
2 0 —1

Ejercicio 33 (2 puntos). Calcular los siguientes limites:

. 13423 4...4n3
1. hmn_H_oo Y S
n—4

2. timy s (V222

)\/ﬁ




Parte de Andlisis

Ejercicio 34 (1 punto). 1. Definicion de sucesion de funciones y de convergencia pun-
tual.

2. +Cudl es el Jacobiano de una composicion de funciones?.

3. Enunciar el teorema de la funcion inversa.
Ejercicio 35 (1 punto). 1. Regla del cambio de variables en la integral doble.

2. Enuncia el Teorema Fundamental del calculo integral
Ejercicio 36 (2 puntos). Comprobar que la ecuacién x? + y? + 22 — 49 = 0 define a z
como funcidn implicita de x e y en un entorno del punto (x,y,z) = (6, —3,—2). Hallar la

ecuacion del plano tangente a la superficie z = z(x,y) en el punto (6, —3)

Ejercicio 37 (2 puntos). Dadas la funciones f : R — R® y g : R® — R® definidas por
f@y) = (v 2y, 2°) y g(2,y,2) = (v —2°, 22" —y, xyz) hallar J(go f)(—1,1) y J(go f)(0,0).

Ejercicio 38 (2 puntos). 1. Estudiar la convergencia y convergencia absoluta de la in-
tegral
+0o0
/ e “sinxdx
1

e “sinzdr

2. Calcula la integral f(a) = [/

1

3. Calcula lim, o f(a)

. P . +00 3n+5
Ejercicio 39 (2 puntos). 1. Demostrar que la serie) = “5= es convergente y calcular
SU SUma.

2. Calcular el volumen limitado por z =1 y z = \/x? + y>.



Notas:

Las cuestiones que tengan respuesta afirmativa
hay que demostrarlas y las que no hay que dar contrae-
jemplo.

Los alumnos que se presentan a toda la asignatura
deben responder a los ejercicios 1,4,5,8,9,10.

Los que se presenten al primer parcial que respon-
dan a los ejercicios 1,2,3,4,5,6.

Los que se presenten al segundo parcial que res-
pondan a los ejercicios 7,8,9,10,11,12.

SUERTE.

No entiendes realmente algo a menos que seas capaz de explicdrselo a tu abuela. (Rous-
seau)

1.5 Examen de Diciembre. 13 de diciembre de 2000.

Parte de Algebra

Ejercicio 40 (1 punto). Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Sean A y B dos matrices invertibles de tamano n X n, demostrar que AB es invertible
calculando su inversa.

2. Sea V' un espacio vectorial sobre R y f : V. — V wuna aplicacion lineal. Sean \ y n
dos valores propios reales de f. ;Se cumple que A+ p es un valor propio de f?

3. Dar la formula de la dimension de suma de subespacios vectoriales.

Ejercicio 41 (1 punto). 1. Enuncia el Criterio de Stolz.

2. 4FEs cierto que|2A| = 2"|A|? (donde n es el nimero de filas de la matriz A)
Ejercicio 42 (2 puntos). Se consideran en R* los subespacios vectoriales generados por
S =4(1,1,1,1),(1,-1,-1, 1)} y So = {(1,1,0,1),(1,2,—1,-2),(3,5,—2,5)}. Calcular:

(a) La base y la dimension de < S} > y < Sy > .
(b) Calcular < S >N < Sy >y < S; >+ < Sy > dando bases de dichos subespacios.

(¢) ;Pertenece el vector (4,0,—2,1) a < S; > N < Sy >? En caso afirmativo dar sus
coordenadas respecto a la base obtenida en la parte (b).



(d) sPertenece el vector (4,0,—2,1) a < S1 > + < Sy >% En caso afirmativo dar sus
coordenadas respecto a la base obtenida en la parte (b)?

Ejercicio 43 (2 puntos). En IR® se considera la base B = {e1, ez, e3} y la aplicacion lineal
f:IR® = IR? definida respecto a esta base por la relacion:

f(a:lel + To€o —+ 1'363) = (1'2 + 373)61 + (331 —+ 1'3)62 + (332 — 1‘1)63

Se pide:

1. Calcular la matriz de f respecto a la base B.

2. Calcular el nicleo y la imagen de f, es decir: calcular las ecuaciones de ambos subes-
pacios y una base de cada uno de los dos.

3. Ampliar la base anterior del nicleo a una base de IR?.
4. Hallar la matriz de f respecto a esta nueva base.

5. Calcular el rango de f.

Ejercicio 44. 1. (1’5 puntos) Estudiar si es diagonalizable o no la matriz que damos a
continuacion en funcion del pardmetro a.

-1

1
0 2
0 0

S B~ O

2. (0°5 puntos) Calcular la inversa de la matriz

1
-1
0

DN DN

0
3
1
Ejercicio 45 (2 puntos). Calcular los siguientes limites:

1424224234437
n2+2n+2

2. limy 0o (vV+ 1 — \/n)y /22




Parte de Andlisis

Ejercicio 46 (1 punto). 1. Definir serie absolutamente convergente de nimeros reales.
2. Criterio de comparacion para integrales de sequnda especie.
3. Dibugar el conjunto A = {(x,y) € R* : & < y} y decir si es cerrado o abierto.

Ejercicio 47 (1 punto). 1. Dada f : R" — R™ ;Qué es el Jacobiano de f en un punto
a€R"?

2. sEn qué consiste el cambio a coordenadas cilindricas? Calcular su Jacobiano.

Ejercicio 48 (2 puntos). Comprobar que la ecuacion xye™ — zlog(y) +1 = 0 define a 2
como funcion implicita de x ey en un entorno del punto (x,y) = (—1,1) con z(—=1,1) = 0.
Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = z(x,y) en el punto (—1,1)

Ejercicio 49 (2 puntos). 1. (1 punto)Probar que Y% 22 es convergente utilizando

los criterios habituales y en caso de que lo sea calcular su suma.

2. (1 punto) Calcular la integral triple [, xdxdydz donde Q = {(x,y,z) € R* : 0 <
4+ <1,0<2 <1}

Ejercicio 50 (2 puntos). Calcular lim,_, f; xfﬁdx demostrando previamente con los

. . . . . —+00
criterios habituales que la integral de sequnda especie f2 x21+1 dx es convergente.

Ejercicio 51 (2 puntos). 1. (0,75 puntos) Calcular im0 %

2. (0,5 puntos)Demostrar si son convergentes y absolutamente convergentes las series
+oo (—1)" +oo (=)™
n=1 p3/2 n=1 p3/4

3. (0,75 puntos)Dada la funcion f(x) = fxlg log(t)dt calcular f'(x)



Notas:

Las cuestiones que tengan respuesta afirmativa
hay que demostrarlas y las que no hay que dar contrae-
jemplo.

Los alumnos que se presentan a toda la asignatura
deben responder a los ejercicios 1,4,5,8,9,10.

Los que se presenten al primer parcial que respon-
dan a los ejercicios 1,2,3,4,5,6.

Los que se presenten al segundo parcial que res-
pondan a los ejercicios 7,8,9,10,11,12.

SUERTE.

El progreso y el perfeccionamiento de las matemdticas estan intimamente ligados a la
prosperidad del Estado. (Napole6n)



Capitulo 2

Curso 2000/2001. Ingenieria técnica de
obras publicas.

2.1 Primer parcial.

Ejercicio 52 (2 puntos). En los siguientes apartados se os plantean unas cuestiones. Aque-
llas que sean verdaderas debéis demostrarlas y para las falsas se os pide dar un contraejemplo.
Otros apartados se limitan a pediros unas definiciones.

a. La matriz asociada a una aplicacion lineal es siempre invertible.

b. Dadas dos matrices cuadradas A y B, se tiene que |A — B| = |A| — |B|.

c. El método de biparticion se puede aplicar a la funcion f(x) = $++1 para resolver la
ecuacion f(x) = 0. En caso de que tu respuesta sea afirmativa da un intervalo donde
aplicarlo.

d. Define lo que es el desarrollo de Taylor de una funcion.

e. ;Qué entiendes por suma directa de dos subespacios vectoriales V- y W ¢

f. Un sistema con mas incognitas que ecuaciones siempre es compatible indeterminado.

Ejercicio 53 (2 puntos). En este ejercicio debes elegir el apartado (a) o el (b):

a. Discutir y resolver, cuando sea posible, el siguiente sistema de ecuaciones en funcion
del pardmetro a:



ar +y+z+t=1
r+ay+z+t=>0
T+y+az+t=1"
r+y+z+at="0

b. Dados los conjuntos V = {(z,y,2z,t) e R* 12+ 2y =0,y = —2} y W = {(z,y, 2,t) €
R:2+y+2+t=0,y+2=09y—1x=0} responde a los siguientes apartados:
(i) Demuestra que V' es un subespacio vectorial.
(i1) Calcula una base de V' y otra de W. Da su dimension.
(11i) Determina las ecuaciones de VW y V + W.
(iv) ;Es la suma V + W directa?

Ejercicio 54 (2 puntos). Sea f : R® — R® la aplicacién cuya matriz asociada en las
bases canonicas es:

1 1
0 -1
0 1

Calcula:

1. La expresion analitica de f en la base candnica.
2. Ecuaciones y bases de Ker(f) e Im(f).

3. La matriz de [ respecto de las bases

ﬁl = {(17 1)? (_L 1)}

Y
52 - {(17 ]-7 0)7 (07 27 0)7 (07 07 _]-)}
4. rango de f.
Ejercicio 55. 1. (1’5 puntos) Estudiar si es diagonalizable o no la matriz que damos a

continuacion. En caso de que lo sea dar la matriz de paso y la matriz diagonal.

— = W
— o
W

2. (0’5 puntos) Calcular la inversa de la matriz

2
1 0 =2
1



Ejercicio 56 (2 puntos). 1. ;Qué error mdzimo cometemos aproximando sin(x)+cos(z)
2

por 1+ 1 — 5 FS en el intervalo [0,1]7

p 1 - -
2. Calcular el valor del nimero es cos(i) con un error mdzimo de 1072

3. Calcular lim (% _ 1 )

20 zsin(z)

Notas:

No se puede fumar durante toda la prueba.
Poned en todos los folios que utilicéis vuestro
nombre, apellidos y D.N.IL.
Colocad el D.N.I. sobre la mesa.
Cambio de tutorias para el segundo parcial:
Martes y Miércoles de 9h. 30mn. a 12h. 30mn.
SUERTE.

La geometria es el arte de pensar bien, y dibujar mal. (Poincaré)






Capitulo 3

Curso 2000/2001. Ingenieria técnica de
minas.

3.1 Primer parcial.

Ejercicio 57 (2 puntos). En los siguientes apartados se os plantean unas cuestiones. Aque-
llas que sean verdaderas debéis demostrarlas y para las falsas se os pide dar un contraejemplo.

1. Dados dos subespacios vectoriales de R* V y W se tiene que dim(V + W) = dim(V') +
dim(W)

2. Define lo que entiendes por aplicacion lineal y rango de una aplicacion lineal.
3. Un sistema con mas incognitas que ecuaciones puede ser compatible determinado.

4. Dada una matriz A € Myx,(R), define lo que se entiende por polinomio caracteristico
y espectro de la matriz A (denotados por pa(x) y o4 respectivamente).

5. ;Se puede aplicar el método de iteracidén directa o del punto fijo a la funcidn f(x) = e*~1
en el intervalo [0,1]7

6. La matriz asociada a una aplicacion lineal es siempre invertible.
7. Dadas dos matrices cuadradas A y B, se tiene que |A — B| = |A| — |B|.

8. El método de biparticion se puede aplicar a la funcion f(x) = $++1 para resolver la
ecuacion f(x) = 0. En caso de que tu respuesta sea afirmativa da un intervalo donde
aplicarlo.



9. Define lo que es el desarrollo de Taylor de una funcion.
10. Da el enunciado de la Regla de L’Hopital.
11. ;Qué entiendes por suma directa de dos subespacios vectoriales V. y W ¢

12. Un sistema con mds incognitas que ecuaciones siempre es compatible indeterminado.

Ejercicio 58 (2 puntos). Discutir y resolver, cuando sea posible, el siguiente sistema de
ecuaciones en funcion del parametro a:

2

ar+y+z=a
r—y+z=1
3r—y—z=1

6z —y+2=3a

Ejercicio 59 (2 puntos). Sea f : R! — R® la aplicacién cuya matriz asociada en las

bases candnicas es:
0
2

Calcula:

1. La expresion analitica de f en la base canonica.
2. Ecuaciones y bases de Ker(f) e Im(f).
3. La matriz de [ respecto de las bases

pr = {(17 1, 170)a (17 L, an)a (1,0, 070)7 (L L1, 1)}

Yy
B ={(1,1,0),(0,2,0),(0,0,—1)}
4. rango de f.
Ejercicio 60. 1. (1’5 puntos) Estudiar si es diagonalizable o no la matriz que damos a

continuacion en funcion de los parametros o y 3.

1 0
B+2 4
0 1

o o 0

2. (0°5 puntos) Calcular la inversa de la matriz

2 3 1
15 —1
01 0



Ejercicio 61 (2 puntos). 1. ;Qué error mdzimo cometemos aprozimando cos(x) por
p 4
1- ”32—2 + % en el intervalo [-1,1]7

2. Calcular el valor del nimero e con un error mdximo de 10™*

3. Calcular 31312% (%_ 1 )

sin(z)




Parte de Andlisis

Ejercicio 62 (1 punto). 1. Definir serie absolutamente convergente de nimeros reales.
2. Criterio de comparacion para integrales de primera especie.

3. Dibugar el conjunto A ={(x,y) € R* : & > 0} y decir si es cerrado o abierto.

Ejercicio 63 (1 punto). 1. Definir la derivada direccional de f: R* — R™ respecto a
un vector v € R"

2. ¢En qué consiste el cambio a coordenadas esféricas? Calcular su Jacobiano.

Ejercicio 64 (2 puntos). Comprobar que la ecuacion xye™ — zlog(y) +1 = 0 define a z
como funcion implicita de x ey en un entorno del punto (x,y) = (—1,1) con z(—=1,1) = 0.
Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = z(x,y) en el punto (—1,1)

,Jercicio puntos). Caicutar Mg, 4 Ty AETMOSITandao previamenie con tos
Ejercicio 65 (2 puntos). Calcular i > Gine=y demostrand Jament !

z+1)(
1

criterios habituales que la integral de sequnda especie f;oo mdm es convergente.

)

Ejercicio 66 (2 puntos). 1. Calcular lim, 40,0 para los valores de o« = 2,3 .

ma
a2 +y?
2. Calcular la integral doble f11/2 fo e (2% + y?)"Y2dydx haciendo un cambio a coorde-
nadas polares.

+00 2n+1
n=1 2n

Ejercicio 67 (2 puntos). 1. Demostrar que la serie
Su Suma.

es convergente y calcular

; ; Foo (=1)"
2. Demostrar si son convergentes y absolutamente convergentes las series anl e vl
+oo (=)™
n=1 n3/4




Notas:

Las cuestiones que tengan respuesta afirmativa
hay que demostrarlas y las que no hay que dar contrae-
jemplo.

Los alumnos que se presentan a toda la asignatura
deben responder a los ejercicios 1,4,5,8,9,10.

Los que se presenten al primer parcial que respon-
dan a los ejercicios 1,2,3,4,5,6.

Los que se presenten al segundo parcial que res-
pondan a los ejercicios 7,8,9,10,11,12.

SUERTE.

a que llamamos “casualidad”no es mds que la ignorancia de las causas fisicas. ib-
L [l “ lidad” [ de l Leib
nitz)
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Ejercicio 1 (2,5 puntos). Sea f : IR™ — IR™ la aplicacién cuya matriz asociada en las bases candnicas
es:

A =

o =N
N = O

Calcula:

1. Los valores de n y de m.

Solucién: Los valores de n y de m son respectivamente 2 y 3, es decir, el numero de
columnas y filas de la matriz A.

2. La expresion analitica de f en las bases canénicas de R™ y R™.

X
Y

t
Solucién: f(x,y) = {A ( >] = (2x,x+ vy, 2y).

3. El nicleo y la imagen de f.

Solucion:
El nicleo

El ntcleo de la aplicacion f estard formado por aquellos vectores (x,y) tales que f(x,y) =
(0,0,0). Es decir, seran los vectores (x,y) que verifican el siguiente sistema de ecuaciones
lineales homogéneas:

2x =0,
x+y =0,
2y =0.

Asi que resolviendo el sistema se ve que Kerf = {(0,0)}, que una base es Bxes = 0 y que
la dimension es 0.

La imagen
La imagen es el subespacio vectorial de R3 generado por los vectores columna de la matriz
A, es decir Imf =< (2,1,0),(0,1,2) >. Como los dos vectores generadores también son
linealmente independientes entonces son una base de Imf y por lo tanto la dimensién del
subespacio imagen es 2.
Calculamos ahora sus ecuaciones. Un vector (x,y,z) estard en la imagen si:

(x,y,z) = «(2,1,0) + B(0,1,2),

es decir:
x =2,
y=a+p,
z=o+2p3.
Ahora eliminamos los pardmetros o« y 3 anteriores y obtenemos la ecuacion que define a
la imagen:
X
z—2y+ - =0.
Y2

4. La matriz de f respecto de las bases

B:{(1)1)) (1>O)} y B/:{(])an)»(])]ao)»(]a]a])}
1



Solucién: Vamos a calcular esta matriz utilizando la definicién de la misma. Para ello
debemos calcular las imagenes de los vectores (1,1) y (1,0) por la aplicacién f y a calcular
las coordenadas de esas imagenes en la base B':

f(1>1) - (2>2>2) :2(1»1»1) = (O)O)Z)B’)
f(1,0) =(2,1,0) = (1,0,0) + (1,1,0) = (1,1,0) 5.

Asi que la matriz de f respecto de las bases By B es:

Mg (f) =

N O O
[ e g

5. El rango de f.

Solucién: Es el valor de la dimensién del conjunto imagen, es decir 2.




2
3

Ejercicio 2 (2,5 puntos). 1. Determina si la matriz A =

S O W

2

0 | es diagonalizable. En
-2 1
caso de que sea diagonalizable da la matriz diagonal y la matriz de paso que la diagonaliza
(1,5 puntos).

Solucién:
Para empezar calculamos el polinomio caracteristico de la matriz A.:

3—x 2 2
palx) =]A —xI3 = 0 3—x 0 =(x—3)72%(x—1)

0 -2 1—x

Calculamos el espectro de A resolviendo la ecuacién pa(x) = 0 que tiene como soluciones
a 1ya3. Porlotanto oa(x) ={1,3}, m(1) =1y m(3) = 2.
Para ver si la matriz es diagonalizable sélo debemos comprobar que dimV; = m(3) = 2
porque la igualdad dim V7 = m(1) se satisface por ser m(1) = 1.

o 2 2
La matriz A—3I3=| 0 0 O tiene, claramente, rango 1. Asi que dim V3 = 3 —
0o -2 -2

rg(A—3I3) =3—-1=2=m(1).

Por lo tanto hemos demostrado que la matriz A es diagonalizable. Encontremos una matriz
de paso que la diagonaliza y la matriz diagonal. Para ello es necesario encontrar bases de
los subespacios vectoriales V7 y V3.

Vi es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

2 2 2 X 0

0 2 0 y|l=1020

0 -2 0 z 0
y el vector (1,0, —1) satisface esta ecuacion y es linealmente independiente. Asi que una
base de V; es:

BV] :{(1)()»_1)}

V3 es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

0o 2 2 X 0

0O 0 0 y |=|0

0 -2 -2 z 0

y los vectores (1,0,0) y (0,—1, 1) satisfacen esta ecuacién y son linealmente independientes.
Asi que una base de Vj es:

Bv; ={(1,0,0),(0,—1,1)}.

100
Si tomamos como matriz diagonal D = [ 0 3 0 | entonces una matriz de paso sera:
0 0 3
1T 1 0 0 —1 -1
P = 0 0 —1 |.Lainversa de esta matrizes: P71 = [ 1 1 1 y se verifica
-1 0 1 0O -1 0
la igualdad:
D =P 'AP.

2. Calcula un valor aproximado de sen (%) usando el polinomio de Taylor de orden 3. Da una

estimacién del error cometido en la aproximacion. (1 punto).
3



Solucion:

Para responder a este apartado hay que usar el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién

f(x) = senx centrado en el punto a = 0:

/ " " 4)
senx = f(0) + f (O)x+ f (O)XZ + f (0)x3 + f (E)x‘l)

1! 2! 3! 4!
donde & € (0,x).
La aproximacion solicitada es:

1 £(0)1  £7(0) (1>2+f”’(0) (1)3:1 (1/5)3

5 6

senz ~H0)+ =g+ 57 (5 3l

Ahora estimamos el error cometido en la aproximacion:

iv 4
fV(g) <1) < 1 1
41 \5

5

|E| = = = 0,0000666667.

—4.3.2.-5% 15000

149
~750°




Ejercicio 3 (2,5 puntos). 1. Calcula los maximos y minimos absolutos de la funcién dada por
f(x,y) = x> +8xy+8x+4y? en el recinto D = {(x,y) € R? tales quex > 0,x+y < 2,x—y < 2}
(2 puntos).
2. Calcula los puntos criticos de la funcién f(x,y) = (x — 1) + (y + 2)? y di si se tratan de un
méximo relativo, un minimo relativo o un punto de silla (0,5 puntos).

Ejercicio 4 (2,5 puntos). 1. Hallar el plano tangente a la superficie z = x> — (y + 1)? en el
punto (1,0) (0,5 puntos).
2. Calcula la integral doble

” VX2 +yZeV ¥V dxdy,
D

donde D = {(x,y) € R? tales que 1 < x*+y? < 4,0 <x,0 <y} (0,5 puntos).
3. Calcula la integral fﬁdx (0,5 puntos).
4. Sea f : R? = R? dada por f(x,y) = (senx,senx cosxseny). Calcula la matriz jacobiana de f
en el punto (0, 5) (0,5 puntos).
5. Sea f : R? — R una funcién de clase C?. Comprueba si se verifica la igualdad
fx(x>y) + fy (X>U) - qu(u,v),

donde u =x+y, v=x—1y (0,5 puntos).
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Ejercicio 1 (2,5 puntos). Sea f : IR* — IR? la aplicacién cuya matriz asociada en las bases canénicas

es:
1 00
A= < 11 2 )
Calcula:
1. La expresion analitica de f en las bases candnicas.
Solucion.
tooy(*)]
fena) = = (109 ) (v ]| =@aryr

z
2. El nucleo y la imagen de f.
Solucidn.

Nucleo de f

El nticleo de f son los vectores (z,y,2) € R? tales que f(x,y,2) = (0,0), asi que se tiene
que verificar:

x =0, :>(S) r =0,
r4+y+22=0, y+22=0.

Como la matriz asociada al sistema S, que llamaremos B, tiene rango 2 entonces el nicleo
de f tiene dimensién 3 —rg B=3—-2= 1.
Una base de este nicleo seria:

ﬁNucf = {(0, _27 1)}
Imagen de f

Para empezar sabemos que la dimensién de la imagen es
dim Im f = dim R* — dim Nuc f =3 —-1=2.

Una base de esta imagen se puede obtener eligiendo dos vectores linealmente independientes
de las columnas de la matriz asociada a f:

51111]” = {(17 1)7 (07 1)}

Asi que Im f = R?, ya que la dimensién de Im f es 2 e Im f es un subespacio vectorial de
R2.
3. La matriz de f respecto a las bases B = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} y B’ = {(1,2), (0,1)}.
Solucidn.
Teniendo en cuenta el diagrama:

®p)
Id 1 | 1d
®.0 (@)

deducimos:



Mpp (f) = Mz (1d) Mgz pz (f) Mgz (1d) = Mgz Mgz 2 (f) Mpzp =

-1 111
- 10 100
Mﬁflﬁ’Mﬁi’ﬁ%(f)Mﬁéﬁz(Q 1) <1 1 2) 110 |=
100
1

(204)

4. El rango de f.

Solucidn.
El rango de f, por definicion, es la dimension de la imagen de f. Es decir, el rango de f es
2.
3 =2 2
Ejercicio 2 (2,5 puntos). 1. Determina si la matriz A = | 2 —1 2 | es diagonalizable. En
2 -2 3

caso de que sea diagonalizable da la matriz diagonal y la matriz de paso que la diagonaliza
(1,25 puntos).

Soluciodn.

Para empezar calculamos el polinomio caracteristico de la matriz A:

3—x -2 2
pa(z) =|A—zl3| = 2 —l-z 2 =3—-Tr+52? — 2= —(z —3)(z — 1)
2 —2 3—x

Calculamos el espectro de A resolviendo la ecuacion p4(x) = 0 que tiene como soluciones
a1y a3. Porlotanto oa(x) ={1,3}, m(1) =2y m(3) = 1.

Para ver si la matriz es diagonalizable sélo debemos comprobar que dimV; = m(1) = 2
porque la igualdad dim Vi = m(3) se satisface por ser m(3) = 1.

2 =2 2
La matriz A — 113 = 2 —2 2 | tiene, claramente, rango 1. Asi que dimV; = 3 —
2 =2 2

rg(A—1I3) =3—-1=2=m(l).

Por lo tanto hemos demostrado que la matriz A es diagonalizable. Encontremos una matriz
de paso que la diagonaliza y la matriz diagonal. Para ello es necesario encontrar bases de los
subespacios vectoriales V; y V3.

V1 es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

2 —2 2 x 0
2 —2 2 y | =10
2 -2 2 z 0

y los vectores (1,1,0) y (0,1, 1) satisfacen esta ecuacién y son linealmente independientes.
Asi que una base de V; es:

BV1 = {<17 17 O)? (07 17 1)}

V3 es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

0 -2 2 T 0
2 —4 2 y | =10
2 =20 z 0

y el vector (1,1,0) satisface esta ecuacién, por lo que una base de Vj es:

ﬁV:& = {(1’ 1, 1)}

2



Si tomamos como matriz diagonal D = entonces una matriz de paso sera:

OO =
O = O
w o O

1 01 0 1 -1

P= |1 1 1 |.Lainversa de esta matrizes: P! = | -1 1 0 y se verifica la
011 1 -1 1

igualdad:

D =P 'AP.

2. Calcula un valor aproximado de cos (}L) usando el polinomio de Taylor de orden 3. Da una
estimacién del error cometido en la aproximacién. (1,25 puntos).
Solucidn.
Para responder a este apartado hay que usar el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién

f(z) = senx centrado en el punto a = 0:

f1(0)  f7(0) f"(0)
TR IR T TR

cosz = f(0) +

donde ¢ € (0, z).
La aproximacion solicitada es:
1 SO f0) (

coszwf(O)—i- T 4_1+ o

IEEORE S

Ahora estimamos el error cometido en la aproximacion:

fiE) (1 1 1
“) < — = 0,00016276.
o \1) =13 24 6

|E| =

Ejercicio 3 (2,5 puntos). Dados los subespacios de R*

S = <(1,1,1,1),(1,0,0,0) >,
T = {(z,y,2,t) €ER*: 0 =2y,22 = t},

se pide:

(a) Calcula una base de Sy da su dimensién (0,5 puntos).
Solucion. Puesto que los dos vectores de S dados son generadores y linealmente entonces
forman una base. Asi que:

Bs ={(1,1,1,1),(1,0,0,0)}.

(b) Calcula una base de T'y da su dimensién (0,5 puntos).
Solucidon. Debido a que la matriz asociada al sistema que define el subespacio T tiene
rango 2 entonces T tiene dimension igual a 4 — 2 = 2. Basta pues con dar un conjunto de dos
vectores de T linealmente independientes:

ﬁT - {(27 1; Oa O)a (07 07 17 2)}
(c) Calcula las ecuaciones cartesianas del subespacio S respecto de la base de R* que sigue
B, ={(1,1,1,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1), (1,1,0,0)} (0,5 puntos).

Solucidon. Puesto que la dimensiéon de S es 2 necesitaremos 4—2 = 2 ecuaciones linealmente
independientes para definir al subespacio S. Sea (z,vy, 2z,t)s, € S, entonces:

(ZE,y,Z,t)gl -
x(l, 1,1, 0) —+ y(l, 0,0, O) + Z(l, 1,1, 1) + t(l, 1,0, 0) = a(l, 1,1, 1) —+ ﬁ(l, 0,0, 0) =

(r+y+z+t,x+z+tec+z,2)=(a+b,0,0,a)=
3



r+ytzt+t=a+p,

r+ 2+t =q,
Tr+z=aq,
Z= .

Podemos eliminar los parametros oy  y obtener las dos ecuaciones cartesianas requeridas:

t=20,
z=0.

(d) Calcula las ecuaciones cartesianas, una base y la dimensién del subespacio SNT (0,5 puntos).
Solucioén.
Si (z,y,2,t) €S entonces:

(x,y,2,t) =a(1,1,1,1) 4+ 5(1,0,0,0) = (o + G, o, , @) y
=2y, 2z=1.
Por lo tanto:
a+pfB=2a y 2a=«

y se obtiene que a = 3 = 0.

Asi que SNT = (0,0,0,0), Bsnr = 0, dimS NT = 0 y las ecuaciones cartesianas son
r=y=2z=1t=0.

(e) Calcula una base y la dimensién de S + 7' (0,5 puntos).
Solucidn.
Usando la férmula de Grassman sabemos que dim S + 7 = dim S + dim7 —dimSNT =

24+2—0 =4, porlo tanto S+7 = R* y una base de ¢l puede ser por ejemplo la base canénica
usual. Ademas no se pueden dar ecuaciones en este caso por ser S+71 todo el espacio vectorial.

Ejercicio 4 (2,5 puntos). Dadas las bases de R3:

6 - {ul - (1707 1)7u2 - (07 ]-7 1)7“3 - (17070)}

y
f={vy =(1,0,5),v5 = (0,2,1),v3 = (1,0, 2)}.

Se pide:

1. Calcular la matriz de cambio de base de 3 a 4’ (0,6 puntos).
Solucion. Para calcular esta matriz hace falta obtener las coordenadas de los vectores de
la base 3" en la base 3:
vy = duy — 4uz, vy = —uy + 2us + uz, vz = 2u; — ug.

Ahora disponemos estas coordenadas en una matriz por columnas para obtener la matriz de
cambio de base solicitada:

5 —1 2
Mgg=1| 0 2 o0
—4 1 -1

2. Calcular la matriz de cambio de base de 5" a 3 (0,6 puntos).

-1/3 1/6 —2/3
Mgg=M B_ﬂl, = 0 1/2 0
4/3 —-1/6 5/3
3. Calcula, si es posible, la inversa de la suma de las matrices de los dos apartados anteriores
(0,6 puntos).
Solucion.
La matriz solicitada es:



5 —1 2 ~1/3 1/6 -2/3\]" 1/10 1/10 —1/5

0 2 0 + 0 1/2 0 = 0 2/5 0
-4 1 -1 4/3 —1/6 5/3 2/5 —1/10 7/10
4. Usando alguna de las matrices anteriores calcula las coordenadas del vector (—1,1,3)4 en la
base 5 (0,7 puntos).
Solucioén.
-1 5 —1 2 -1 0
Mpggp 1 = 0 2 0 1 =1 2

4 B’ B
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Ejercicio 1 (2,5 puntos). Dadas las bases de R:

B =A{u =(1,0,0),us = (1,1,0),u3 = (1,1, 1)}

B ={v, = (1,2,1),vs = (2,3,1), 05 = (3,4,2)1.
Se pide:
1. Calcular la matriz de cambio de base de 3 a 3’ (0,6 puntos).

Solucion. Para calcular esta matriz de cambio de base tenemos que calcular las

coordenadas de los vectores de 3’ en la base 3:
v1 = (1,2,1) = —uy + ug + us,
ve = (2,3,1) = —uy + 2uy + us,
vy = (3,4,2) = —uy + 2up + 2us.
Asi que la matriz de cambio de base sera:

—1 -1 -1
Msg=| 1 2 2
11 2

2. Calcular la matriz de cambio de base de 3’ a 3 (0,6 puntos).
Solucidon. Para calcular esta matriz de cambio de base tenemos que calcular las

coordenadas de los vectores de 3 en la base 3’
Uy = (170,0) == —2U1 + Vs,

Ug = (17170) = U2 — Vg,
1



Uz = (1, 1, 1) = V3 — V2.
Asi que la matriz de cambio de base sera:
-2 -1 0
1 0 1

3. Calcula la inversa de la suma de las matrices de los dos apartados anteriores (0,6 puntos).

Denotamos a la matriz suma por A, es decir:
-3 -2 -1
A:Mﬁﬁ/‘l‘Mﬁ/ﬂ = 1 3 1
2 1 3

Ahora calculamos el determinante de A y la matriz adjunta de A:

det A = —17,

8§ =1 =5

AdjA=|5 -7 —1

1 2 -7

Asi que:
8 5 1 2 3
—1 : t __ — -
1

5 -1 =) \§ b g

4. Usando alguna de las matrices anteriores calcula las coordenadas del vector (—1,2,3)4
en la base 3’ (0,7 puntos).
Solucioén.
-1 -2 -1 0 -1 0
Mgg 2 = 0o 1 -1 2 =1 -1

3
B B B’

Ejercicio 2 (2,5 puntos). Se consideran en R* dos subespacios vectoriales, V' y W. La defini-
ciones de estos subespacios son las que siguen:
Definicién de V: V =< G >!, donde G = {(0,1,1,0),(1,0,0,1)}.
Definicién de W: W = {(x,y,2,t) : y —x + 2z = 0}.
Responde a las siguientes cuestiones:
(a) Calcula una base de V' y da su dimensién (0,5 puntos).

Solucion. Puesto que los vectores de G son generadores de V' y también linealmente

independientes seran una base de V. Asi que tomamos como base:

6V = {(Ov 17 170)7 (170707 1)}7

IRecuerda que < G > denota el espacio generado por los vectores de G
2



y al haber dos elementos en la base se tiene que la dimensiéon de V' es 2.
Calcula una base de W'y da su dimensién (0,5 puntos).

Solucion. Debido a que W viene definido por una tinica ecuacién se tiene que dim W =
4 — 1 = 3. Ahora elegimos tres vectores linealmente independientes que satisfagan la
ecuacién y — x + z = 0. Como los vectores (0,1,—1,0), (1,0,1,0) y (0,0,0,1) son li-
nealmente independientes, satisfacen la ecuacion que define a W y la dimension de W

es tres, podemos elegir la base:
Bw ={(0,1,-1,0),(1,0,1,0),(0,0,0,1)}
Calcula las ecuaciones cartesianas del subespacio V respecto de la base de R* que sigue
By ={(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)} (0,5 puntos).

Solucion. Se trata de encontrar las ecuaciones que satisfacen las coordenadas de un

vector (x,y, z,t)p, € W. Sabemos pues que:
(x,y,2,t)p, = x(1,1,1,0) + y(1,1,0,0) + 2(1,0,0,0) + ¢(1,1,1,1) =
a(0,1,1,0) + 4(1,0,0,1)
Por lo tanto:

T+y+z+t=0

T+y+it=aq,
T+t=q,
t=p.

Por otro lado el niimero necesario de ecuaciones necesarias para describir el subespacio
Vsond—dmV =4—-2=2.

Asi que las dos ecuaciones que buscamos son:

r+y+ 2z=0 se obtiene restando las ecuaciones primera y cuarta anteriores,

()

y =0 se obtiene restando las ecuaciones segunda y tercera anteriores.

Calcula las ecuaciones cartesianas, una base y la dimensién del subespacio V N W (0,5
puntos).

Solucién. Empezamos calculando las ecuaciones cartesianas que satisfacen las coor-
denadas de un vector v = (z,y,2,t) € VN W.

Ya que v € V| se tiene que v = «(0,1,1,0) + 5(1,0,0,1) = (8, a, a0, ).

Ahora por verificarse también que v € W se tiene que x —y+z=0F—a+a=0=
8 =0.

Por lo tanto v = «(0, 1, 1,0). Esto quiere decir que VN W =< (0,1,1,0) > y por lo
tanto Syaw = {(0,1,1,0)} y dimV N W = 1.

3



(e) Calcula una base y la dimensién de V + W (0,5 puntos).

Solucién. Utilizando la formula de Grassman tenemos que:
dimV +W =dimV +dimW —dimV "W =2+3-1=4.
Por lo tanto V + W = R* y una base de la suma es la base canénica:
Bvaw = {(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0, 1,0),(0,0,0,1)}.
Ejercicio 3 (2,5 puntos). Sea f : IR* — IR? una aplicacién lineal definida por:
f(1,1,1,1) = (0,0,1) f(1,0,1,0) = (1,1,0)
f(1,1,1,0) = (0,0, —1) f(—=1,-2,0,0) = (1,1,2)

Se pide calcular:

1. La matriz de f respecto a las bases canodnicas.
Solucion. Para responder a esta pregunta hay que calcular las imagenes por f de los

vectores de da base candnica de R*:

fler) = f(=2v2 4 203 — va) = =2 (v2) + 2f(v3) — f(va) = (1,1,0),
fle2) = flva —ws) = flv2) — f(vs) = (=1, -1, —1),

fles) = f(2v2 — vs +va) = 2f(v2) — f(vs) + f(va) = (0,0,0),
flea) = flvr —wv2) = f(v1) = fv2) = (0,0,2).

Asi que:
1 -1 0 0
MB§B§(f) = I =100
0 -1 0 2
2. La dimensién y ecuaciones de Ker(f) e Im(f).
Solucién.
Ker (f)

Los vectores de Ker(f) son aquellos que satisfacen

T

1 ~10 0 0

10 0 Y l1=1o
z

0 -1 0 2 0
¢

La matriz asociada al sistema tiene rango 2 puesto que las dos primeras filas son

iguales. Por lo tanto la dimensién de Ker(f) es 4 — 2 = 2 y las ecuaciones son:
x—y =0,
—y+ 2t =0.

Im (f)




Teniendo en cuenta la féormula dim R* = dim Ker f +dim Im f se tiene que dimImf =
4-2=2
De las columnas de la matriz asociada a f (que son un sistema generador de Imf)

podemos extraer una base:

Bms = {(1,1,0),(0,0,1)}.

Ahora sabemos que si (x,y, z) € Imf entonces (x,y, z) = a(1,1,0)+ 3(0,0,1). Por lo

tanto:

T = q,
Yy =q
z=f.

Ahora teniendo en cuenta que sélo necesitamos una ecuacién para determinar a Im f
(porque el nimero de ecuaciones es igual a dim R? —dim Imf), si restamos a la segunda

ecuacién anterior la primera obtenemos la ecuacién que define a Imf:

y—x=0.

3. La matriz de f respecto de la base canénica de IR? y la base de IR? siguiente
B={(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}.

Solucidn.

Teniendo en cuenta el diagrama:

®gy T @
Id 1 L 1d
®.a T m),

deducimos:

Mgag(f) = Mpsp(1d) Mpags (f)Mpaps(1d) = Mpgs Mpags (f) Mpaps =

1000
111 1 =100 0100
M Migags (f)Mgaga = | 1 0 1 1 =100 =
e 0010
110 0 -1 0 2
0001
0 -1 0 2
0 0 0 O
1 0 0 -2



4. La matriz de f respecto de las bases B; = {(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)}
de Ry B, = {(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)} de R®.

Teniendo en cuenta el diagrama:

COVD RN
Id 1 1 1d
®p5) T @)

deducimos:

Mpg,p,(f) = Mpgsp,(1d) Mgags () Mg, g (I1d) = Mg, g8 Mgags(f) Mg, =

1 111
1 00 1 =10 0
. 110 1
Mg, Mz (f)Mag, = [ 110 1 =100 P
1 11 0 -1 0 2
0 001
0 O 0
0O 0 0 O
-1 -1 -1 1
3 =2 2
Ejercicio 4 (2,5 puntos). 1. DeterminasilamatrizA = | 2 —1 2 | esdiagonalizable.
2 =2 3

En caso de que sea diagonalizable da la matriz diagonal y la matriz de paso que la
diagonaliza (1,25 puntos).

Solucion.

Para empezar calculamos el polinomio caracteristico de la matriz A:

3—x -2 2
pa(r) = |A—2l3] = 2 —l1-x 2 =3—Tr+522—2% = —(z—-3)(z—1)?
2 -2 33—z

Calculamos el espectro de A resolviendo la ecuacién py(z) = 0 que tiene como solu-
ciones a 1 y a 3. Por lo tanto o4(x) = {1,3}, m(1) =2y m(3) = 1.

Para ver si la matriz es diagonalizable s6lo debemos comprobar que dim V; = m(1) = 2

porque la igualdad dim Vi = m(3) se satisface por ser m(3) = 1.

2 =2 2
La matriz A — 113 = | 2 —2 2 | tiene, claramente, rango 1. Asi que dim V) =
2 =2 2

3—1g(A—I;) =3—-1=2=m(1).



Por lo tanto hemos demostrado que la matriz A es diagonalizable. Encontremos una
matriz de paso que la diagonaliza y la matriz diagonal. Para ello es necesario encontrar
bases de los subespacios vectoriales V; y V3.

V1 es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

2 —2 2 x 0
2 -2 2 y | =1 o
2 —2 2 P 0

y los vectores (1,1,0) y (0,1, 1) satisfacen esta ecuacién y son linealmente independien-

tes. Asi que una base de V] es:

5\/1 = {(17 1’0)7 (07 17 1)}

V3 es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

0 -2 2 x 0
2 —4 2 y | =1 0
2 =20 z 0

y el vector (1,1, 0) satisface esta ecuacién, por lo que una base de V3 es:

6\/3 - {(17 L, 1)}

1 00
Si tomamos como matriz diagonal D = [ 0 1 0 | entonces una matriz de paso
00 3
1 01 0 1 -1
serda: P=| 1 1 1 |.La inversa de esta matrizes: P! = | —1 1 0 y se
011 1 -1
verifica la igualdad:
D =P 'AP.

. Calcula un valor aproximado de sen % con un error menor de 10™* (1,25 puntos).
Solucién.

Para responder a este apartado hay que usar el desarrollo de Taylor de la funcién

f(z) = senx centrado en el punto a = 0:

senz = f(0) + f’(O)x+ f”(o)q;2+ mx?q__”_i_ f(")(O)xn+ f(n+1)(§> n+1

1! ol 3l nl CES
donde ¢ € (0, z).

Haremos la aproximacién

son = 70) + LOL O (Y SO (A STO (Y

11 10 21 \ 10 31 \10 n! 10

<107%

o (1Y

(n+1)! \ 10

|El =




Calculamos primero el valor adecuado de n.
?
< 1074

|E| _ f(n—l—l)(f) (1 )n+1 -

(n+1)! \10 = 10"+ (n 4 1)!

Para que se satisfaga la desigualdad de la interrogaciéon basta con tomar n = 3.

Asi que aproximamos el valor de sen % por:

senl—l()%sen(O)nLcos(O)l—lO—l—Ln(O) ( ! )2+LS(O) ( L )3:

2! 10 3! 10
1 1/1\® 600—1 599
10 3 <10> 6000 6000

Observaciones:

1. Aquellos que sacaron mas de un 3 en el examen anterior pueden elegir responder solo a
las preguntas 3 y 4 y obtener su nota del parcial como la media entre los dos examenes,
siempre y cuando en este examen saquen mas de un 3.

Empezad cada pregunta en una cara nueva de un folio.

No se puede fumar durante el desarrollo de la prueba.

La duracion del examen es 3 horas y media.

Al

No es obligatorio presentar el examen.



FUNDAMENTOS MATEMATICOS, EXAMEN PARCIAL

INGENIERIA TECNICA DE OBRAS PUBLICAS
11 DE ENERO DE 2005 16H00MN-18H30MN

Nombre y apellidos: DNI:
Pregunta |1 2 Total
Puntuacion
21 2 1
Ejercicio 1 (5 puntos). (Apartado A. 4 puntos): SeaA=| 1 4 1 yb= I}
2 5 2« —2
Se pide:
1. Calcular el determinante de la matriz A (1,5 punto).
Solucion.
2 1 2 0 -7 0 0 1 0 0 1 0
Al=[14 1 |=|1 4 1 |==7/1 4 1 |==7|14 1
2 5 2« 0 -3 2a—2 0 -3 2a0—2 0 0
1 0
7‘ 0 %20 —2 ‘:14a—14

2. Discutir el sistema (1,5 puntos)

2r+y+2z=1
r+4y+z=p
20 4+ 5y + 20z = =2

Solucién.
» Si lda — 14 # 0, es decir a # 1, entonces rg A = rg (A]b) = 3 y el sistema es
compatible determinado.
= Ahora si @ = 1 veamos qué pasa.

21 21 0 =7 0] 1-20
(Alp)=|( 1 4 1| ~1 1 4 1 16}
2 5 2|2 0 -3 0|—-2-20
0 21 0| 68-—3 0 21 0| 68—3
~1 1 4 1 I} ~1 1 4 1 16
0 —21 0| —14—14p 0 0 0|—-17-28p3
Dependiendo de los valores de 3 tenemos:
a) Si =17 — 83 = 0, es decir f = _TN, entonces el sistema es compatible

indeterminado ya que rg A = 2 = rg (Ab).
b) Si g # _?17, es decir —17 — 80 # 0, entonces el sistema es incompatible
porque rg A =2 #rg (Alb) = 3.
3. Resolver el sistema anterior cuando es compatible e indeterminado (1 punto).
Se trata de resolver el sistema que tiene como matriz asociada ampliada la siguiente:

0 21 0]-75/8
1 4 1] =X

8
0 0 0 O
1



Necesitamos un parametro para la resolucion del sistema, tomaremos z = A. De

la primera ecuacién se tiene y = =2 = —25 v finalmente, de la segunda: z =
168 56 )

717 )\+425 —119— 56)\+100 —19 56ﬁ
(Apartado B.1 punto) Dadas las bases de R3:

={u; = (1,0,0),us = (1,1,0),u3 = (1,1,1)}
y
5/ = {Ul = (1, 1, 1), Vg = (1, 1, O),Ug = (1, 0, 0)}
Se pide:
1. Calcular la matriz de cambio de base de 3 a 3’ (0,5 puntos).
Solucion.
Para construir esta matriz necesitamos calcular las coordenadas de los vectores v;
en la base 3. Es evidente que estas coordenadas son:

V1 = Uz = (0,0,l)g, Vg = Uy = (0,1,0)5, V3 = Uy = (170,0)@.
Asi que:

Mpg =

2. Usando la matriz anterior calcula las coordenadas del vector (1,2,3)s en la base (3
(0,5 puntos).
Solucion.
Llamemos (z,y, z)s a las coordenadas del vector (1,2, 3)g en la base 3. Entonces:

T 1 3
Yy = Mﬁﬁ’ 2 = 2

* /s 3/ 5

1
B
Hemos obtenido que las coordenadas son (3,2,1)g.

Ejercicio 2 (5 puntos). Se consideran en R* los subespacios vectoriales generados por S; =
{(1,1,1,1),(1,-1,-1,1)} y S2 = {(1,1,0,1),(1,2,—1,-2),(3,5,—2,5) } respectivamente. Cal-
cular:
(a) Bases y dimensiones de L(S1) y L(S3) (2 puntos).
Solucion.
» Subespacio L(S;). Como los vectores de S} son linealmente independientes ademas
de generadores tenemos que frs,) = {(1,1,1,1),(1,-1,-1,1)} y la dimensién de
L(S) sera 2.
» Subespacio L(Sz). Ponemos los vectores de S, en una matriz por filas y hacemos
combinaciones lineales por filas para extraer un subconjunto linealmente indepen-

diente.
11 0 1 1 1 0 1 11 0 1
1 2 -1 =2 ~({ 01 -1 -3 )] ~]1]01 -1 -3
35 -2 5 02 -2 2 00 O 8

Como esta matriz tiene rango 3 los tres vectores son linealmente independientes
y se puede tomar como base las filas de cada una de las tres matrices anteriores.
Tomaremos:

ﬁL(Sz) = {(17 1a0a ]-)7 (07 17 _17 _3)7 (0,0,0, 8)}

En este caso la dimension del espacio es 3.
2



(b) Ecuaciones cartesianas de ambos subespacios (1,5 puntos).
Solucién.
» Subespacio L(S;).
Es conveniente tener en cuenta que necesitamos 2 ecuaciones (dimensién de R* me-
nos dimensién de L(S)) linealmente independientes. Cualquier vector (z,y, z,t) €
L(S1) debe satisfacer para ciertos a y 3 la igualdad:

(r,y,2,t) =a(1,1,1,1)+ 5(1,—-1,-1,1),

es decir:

r=a+ [,

y=a-—p,

z2=a— [,

t=a+p
Por lo tanto obtenemos las ecuaciones restando a la ultima la primera y a la tercera
la segunda:

t—x =0,

{ z—y=0.

» Subespacio L(S3). Ahora necesitamos 1 ecuacién para describir a este subespacio.
Cualquier vector de L(S,) satisface para determinados «, 5y 7:

(x,y,2,t) = a(1,1,0,1) 4+ (0,1, —1,-3) + v(0, 0,0, 8),

es decir:
r=aq,
y=a+f,
Z:_ﬁ7
t=a—30+8y.

Por ultimo obtenemos la ecuacién cartesiana de este subespacio restando a la se-
gunda ecuacién la primera y sumando la tercera:

y—ax+2z=0.

(¢c) Calcular las ecuaciones cartesianas y bases de L(S1)NL(Ss) y L(S1)+L(S2) (1,5 puntos).
» Subespacio L(S;) NL(S2). Las ecuaciones de este espacio son:

t—x =0,
z—y=0,
y—x+z=0.

La matriz ampliada asociada al sistema es:

-1 0 0 10
(Alp) = 0 -1 1010
-1 1 100
Ahora la dimension de la interseccion se calcula restando a la dimension del espacio
ambiente el rango de la matriz A. Asi que la dimensién de L(S;)NL(Sy) esd—rg A =
4—-3=1.
Una base de L(S7) N L(Ss) seréd cualquier vector de la interseccién. Por ejemplo:

Bresonwes:) = 1(2,1,1,2)}



» Subespacio L(S;) + L(S2). Usando la férmula de Grassman tenemos:
dim L(Sy) + L(Ss) = dim L(S;) + dim L(S2) —dim L(S1) N L(S2) =2+3 —1=4.

L(Sy)+L(S2) = R* y por lo tanto los vectores de este espacio no satisfacen ninguna
ecuacion. Una base de este espacio es, por ejemplo, la base candnica:

Brisy+rese) = {(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1), }.




Fundamentos matematicos de la ingenieria, primer parcial.

Escuela de ingenieria técnica civil. I.T. Minas.

13 de diciembre de 2002 16h00mn-19h30mn.

Ejercicio 1 (1 punto). a. Define lo que entiendes por espacio generador, sistema de vectores linealmente in-
dependientes y base de un espacio vectorial V' sobre el cuerpo K.

b. Calcula el polinomio de Taylor centrado en = 0 y de orden 4 de la funcién f(z) = senz + cosz.
c. Expresa en términos de detA el determinante de la matriz A1,

Ejercicio 2 (2 puntos). Sea f : R? — R? la aplicacién cuya matriz asociada en las bases canénicas es:

t

1 0 O 0 1 0
1 -1 2 |+ 0 2 1
2 -1 2 -1 2 -2

Calcula:
1. La expresi6n analitica de f en la base candnica. (0,3 puntos)
2. Ecuaciones cartesianas de Ker(f) (minimo niimero posible). (0,3 puntos)
3. Base de Ker(f). (0,2 puntos)
4. Base de Im(f) y rango de f. (0,2 puntos)
5. Ecuaciones cartesianas de Im(f) (s6lo una). (0.4 puntos)
6. La matriz de f respecto de la base 8; = {(1,1,1),(1,0,1),(1,0,0)}, es decir, Mga, 5, (f). (0.6 puntos)

Ejercicio 3 (2 puntos). 1. (1’5 puntos) Estudiar si es diagonalizable o no la matriz que damos a continuacién.
Caso de ser diagonalizable calcular la matriz de paso y la matriz diagonal.

1 2
2 1
0 1

== O

2. (0’5 puntos) Calcular el determinante de la matriz B = (det A) A~ + A, siendo
1 3 1
A= 0 2 1
1 0 2

Ejercicio 4 (0,5 puntos). Calcula el polinomio de Taylor de la funcién f(x) = e*! en el punto = 0, de grado
el necesario para obtener una aproximacién de et con un error maximo de 1073 (da dicha aproximacién).

Observaciones:
Prohibido fumar durante toda la prueba.
Poned en todos los folios que utilicéis vuestro nombre, apellidos y D.N.I.




Fundamentos matematicos de la ingenieria, primer parcial.

Escuela de ingenieria técnica civil. I.'T. Minas.

16 de septiembre de 2002 9h30mn-13h00mn.

Ejercicio 1 (0.5 pt. por apartado). a. Define lo
que entiendes por aplicacién lineal y rango de una
aplicacién lineal.

b. Calcula el polinomio de Taylor centrado en x = 0

y de orden 5 de la funcién f(z) = 2® — 27.

c. {Esel conjunto V = {(z,y,2) € R® : 22+y =0} un
subespacio vectorial de R® ? Justifica tu respuesta.

d. Dada una matriz A € M,,x,(R), define lo que se
entiende por polinomio caracteristicoy espectro de
la matriz A (denotados por pa(z) y o4 respectiva-
mente).

Ejercicio 2 (2 puntos). Sea f : R® — R? la aplica-
cién cuya matriz asociada en las bases canénicas es:

1 0 0
1 -1 2
2 -1 2

Calcula:

1. La expresién analitica de f en la base candnica.
(0,3 puntos)

2. Ecuaciones cartesianas de Ker(f) (sélo dos). (0,2
puntos)

3. Base de Ker(f). (0,2 puntos)
4. Base de Im(f). (0,2 puntos)

5. Ecuaciones cartesianas de Im(f) (sélo una). (0.4
puntos)

6. La matriz de f respecto de la base [ =
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, es decir, Mg,p,(f)-
(0.5 puntos)

7. rango de f (0,2 puntos).
Ejercicio 3 (2 puntos; 2/3 puntos por apartado).

Dados los subespacios de R3
S = {(wiyVZ)ERS2$+Z:0,l~_y:0}’
T = {(xay;Z)GRBLL’—}-y_}-Z:O}

calcular:

(a) Una base y la dimensién de Sy 7.

(b) Calcular SNT y S+ T, dando una base de dichos
subespacios.

(c) (Esla suma S + T directa?

Ejercicio 4 (2 puntos). 1. (1’5 puntos) Estudiar si
es diagonalizable o no la matriz que damos a con-
tinuacién. Caso de ser diagonalizable calcular la
matriz de paso y la matriz diagonal.

1 0 2
010
2 01
2. (0’5 puntos) Calcular det(A~! + B), siendo

1 3 1 1 2 1
A=|0 2 1 vy B=|0 0 -1
1 0 2 31 0
Ejercicio 5 (2 puntos). 1. (% puntos) ;Qué error
méximo cometemos aproximando cos(z) por 1 —
% + % en el intervalo [0,1]?

, 1
2. (% puntos) Calcular el valor del nimero e10 con un
error maximo de 1073,

.1'2 7Sen21'
z2sen3x

3. (2 puntos) Calcular lim
z—0

Observaciones:

No se puede fumar durante toda la
prueba.

Poned en todos los folios que utilicéis
vuestro nombre, apellidos y D.N.I.




Ingenieria Técnica de Obras Piblicas

Fundamentos Matematicos
2 de febrero de 2006, 9h30mn-12h30mn

Nombre y apellidos:

DNI:

Fila:

Columna:

E-mail:

Teléfono:

Pregunta 1 2 3 4 5 Total

Puntuacién

Observaciones

= Tienes que entregar la hoja de examen. = Los célculos que conducen a las solucio-
nes del problema son tan importantes co-

= Cada vez que empieces un ejercicio hazlo mo las soluciones, no los ocultes.

en un folio nuevo y pon en él tu nombre
y apellidos. En el folio del examen debes » El resultado final de cada uno de los

poner ademas tu D.N.I.
No entregues folios escritos a lapiz.

Pon la fila y columna de la clase en la
que te has sentado segun las indicaciones
que te den.

apartados debe estar dentro de un re-
cuadro facil de identificar, en el que
debéis poner el nimero del apartado.

Las notas se publicaran en el tablén
de anuncios del Departamento de Ma-
tematica Aplicada y Estadistica.

PRIMER PARCIAL: ALGEBRA LINEAL |

Ejercicio 1 (Diagonalizacién, 2.5 puntos). De una matriz diagonalizable A sabemos que
tiene como polinomio caracteristico p(z) = (z — 1)(z — 3)?(x + 1). Responde a las siguientes
cuestiones:
1. ;Cudl es la dimensién del subespacio {x € R? : Az = 3x}? (0,5 puntos)
Solucién:
Por ser la matriz diagonalizable se tiene que la dimensién del subespacio anterior Vj
coincide con la multiplicidad de 3 en el polinomio caracteristico. Asi que dim V3 = 2.
2. ;Cudl es el determinante de A? ;Por qué? (0,5 puntos)
Solucién:

Por ser la matriz A diagonalizable se tiene que P'AP = D, asi que |[P7'AP| =
|PYIA[IP| = |P|7HA[P| = |A] = |D| = |A| = |D|. Asi que [A[=3-3-1-(=1) = 9.



3. Escribe una matriz diagonal, D, para A (0,5 puntos).

Solucion:
300 0
030 O
D= 001 O
000 -1

4. ;Cuél es el tamano de la matriz A? (0,5 puntos)
Solucién:
El tamano es el mismo que el tamano de D, es decir, 4 X 4.
5. De los subespacios invariantes Vi, V3 y V_; conocemos unas bases: fy, = {(1,0,0,0)},

Bv, = {(1,1,1,0),(1,1,1,1)} v By, = {(1,1,0,0)}. Da la matriz de paso P tal que
D = P7YAP (0,5 puntos).

Solucién:
1111
1101
P= 1100
01 00
Ejercicio 2 (2,5 puntos). = Se consideran los siguientes conjuntos de vectores:

ﬂA = {Ul = (17 17 1),”2 = (07 17 1)7U3 = (1707 1>}a

Bo = {w; = (1,1,0),wy = (0,1,1), w3 = (0,0,1)}, B={(2,2,1)4.}
y se pide:

6. Calcular la matriz de cambio de base de la base 34 a la base canénica, es decir Mg, .,
(0,5 puntos).
Solucién:

Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vectores de
la base ¢ respecto a 4. Calculamos esas coordenadas:

o wy:=(1,1,0) =2v; —vy —v3 = (2,-1,—1)g,,
o wy:=(0,1,1) =vy, =(0,1,0)3,,
o wy:=(0,0,1) = —vy + vy +v3 =(—1,1,1),.

Asi que:
2 0 -1
Mg, 6. = -1 1 1
-1 0 1

7. Calcular la matriz de cambio de base de la base (¢ a la base 34, es decir Mgs.5, (0,5
puntos).

Solucion:
Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vectores de
la base 34 respecto a [¢.

o v :=(1,1,1) = w; + w3 = (1,0,1)4,,



o vy :=(0,1,1) = wy = (0,1,0)4,,
o v3:=(1,0,1) = wy —wy + 2wz = (1,-1,2)5,,

asi que:

1
-1

1
MﬁcﬁA = 0
1 2

o = O

8. Dar las coordenadas de los vectores del conjunto B en la base 34 (0,3 puntos).
Solucion:

Usando la matriz Mg, g, es ficil calcular esas coordenadas:

t
o [MﬁAﬁc (27 2, 1)%0} - (37 1, _1)6A'
Por lo tanto:
B = {(3’ L _1)5,4}'

9. Calcular las ecuaciones del subespacio < B > respecto de la base 54 (0,5 puntos).
Solucion:

Antes de nada tenemos claro que se necesita 1 ecuacién (dimensién de R3-dimensién
de < B >).

Un vector (z,y, 2)s, €< B > siy sélo si

($, Y, Z)ﬁA - Oz(3, 1, _1)ﬁA = (304, «, _a)ﬁA

= xiia,: v =3y =0,
g =% y+2z=0.

= -

= Calcula el limite siguiente usando desarrollos de Taylor:

10. lim,_o 222" (0,7 puntos).

1—cos(z?)

Solucién:

Hacemos desarrollos de Taylor del numerador y denominador de orden 4:

, 224 + o(x?) , 2—|—%44)
hm 1 1 :lml—M:4.

SEGUNDO PARCIAL: CALCULO

Ejercicio 3 (2,5 puntos). Sea f: Q2 C R" — R™ un campo de vectores. Define los siguientes
conceptos:

(3.1) Derivada de f en un punto a € € en la direccién de un vector no nulo u € R™ (0,5
puntos).

(3.2) Diferencial de f en un punto a € Q2 (0,5 puntos).



. Qué relacién existe entre la diferencial de f en a y la derivada de f en a en la direccién de un
vector u? (0,25 puntos)
Como aplicacién para f : R? — R, definida por

2?ycos(L) six #0,
flz,y) = { ) .
0 siz =0.

Se pide:
(3.3) Estudiar la diferenciabilidad en (0,a) con a € R (0,75 puntos).

(3.4) Estudiar si se verifica la igualdad

>’f (z,y) = >’ f
Oxdy Y= OyOx

(x,y)(0,25 puntos).

(3.5) (Es %(w,y) continua para todo (z,y) € R*? (0,25 puntos).

Ejercicio 4 (2,5 puntos). (4.1) Sea f : [a,b] C R — R una funcién acotada. Define riguro-
samente el concepto de integral de Riemann de f en el intervalo [a,b] (1 punto).

(4.2) Sea el paralelepipedo de vértices (—3,0), (3,0), (0,—=3) y (0,3). Calcula [ [, (z+y)dzdy
(1 punto).

(4.3) Estudia los extremos relativos de la funcién
f(z,y) = sen(x) + sen(y) + cos(z + y)

cuando z,y € (0,2m) (0,5 puntos).
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Ejercicio 1 (2 puntos). Dada la matriz A= | —3 5 3 |, se pide:

1. Calcular el polinomio caracteristico p4 (0,2 puntos).
Solucion:
—1—=x 3 3

pa(z) = |A—xl3| = -3 5—z 3 |=20-24x+92%—2%=—(x—5)(x—2)?

-3 3 5—x
2. Calcular el espectro o4 y especificar la multiplicidad de cada raiz (0,2 puntos).

Solucion:

oa = {5,2}. Ademdas m(5) =1y m(2) = 2.

3. Justificar si la matriz A es diagonalizable (0,5 puntos).
Solucién:

Segun se vio en teorfa, por ser m(5) = 1 entonces dim V5 = m(5) = 1.

Falta ahora por ver, para demostrar que A es diagonalizable, que dim Vo, = m(2) = 2.

-3 3 3

Pero esto es cierto porque dim Vo =3 —rg(A—2[3) =3—-rg| -3 3 3 | =3-1=2.

-3 3 3

Por lo tanto A es una matriz diagonalizable.

4. Dar la matriz diagonal D (0,3 puntos).

Solucion:
500
ElijoD=1|1 0 2 0
0 0 2




5. Dar la matriz de paso P (0,5 puntos).
Solucién:

Para dar esta matriz calculamos bases de V5 y de V5.

T
Vs ={(x,y,2) € R¥: (A—5I3) | y | =0}, es decir (z,y,2) € Vs si y sélo si!
2
=3z + 3z =0,
—3x 4+ 3y =0.

Asf que una base de V5 es 35 = {(1,1,1)}.

x
Vo={(x,y,2) eR®: (A—2I3) | y | =0}, es decir (z,y,2) € Vs siy sblo si?
z

{ 32+43y+32=0 ={ —z+y+2=0

Asi que una base de V5 es 32 = {(0,1,—1),(1,1,0)}.

Ahora obtenemos ya:

i)

P=

—_ = =
[

6. Especificar la relacién entre A, D y P (0,3 puntos).

Solucion:

D =P 'AP.
Ejercicio 2 (1,5 puntos). Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de Taylor

30,2
i ST (%)
z—0 1 — cos(z3)

Solucién:
Haremos desarrollos de Taylor del numerador y denominador de orden 6:

o sing =z — L+ L+ o(25),
= sina? = 2% — 2 + o(29),
= sin® 22 = 2% + o(29),

2 4 6
m cosz=1—% 4% — L+ o(af),

ol
6
n cosz® =1— L + o(xf),

= 1—cosz® =2 +o(af).

IFijate que he quitado la primera ecuacién porque A — 515 tiene rango 2 y por lo tanto sélo son necesarias
dos ecuaciones linealmente independientes.
2F{jate que me he quedado con una tnica ecuacién porque A — 213 tiene rango 1.



Asi que:

2%+ o(zf) 1+ 92)
lim — T T o) 2.
©=0 2r + O(l‘ ) 21 + 20

Ejercicio 3 (2 puntos). Se consideran los siguientes conjuntos de vectores:
ﬂA = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}, ﬁC’ = {(17070)7<Oa170)7(07071)}a B = {(1a271)7(071a0)}
y se pide:

1. Comprobar que 3,4 es una base de R? (0,4 puntos), Solucién:

Para comprobar que es una base basta con ver que el determinante que de la matriz
formada al poner los vectores de 34 por columnas:

=1.

—_ O
—_ O
_ o O

2. Calcular la matriz de cambio de base de la base (34 a la base candnica, es decir Mg, 3,
(0,6 puntos).

Solucion:
Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vectores de la base
Be respecto a 54. Calculamos esas coordenadas (para simplificar la notacién denotaremos
a los vectores de la base G4 por vy, ve y v3):

m e = (1,0,0) = V1 — VU3 = (]_,07 _1)/@/17

B Cy = (0, 1,0) = Vg — V3 = (O, 1, _1)5A7

B €3 = (0,0, 1) = V3 = (O, O, 1)5A‘

Asi que:

-1 -1

3. Calcular la matriz de cambio de base de la base ¢ a la base B4, es decir Mg.g, (0,3
puntos).

Solucion:

Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vectores de la
base 4 respecto a [B¢. Asi que:

1
Mgpep, = 0
1

— = O
— o O

4. Dar las coordenadas de los vectores del conjunto B en la base 54 (0,3 puntos).

Usando la matriz Mg, ., es facil calcular esas coordenadas:

" [MBAﬁc(lv 2, 1)t]t = (17 2, _2),3A'



" [MﬁAﬁc (07 L, O)t]t = (07 L _1),3A'

Por lo tanto:
B = {<17 2, _2)3,47 (O’ L, _1)5A}‘
5. Calcular las ecuaciones del subespacio < B > respecto de la base $4 (0,4 puntos).
Solucion:

Antes de nada tenemos claro que se necesita 1 ecuacién (dimensién de R3-dimensién de
< B>).

Un vector (z,y, z)g, €< B > siy sélo si

([E, Y, Z)ﬂA - Oz(l, 2, _Q)ﬁA + 6(07 L, _1)5A = (a> 20 + 3, —2a — ﬁ)ﬁA
T = q,

1 y=24s =[TE=0]

z2=—2a—-p

Ejercicio 4 (2,5 puntos). Se considera la aplicacién lineal f : R* — R* que verifica:

f(1,0,1) = (1,0), f(0,1,1)=(2,3), f(0,0,1)=(1,1).

En este ejercicio usaremos la notacién 34 para denotar a la base definida en el ejercicio anterior.
Ademds 32, y BZ serén respectivamente las bases canénicas de R? y R2.
Se pide:

1. Decir quiénes son n y k (0,3 puntos).
Solucién:

n=3y k=2

2. Calcular My, 4 (f) (0,4 puntos).
Solucién:

De las imagenes que nos dan de los vectores de 34 obtenemos:

1 2 1
Mo =5 5 1)

3. Calcular Mg 52 (f) (0,8 puntos).

Solucion:

Mg g2 (f) = Mgz g2 Mg, 52, () Mp, 5. =
(10)(121) (1) (1)8 _<0 11)
0 1 0 3 1 1 11 -1 21
4. Calcular una base y las ecuaciones de Ker f (0,6 puntos).

Solucion:

Un vector (z,y, z) pertenece a Ker f si y sélo si Mﬁgﬁé(f)(:c, y,z)" = 0. Asi que:

y+z=0,
—r+2y+2z2=0.

Por lo tanto dim Ker f = 3 — rgMﬁgﬁ%(f) =1y fBrersr={(1,1,-1)}.



5. Calcular una base y las ecuaciones de Im f (0,4 puntos).
Solucién:

Sabemos que
Imf =< (07 _1>7 (17 2)7 (17 ]-) >

. Como el primer y segundo vector forman un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes y maximal entonces S,y = {(0,—1),(1,2)}. Asi que Im f = R? y no se pueden
dar ecuaciones de este subespacio.

Ejercicio 5 (2 puntos). En R* se consideran los subespacios vectoriales:
S =<(1,0,0,0),(0,1,1,1)> v T={(z,y,2,t):x2=0,2y—2z—1t=0}
y se pide:
1. Una base, la dimensién y las ecuaciones de S (0,4 puntos).
Solucién:

Los dos vectores que generan .S también son linealmente independientes, por lo tanto son
una base de S:

ﬂS = {(17 07 07 0)7 (07 17 17 1)}
Ahora calculamos las ecuaciones que debe satisfacer un vector (z,y, z,t) € S:

T = q,
(0.020) = a(1,0,0,0)+ 50,111 = § Y20 = {y:’zfo’
t=0

2. Una base y la dimensién de 7' (0,4 puntos).
Solucién:

Como la dimensién de T es 2 (dim R*-niimero de ecuaciones linealmente independientes
que definen a T") bastara con encontrar dos vectores linealmente independientes en T para
dar una base:

ﬁT = {(07 0,1, _1>7 (07 1,2, O)}
3. Una base, la dimensién y las ecuaciones de SNT (0,4 puntos).
Solucién:

Las ecuaciones de SNT se obtienen como la unién de las ecuaciones de S con las ecuaciones

de T

x =0, 10 0 0]0

20—z —t =0, N 0 2 -1 —-1|0

y—z=0, 01 -1 0|0

y—t= 01 0 —1/0

10 0 010 p—
Fy=Fy=F [ 00 0 00| _ .
= 01 ~1 010 D

01 0 -1/0 y—t—

Asi que dim SNT =4 —rgA =1 (A es la matriz asociada al sistema que define SN 7T).
Ahora obtenemos la base de SN T"

Bsor = {(0,1,1,1)}.



4. Una base, la dimensién y las ecuaciones de S + T (0,4 puntos).
Solucion:
Usando la féormula de Grassman se tiene que:

dimS+7T =dimS +dim7T —dimSNT=2+2—-1=23.

Un conjunto generador de S + T se obtiene uniendo conjuntos generadores de S y de T,
es decir:
S+T=<(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,-1),(0,1,2,0) >,

de estos cuatro vectores ahora nos quedamos con tres que sean linealmente independientes
y tendremos una base de S + T'. Es facil darse cuanta que los tres primeros vectores son
linealmente independientes, luego:

Bs+r = {(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,—1)}.

Acabamos dando las ecuaciones que satisface el subespacio S + T, para ello tomamos
(r,y,2,t) € S+ T y recordamos que necesitamos 1 ecuacién (dimR* — dim S + T,
entonces:

(ai,y,z,t) :CY(l,O,O,O)+ﬁ(0,1,1,1)+’}/(070,1,—1) = (@7ﬁvﬁ+77ﬁ_7) (1)
T = Q,
= zig’+7’ s[a+rt—2y=0] (2
t=p0-—1.

5. Dadalabase § = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}, justificasi el vector (1,2,3,4)4
pertenece a alguno de los subespacios S, T7,SNT,S + T (0,4 puntos).

Solucion:

Obtenemos facilmente las coordenadas del vector (1,2,3,4)3 en la base candnica:

(1,2,3,4)5 = (1,0,0,0) +2(1,1,0,0) + 3(1,1,1,0) + 4(1,1,1,1) = (10,9, 7,4).

Se comprueba facilmente que este vector no satisface las ecuaciones de ninguno de los
subespacios dados. Asi que (1,2, 3,4)s no pertenece a ninguno de los subespacios prop-
uestos.

Observaciones

= Tienes que entregar la hoja de examen.

= Cada vez que empieces un ejercicio hazlo en un folio nuevo y pon en él tu nombre y
apellidos. En el folio del examen debes poner ademas tu D.N.IL.

= No entregues folios escritos a lapiz.

= Pon la fila y columna de la clase en la que te has sentado segin las indicaciones que te
den.

= Los calculos que conducen a las soluciones del problema son tan importantes como las
soluciones, no los ocultes.

= El resultado final de cada uno de los apartados debe estar dentro de un recuadro
facil de identificar, en el que debéis poner el nimero del apartado.

= Las notas se publicaran en el tablén de anuncios del Departamento de Matematica Apli-
cada y Estadistica. Desde ese mismo momento tendréis disponible en copisteria el examen
resuelto y también en la pagina web de la asignatura.



Fundamentos Matematicos de la Ingenieria (Primer parcial)
Ingenieria técnica de Obras Publicas
3 de septiembre de 2005

Ejercicio 1 (2,5 puntos). Sea f : IR* — IR? la aplicacién cuya matriz asociada en las bases candnicas
es:

1 00
A=11 1 2
1 10
Calcula:
1. La expresion analitica de f en las bases candnicas.
2. El nicleo y la imagen de f.
3. La matriz de f respecto a las bases
B=1{(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} y B ={(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)}.
4. El rango de f.
1 4 —4
Ejercicio 2 (2,5 puntos). 1. Determina si la matriz A= | 0 5 —4 | es diagonalizable. En
00 1

caso de que sea diagonalizable da la matriz diagonal y la matriz de paso que la diagonaliza
(1,25 puntos).

2. Calcula un valor aproximado de cos (%) usando el polinomio de Taylor de orden 3. Da una
estimacién del error cometido en la aproximacién. (1,25 puntos).

Ejercicio 3 (2,5 puntos). Dados los subespacios de R*
S = <(1,0,0,0),(1,1,1,0) >,
T = {(2,y,2,1) €R*: x =4y, z =t}
se pide:
(a) Calcula una base de Sy da su dimensién (0,5 puntos).

(b) Calcula una base de Ty da su dimensién (0,5 puntos).
(c) Calcula las ecuaciones cartesianas del subespacio S respecto de la base de R* que sigue

B, ={(1,1,1,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1), (1,1,0,0)} (0,5 puntos).

(d) Calcula las ecuaciones cartesianas, una base y la dimensién del subespacio SNT (0,5 puntos).
(e) Calcula una base y la dimensién de S + 7 (0,5 puntos).

Ejercicio 4 (2,5 puntos). Dadas las bases de R3:

6 = {ul = (17 L, 1)7“2 = (Oa L, 1)7”3 = (0707 1)}
y
ﬁ/ = {Ul = (17 0, 3)7 Uy = (Ov 2, 1)77)3 = (17 0, 2)}
Se pide:
1. Calcular la matriz de cambio de base de 5 a 3’ (0,6 puntos).
2. Calcular la matriz de cambio de base de 5" a 3 (0,6 puntos).
3. Calcula, si es posible, la inversa de la suma de las matrices de los dos apartados anteriores
(0,6 puntos).
4. Usando alguna de las matrices anteriores calcula las coordenadas del vector (—1,1,3)4 en la
base 5 (0,7 puntos).
1
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Ejercicio 1 (Integracién maultiple. 2,5 puntos). 1. Escribe la relacién entre coordena-
das cartesianas y coordenadas esféricas: ®(r,0,¢) = ... (0,2 puntos). Solucidn:

O(r,0,¢) = (r cosseng, rsenfseng, r cos ¢)

2. (En qué rango maximo (abierto) varfan r y los angulos 6 y ¢ para que ¢ sea biyectiva?
(0,4 puntos). Solucién:
(1,0, 6) € (0,+00) x (0,27) x (0,7)

3. Calcula el jacobiano de ® y di cuél es el valor absoluto de su determinante (este deter-
minante no hace falta que lo calcules explicitamente) (0,4 puntos).

Solucion:

cosfsen¢ —rsenflseng 1 cosb cos o
JO(r,0,¢0) = | senfsen¢ rcosfseng rsend cos ¢
cos ¢ 0 —rseng

|detJ®(r, 0, )| = r*sen¢

4. Calcula el volumen del sélido 2 = {(z,y, 2) : 25 < 22 +y?+2? <49,y > 0} (0,75 puntos).

Solucidn:
7 s s
V= /// ldzdydz = / / / r’sengdpdfdr = [r®/3]L[— cos ¢|om
Q 5 Jo Jo
2m 4367
= (7-5)=——
3 ( ) 3

5. Calcula la integral [[[,sen[(z? + y* + 22)3?]dzdydz (0,75 puntos).

Solucion:



/ / / sen[(z? + y? + 22)*?]dzdydz = / ' / ’ / ' r2sen(r)sengdpdfdr

///37’ sen(r®)sengdpdfdr = — [ cos(r*)]IZE[— cos @]

— %(COS(lQE)) — cos(343))

Ejercicio 2 (Topologia-Continuidad. 2,5 puntos). 1. Da una razén que justifique que
la aplicacién f : R? — RT, definida por f(z,y) = |cos(z)cos(y + x)|, no es una norma
(0,5 puntos).
Solucidn:

La aplicacién no es una norma porque f(0,0) =1 # 0.

2. Da una razén por la que el conjunto K = {(z,y) : 22 + y* > 4} no es compacto (0,5
puntos).
Solucion:

No es compacto porque no es ni cerrado ni acotado.

3. Estudia el limite lim, 4)—(0,0) Y= (1,5 puntos).

(w2+y
Solucion:

Estudiamos el limite utilizando coordenadas polares:

3r* cos® Osenf

lim ——————— = 1fm 3> cos® fsend = 0
r—0 r r—0
Ahora, si f(z,y) = (sz%’ intentamos acotar |f(r cos#,rsenf) — 0| con una funcién

F(r) que tienda a 0 cuando r tiende a 0:
| f(r cos 8, rsenf)) — O] = |3r° cos® fsend)| < 3r® = F(r)

Como F(r) — 0 cuando r — 0 entonces 1im ;4 —(0,0) =0.

33y
(124ky2)1/2

Ejercicio 3 (Matriz jacobiana. 2,5 puntos). 1. Sean f: R?* - R?y g : R* — R3 defi-

nidas por:
fly) = (@+y’z,2y)  glz,y) = (2 +e™,y -z sen(zy)).
Se pide:
a) Jf(z,y) (0,4 puntos).
Solucién:

2
o = (14 )

b) Jg(x,y) (0.4 puntos).
Solucion:

14 ey re™
Jo(r,y) = -1 1
ycos(zy) xcos(xy)



c¢) Da la expresion de la aplicacién g o f (0,3 puntos).

Solucion:

go f(z,y) = g(z + y’z,zy) = <w oyt TR gy g — 20 sen[(x + wa)w])

d) Usando la férmula del jacobiano de una composicion de aplicaciones se pide calcular
Jgo f(0,1) (0,4 puntos).
Solucion:

Jgo f(0,1) = Jg(f(0,1))Jf(0,1) = Jg(0,0).J £(0,1)

1 0 2 0
=(-11 G 8): ~-1 0
0 0 0 0

e) A la vista del resultado del apartado anterior, se piden los valores de ag—jﬁf((), 1)y

] 0
%(0, 1) (0,4 puntos).
Solucioén:

Segun la teoria estas parciales aparecen en las columnas de la matriz calculada en el
apartado anterior. Es decir:

dgo f _
ax <071) - (27_170>7
dgo f _

2. Si h: R?90 — R290 o5 yna aplicacién de clase C*, responde a las siguientes cuestiones
para un a € R (0.2 puntos por apartado).

a) {Cudl es el tamano de Jh(a)?
Solucidn:
El tamano es 2000 x 2000.

b) (Esla matriz Jh(a) simétrica?
Solucidn:

No se puede asegurar que sea simétrica, si fuera de clase C? sf lo podriamos asegurar.

) , C ., .y 92%h _ _ 0°h 2
c¢) ;Qué condicién le exigirias a h para asegurar que E (a) = ToncooB (a)

Solucion:

Que la funcién sea de clase C?.

Ejercicio 4 (Extremos relativos-Diferenciabilidad. 2,5 puntos). 1. Calcula los extre-
mos relativos de la funcién f(x,y) = 2%+ 22?2y + 3y? y di si son mdximos o minimos (1,6
puntos).

Solucién:

Hacemos las parciales e igualamos a 0:

%)

a—f(:z:,y) =2r+4day® =22(1+2y*) =0=2=0
X

%)

ai(fv,y) = dyx® + 6y = 2y(22° +3) = 0=y = 0



Asi que el tnico punto candidato a que haya un extremo relativo es (0,0). Estudiamos en
él el Hessiano:

Hf(z,y) = (2(18—;ij) 2(2§§y+ 3)) = H70.0)= (g 2)

Como la sucesion 1, A; = 2, Ay = 12 esta formada s6lo por miembros positivos tenemos
que en (0,0) hay un minimo relativo.

. En las siguientes cuestiones nos referiremos a una aplicacién g : R?0% — R29% Se hacen
algunas preguntas para verificar que conoces la relacion entre continuidad, derivabilidad
respecto a cualquier direccion, diferenciabilidad y clase C1.

a) Si la aplicacién g es derivable respecto a sus 2006 variables ;jPodemos decir que g es
continua? ;Y diferenciable? (0,3 puntos).
Solucion:
Como se vio en teoria en este caso no se puede asegurar ni que g sea continua ni
diferenciable.
b) Ahora suponemos que g es diferenciable ;Qué dos propiedades més puedes asegurar
de g7 (0,3 puntos).
Solucién:
Podemos asegurar que es continua y que es derivable respecto de cualquier direccion.
¢) iY si g es de clase C! qué puedes decir? (0,3 puntos).
Solucion:
Podemos decir que es diferenciable, continua y derivable respecto de cualquier direc-

cién.

Observaciones

Tienes que entregar la hoja de examen.

Cada vez que empieces un ejercicio hazlo en un folio nuevo y pon en él tu nombre y
apellidos. En el folio del examen debes poner ademas tu D.N.IL.

No entregues folios escritos a lapiz.

Pon la fila y columna de la clase en la que te has sentado segun las indicaciones que te
den.

Los calculos que conducen a las soluciones del problema son tan importantes como las
soluciones, no los ocultes.

El resultado final de cada uno de los apartados debe estar dentro de un recuadro
facil de identificar, en el que debéis poner el nimero del apartado.
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Ejercicio 1 (2 puntos). Dada la matriz A= | —3 5 3 |, se pide:

1. Calcular el polinomio caracteristico p4 (0,2 puntos).
Solucién:
—1—-z 3 3

pa(z) = |A—xl3| = -3 5—z 3 |=20-24x+92%—2%=—(x—5)(x—2)?

-3 3 55—
2. Calcular el espectro 0,4 y especificar la multiplicidad de cada raiz (0,2 puntos).

Solucién:
oa = {5,2}. Ademdas m(5) =1y m(2) = 2.

3. Justificar si la matriz A es diagonalizable (0,5 puntos).
Solucién:

Segun se vio en teorfa, por ser m(5) = 1 entonces dim V5 = m(5) = 1.

Falta ahora por ver, para demostrar que A es diagonalizable, que dim Vo, = m(2) = 2.

-3 3 3

Pero esto es cierto porque dim Vo =3 —rg(A—2[3) =3—-rg| -3 3 3 | =3-1=2.

-3 3 3

Por lo tanto A es una matriz diagonalizable.

4. Dar la matriz diagonal D (0,3 puntos).

Solucion:
500
ElijioD=1 0 2 0
0 0 2




5. Dar la matriz de paso P (0,5 puntos).
Solucién:

Para dar esta matriz calculamos bases de V5 y de V5.

T
Vs ={(x,y,2) € R¥: (A—5I3) | y | =0}, es decir (z,y,2) € Vs si y sélo si!
2
=3z + 3z =0,
—3x 4+ 3y =0.

Asf que una base de V5 es 35 = {(1,1,1)}.

x
Vo={(x,y,2) eR®: (A—2I3) | y | =0}, es decir (z,y,2) € Vs siy sblo si?
z

{ 32+43y+32=0 ={ —z+y+2=0

Asi que una base de V5 es 32 = {(0,1,—1),(1,1,0)}.

Ahora obtenemos ya:

i)

P=

—_ = =
[

6. Especificar la relacién entre A, D y P (0,3 puntos).

Solucion:

D =P 'AP.
Ejercicio 2 (1,5 puntos). Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de Taylor

30,2
i ST (%)
z—0 1 — cos(z3)

Solucién:
Haremos desarrollos de Taylor del numerador y denominador de orden 6:

o sing =z — L+ L+ o(25),
= sina? = 2% — 2 + o(29),
= sin® 22 = 2% + o(29),

2 4 6
m cosz=1—% 4% — L+ o(af),

ol
6
n cosz® =1— L + o(xf),

= 1—cosz® =2 +o(af).

IFijate que he quitado la primera ecuacién porque A — 515 tiene rango 2 y por lo tanto sélo son necesarias
dos ecuaciones linealmente independientes.
2F{jate que me he quedado con una tnica ecuacién porque A — 213 tiene rango 1.



Asi que:

2%+ o(zf) 1+ 92)
lim — T T o) 2.
©=0 2r + O(l‘ ) 21 + 20

Ejercicio 3 (2 puntos). Se consideran los siguientes conjuntos de vectores:
ﬂA = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}, ﬁC’ = {(17070)7<Oa170)7(07071)}a B = {(1a271)7(071a0)}
y se pide:

1. Comprobar que 3,4 es una base de R? (0,4 puntos), Solucién:

Para comprobar que es una base basta con ver que el determinante que de la matriz
formada al poner los vectores de 34 por columnas:

=1.

—_ O
—_ O
_ o O

2. Calcular la matriz de cambio de base de la base (34 a la base candnica, es decir Mg, 3,
(0,6 puntos).

Solucion:
Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vectores de la base
Be respecto a 54. Calculamos esas coordenadas (para simplificar la notacién denotaremos
a los vectores de la base G4 por vy, ve y v3):

m e = (1,0,0) = V1 — VU3 = (]_,07 _1)/@/17

B Cy = (0, 1,0) = Vg — V3 = (O, 1, _1)5A7

B €3 = (0,0, 1) = V3 = (O, O, 1)5A‘

Asi que:

-1 -1

3. Calcular la matriz de cambio de base de la base ¢ a la base B4, es decir Mg.g, (0,3
puntos).

Solucion:

Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vectores de la
base 4 respecto a [B¢. Asi que:

1
Mgpep, = 0
1

— = O
— o O

4. Dar las coordenadas de los vectores del conjunto B en la base 54 (0,3 puntos).

Usando la matriz Mg, ., es facil calcular esas coordenadas:

" [MBAﬁc(lv 2, 1)t]t = (17 2, _2),3A'



" [MﬁAﬁc (07 L, O)t]t = (07 L _1),3A'

Por lo tanto:
B = {<17 2, _2)3,47 (O’ L, _1)5A}‘
5. Calcular las ecuaciones del subespacio < B > respecto de la base $4 (0,4 puntos).
Solucion:

Antes de nada tenemos claro que se necesita 1 ecuacién (dimensién de R3-dimensién de
< B>).

Un vector (z,y, z)g, €< B > siy sélo si

([E, Y, Z)ﬂA - Oz(l, 2, _Q)ﬁA + 6(07 L, _1)5A = (a> 20 + 3, —2a — ﬁ)ﬁA
T = q,

1 y=24s =[TE=0]

z2=—2a—-p

Ejercicio 4 (2,5 puntos). Se considera la aplicacién lineal f : R* — R* que verifica:

f(1,0,1) = (1,0), f(0,1,1)=(2,3), f(0,0,1)=(1,1).

En este ejercicio usaremos la notacién 34 para denotar a la base definida en el ejercicio anterior.
Ademds 32, y BZ serén respectivamente las bases canénicas de R? y R2.
Se pide:

1. Decir quiénes son n y k (0,3 puntos).
Solucién:

n=3y k=2

2. Calcular My, 4 (f) (0,4 puntos).
Solucién:

De las imagenes que nos dan de los vectores de 34 obtenemos:

1 2 1
Mo =5 5 1)

3. Calcular Mg 52 (f) (0,8 puntos).

Solucion:

Mg g2 (f) = Mgz g2 Mg, 52, () Mp, 5. =
(10)(121) (1) (1)8 _<0 11)
0 1 0 3 1 1 11 -1 21
4. Calcular una base y las ecuaciones de Ker f (0,6 puntos).

Solucion:

Un vector (z,y, z) pertenece a Ker f si y sélo si Mﬁgﬁé(f)(:c, y,z)" = 0. Asi que:

y+z=0,
—r+2y+2z2=0.

Por lo tanto dim Ker f = 3 — rgMﬁgﬁ%(f) =1y fBrersr={(1,1,-1)}.



5. Calcular una base y las ecuaciones de Im f (0,4 puntos).
Solucién:

Sabemos que
Imf =< (07 _1>7 (17 2)7 (17 ]-) >

. Como el primer y segundo vector forman un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes y maximal entonces S,y = {(0,—1),(1,2)}. Asi que Im f = R? y no se pueden
dar ecuaciones de este subespacio.

Ejercicio 5 (2 puntos). En R* se consideran los subespacios vectoriales:
S =<(1,0,0,0),(0,1,1,1)> v T={(z,y,2,t):x2=0,2y—2z—1t=0}
y se pide:
1. Una base, la dimensién y las ecuaciones de S (0,4 puntos).
Solucién:

Los dos vectores que generan .S también son linealmente independientes, por lo tanto son
una base de S:

ﬂS = {(17 07 07 0)7 (07 17 17 1)}
Ahora calculamos las ecuaciones que debe satisfacer un vector (z,y, z,t) € S:

T = q,
(0.020) = a(1,0,0,0)+ 50,111 = § Y20 = {y:’zfo’
t=0

2. Una base y la dimensién de 7' (0,4 puntos).
Solucién:

Como la dimensién de T es 2 (dim R*-niimero de ecuaciones linealmente independientes
que definen a T") bastara con encontrar dos vectores linealmente independientes en T para
dar una base:

ﬁT = {(07 0,1, _1>7 (07 1,2, O)}
3. Una base, la dimensién y las ecuaciones de SNT (0,4 puntos).
Solucién:

Las ecuaciones de SNT se obtienen como la unién de las ecuaciones de S con las ecuaciones

de T

x =0, 10 0 0]0

20—z —t =0, N 0 2 -1 —-1|0

y—z=0, 01 -1 0|0

y—t= 01 0 —1/0

10 0 010 p—
Fy=Fy=F [ 00 0 00| _ .
= 01 ~1 010 D

01 0 -1/0 y—t—

Asi que dim SNT =4 —rgA =1 (A es la matriz asociada al sistema que define SN 7T).
Ahora obtenemos la base de SN T"

Bsor = {(0,1,1,1)}.



4. Una base, la dimensién y las ecuaciones de S + T (0,4 puntos).
Solucion:
Usando la féormula de Grassman se tiene que:

dimS+7T =dimS +dim7T —dimSNT=2+2—-1=23.

Un conjunto generador de S + T se obtiene uniendo conjuntos generadores de S y de T,
es decir:
S+T=<(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,-1),(0,1,2,0) >,

de estos cuatro vectores ahora nos quedamos con tres que sean linealmente independientes
y tendremos una base de S + T'. Es facil darse cuanta que los tres primeros vectores son
linealmente independientes, luego:

Bs+r = {(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,—1)}.

Acabamos dando las ecuaciones que satisface el subespacio S + T, para ello tomamos
(r,y,2,t) € S+ T y recordamos que necesitamos 1 ecuacién (dimR* — dim S + T,
entonces:

(ai,y,z,t) :CY(l,O,O,O)+ﬁ(0,1,1,1)+’}/(070,1,—1) = (@7ﬁvﬁ+77ﬁ_7) (1)
T = Q,
= zig’+7’ s[a+rt—2y=0] (2
t=p0-—1.

5. Dadalabase § = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}, justificasi el vector (1,2,3,4)4
pertenece a alguno de los subespacios S, T7,SNT,S + T (0,4 puntos).

Solucion:

Obtenemos facilmente las coordenadas del vector (1,2,3,4)3 en la base candnica:

(1,2,3,4)5 = (1,0,0,0) +2(1,1,0,0) + 3(1,1,1,0) + 4(1,1,1,1) = (10,9, 7,4).

Se comprueba facilmente que este vector no satisface las ecuaciones de ninguno de los
subespacios dados. Asi que (1,2, 3,4)s no pertenece a ninguno de los subespacios prop-
uestos.

Observaciones

= Tienes que entregar la hoja de examen.

= Cada vez que empieces un ejercicio hazlo en un folio nuevo y pon en él tu nombre y
apellidos. En el folio del examen debes poner ademas tu D.N.IL.

= No entregues folios escritos a lapiz.

= Pon la fila y columna de la clase en la que te has sentado segin las indicaciones que te
den.

= Los calculos que conducen a las soluciones del problema son tan importantes como las
soluciones, no los ocultes.

= El resultado final de cada uno de los apartados debe estar dentro de un recuadro
facil de identificar, en el que debéis poner el nimero del apartado.

= Las notas se publicaran en el tablén de anuncios del Departamento de Matematica Apli-
cada y Estadistica. Desde ese mismo momento tendréis disponible en copisteria el examen
resuelto y también en la pagina web de la asignatura.
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poner ademas tu D.N.I.

No entregues folios escritos a lapiz.
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gundo parcial deben responder a las pre-
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1,2, 3y4

= Las notas se publicardn en el tablén
de anuncios del Departamento de Ma-
tematica Aplicada y Estadistica el jue-
ves 22 de junio de 2006. Las revisiones
de examen esta previsto que se hagan el
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PRIMER PARCIAL

Ejercicio 1 (2,5 puntos). Sea f: IR" — R™
canonicas es:

A:

Calcula:

1. Los valores de n 'y de m (0,2 puntos).

Solucion:

la aplicacién cuya matriz asociada en las bases

S = N
N = O

Los valores de n y de m son respectivamente 2 y 3, es decir, el niimero de columnas y

filas de la matriz A.




2. La expresién analitica de f en las bases canénicas de R™ y R™ (0,3 puntos).

Solucién:
ﬂ%wz[A(§>}=@%w+y%)

3. El nicleo y la imagen de f: bases, ecuaciones y dimensién de cada uno (0,75 puntos)..

Solucion:
El nicleo

El nticleo de la aplicacién f estard formado por aquellos vectores (z,y) tales que f(z,y) =
(0,0,0). Es decir, seran los vectores (z,y) que verifican el siguiente sistema de ecuaciones
lineales homogéneas:

22 =0,
r+y=0,
2y = 0.

Asi que resolviendo el sistema se ve que Ker f = {(0,0)}, que una base es Oker f = 0 y
que la dimension es 0.

La imagen

La imagen es el subespacio vectorial de R? generado por los vectores columna de la matriz
A, es decir Im f =< (2,1,0),(0,1,2) >. Como los dos vectores generadores también son
linealmente independientes entonces son una base de Im f y por lo tanto la dimension
del subespacio imagen es 2.

Calculamos ahora sus ecuaciones. Un vector (z,y, z) estard en la imagen si:

(z,y,2) = a(2,1,0) + 5(0,1,2),

es decir:
T = 2a,
y=a+p,
z=20.

Ahora eliminamos los parametros a y 3 anteriores y obtenemos la ecuacién que define a
la imagen:
r—2y+2=0.

4. La matriz de f respecto de las bases

B={(1,1), (1,00} y B ={(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)}

(0,75 puntos).
Solucidn:

Vamos a calcular esta matriz utilizando la definicién de la misma. Para ello debemos
calcular las imdgenes de los vectores (1,1) y (1,0) por la aplicaciéon f y a calcular las
coordenadas de esas imagenes en la base B':

F(1,1) = (2,2,2) = 2(1,1,1) = (0,0,2),
F(1,0) = (2,1,0) = (1,0,0) + (1,1,0) = (1,1,0)5.



Asi que la matriz de f respecto de las bases By B es:

Mpp (f) =

D OO
O = =

Responde:

5. (Se puede hacer la composicién f o f7 ;Qué tamano tendria la matriz asociada a f o f7
(0,2 puntos).

Solucion:

No se puede hacer la composicién porque el espacio de partida y llegada de f no coinciden.
6. (Es la aplicacién f invertible? (0,3 puntos).
Solucion:

No, porque para que sea invertible tiene que ser un endomorfismo.

3 =2 2
Ejercicio 2 (2,5 puntos). 1. DeterminasilamatrizA= | 2 —1 2 | esdiagonalizable.
2 -2 3

En caso de que sea diagonalizable da la matriz diagonal y la matriz de paso que la
diagonaliza (1,75 puntos).

Solucion:
Para empezar calculamos el polinomio caracteristico de la matriz A:
3—=x —2 2
pa(z) =|A—al] = 2 —1-z 2 =3—Tr+52>— 23 = —(z—3)(x —1)?
2 -2 33—z

Calculamos el espectro de A resolviendo la ecuacién pa(z) = 0 que tiene como soluciones
a1y a3. Porlotanto o4(x) = {1,3}, m(1) =2y m(3) = 1.

Para ver si la matriz es diagonalizable s6lo debemos comprobar que dimV; = m(1) = 2
porque la igualdad dim Vi = m(3) se satisface por ser m(3) = 1.

2 =2 2
La matriz A — 113 = | 2 —2 2 | tiene, claramente, rango 1. Asi que dimV; = 3 —
2 =2 2

rg(A—1I3) =3—-1=2=m(1).

Por lo tanto hemos demostrado que la matriz A es diagonalizable. Encontremos una
matriz de paso que la diagonaliza y la matriz diagonal. Para ello es necesario encontrar
bases de los subespacios vectoriales V; y V3.

V] es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

2 -2 2 x 0
2 -2 2 y =10
2 -2 2 z 0

y los vectores (1,1,0) y (0,1, 1) satisfacen esta ecuacién y son linealmente independientes.
Asi que una base de V; es:

6V1 = {(17 170)’ (O? L, 1)}



V3 es el espacio de vectores que satisface la ecuacion:

0 -2 2 T 0
2 —4 2 y | =10
2 =20 z 0

y el vector (1,1,0) satisface esta ecuacién, por lo que una base de V3 es:

Vs = {(17 L, 1)}

1 00
Si tomamos como matriz diagonal D = | 0 1 0 | entonces una matriz de paso sera:
00 3
1 01 0o 1 -1
P=| 1 1 1 |.Lainversa de esta matrizes: P'=| -1 1 0 y se verifica
011 1 -1 1
la igualdad:
D =P AP

. Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de Taylor

e (2 3
lm [1 — cos®(x?)]sen’(z)
e—0  xlog(l+ x9)

(0,75 puntos).
Solucién:

Haremos desarrollos de Taylor del numerador y denominador de orden 7:

. senx:x—é—?—l—é—?—ﬁ—?—ko( N,
» sen’y = 22 +——2 +2€,+0( N,

= sen’s = senwsen’r = a® — L + L 4+ L 4 o(27),

. cosle—g—i—z—aqLo(x ),

= cosa® =1— 2 + ofa),

n cos?z? =1 -2 4 o(a").

s 1—cos®a? =22 + o(z").

» [1—cos’x ]Sen3$:x7+o(:v7).
slog(l+a)=a— 2 +2 2 4 @ 22l yT),
» log(1 + %) = 25 + o(z7).

» xlog(l + 25) = 27 + o(z7).

Asi que:
1 — cos2 (22 3 7 7 1+ o)
f L COS IO ) g, 2 Ole) e 1E T
z—0 xlog(1 + 2) =0 7 + o(x7) =01 4 220

SEGUNDO PARCIAL




Ejercicio 3 (Integracién miltiple. 2,5 puntos). 1. Escribe la relacién entre coordena-
das cartesianas y coordenadas cilindricas: ®(r,0,z) = ... (0,2 puntos). Solucién:

O(r,0,z) = (rcosb,rsend, z)

2. ;En qué rango maximo (abierto) varian r, 6 y z para que ® sea biyectiva? (0,4 puntos).
Solucién:
(r,0,2) € (0,400) x (0,27) x R

3. Calcula el jacobiano de ® y calcula el valor absoluto de su determinante (este determinante
lo tienes que calcular explicitamente) (0,4 puntos).

Solucion:

cos@ —rsenf 0
JO(r,0,0) = [ senf rcosf O
0 0 1

|detJ®(r, 0, ¢)| = |r(cos® § 4 sen?d)| = r

4. Calcula el volumen del sélido Q = {(x,y,2) : 16 < 2*> +¢*> <81,z < 0,0 < z < 2% + 3*}
(1,5 puntos).

Solucién:
9 p3w/2 pr? 9 p31/2 6305
V= /// ldzdydz = / / / rdzdfdr = / / r3d0dr = [r* /45T = T
Q 4 Jr/2 0 4 Jr/2 4
Ejercicio 4 (Extremos condicionados-Diferenciabilidad. 2,5 puntos). 1. Usando el

método explicado para encontrar extremos condicionados, calcula los extremos condi-
cionados de la funcién f(z,y) = x? + y* con ligadura xy = 4. Di si son méximos o
minimos condicionados (1,6 puntos).

Solucién:
Empezamos escribiendo la lagrangiana del problema L(z,y) = 2% + y? + \(zy — 4).

Imponemos las condiciones necesarias para que existan extremos condicionados:

oL
%(a:,y):2x+y>\:0:>2x:—y>\
oL
a—y(m,y):2y+x>\:0:>2y:—x>\

g(z,y) =2y —4=0

Dividiendo la primera ecuacién entre la segunda obtenemos % == 22 =y? =y = +ux.
Ahora utilizamos esta igualdad en la tercera ecuacién: 22 = 4. Ahora se ve que el signo
menos en esta ecuacion no tiene sentido por lo que x = 42 y los puntos en los que
podemos tener un extremo condicionado son:

= P =(2,2) con A = 2.
» Py=(—2,-2) con \ = —2.



Calculamos ahora el Hessiano de f:

HL(z,y) = (i ;) = HL(P,) = HL(P,) = (_22 —22>

Ahora tomamos vectores h' = (hy;,ha;) # 0 que verifiquen dg(P;)(h) = 0 y vemos si
las expresiones h'H L(P;)(h')" son positivas o negativas. Antes de calcular esos vectores
computamos la expresion h! HL(P;)(h')! por si no intervinieran los valores de los vectores
h' para determinar el signo.

thL(PZ)(hl)t = thz — th,ihgﬂ‘ + th,l = 2(hiZ + hg,z — 2h1,ih2,i) = Q(hlﬂ' — h272‘)2 > 0.

Asf que en los dos puntos, (2,2) y (—2, —2), tenemos minimos condicionados.

. En las siguientes cuestiones nos referiremos a una aplicacién g : R?°% — R. La letra a

denota un punto de R2%%,
a) Si 890100 ) > 0 ;Puede tener la funcién g un maximo relativo? ;Y un minimo? (0,3
puntos).
Solucién:

No puede tenerlos porque para que existan dichos extremos necesitamos que todas
las parciales se anulan y el enunciado dice que hay una parcial que no se anula.

b) Si 85%'2(13 (a) > 0 ;Se puede asegurar que ¢ tiene un minimo relativo? (0,3 puntos).

Solucién:

No porque, por ejemplo, no sabemos si se anulan las parciales primeras.

c¢) Sila funcién g es derivable respecto de cualquier direccién entonces § Puedes asegurar
que es continua? ;Y diferenciable? ;Y de clase C'? ;Y de clase C?? (0,3 puntos).
Solucion:
No se puede asegurar nada.

PREGUNTAS COMPLEMENTARIAS DEL SEGUNDO PARCIAL

Ejercicio 5 (Matriz jacobiana. 2,5 puntos). 1. Sean f: R? — R3y g : R® — R? defi-

nidas por:
f(z,y) = (z + ze¥, 2 + y, y’senz) g(z,y,2) = (x+ Y%,y — x2).
Se pide:
a) Jf(z,y) (0,4 puntos).
Solucién:

1+ e¥ xe¥

Jf(z,y) = 1 1
y?cosx 2ysenx



b)

Jg(z,y) (0,4 puntos).

Solucion:

e

14 e#yz e™zx e™Yry
—z 1 —x

..Se puede hacer la composicién go f? En caso afirmativo da la matriz J(go f)(0,0)
(0,3 puntos).

Solucion:

Si se puede hacer la composicién porque f se aplica sobre R? y g parte de R?.

Jg 0 £(0,0) = Jg(f(0,0))J £(0,0) = Jg(0,0,0).Jf(0,0)
2 0

100 2 0

:(0 1 0) (1)(1) :(1 1)

Usando la formula del jacobiano de una composicién de aplicaciones se pide calcular
Jfog(0,0,0) (0,4 puntos).

Solucion:

Jfog(0,0,0) = Jf(g(0,0,0))Jg(0,0,0) = Jf(1,0).Jg(0,0,0)
21\ /1 0 0 210

={1 1) (y | o)==l 10

0 0 00 0

A la vista de los resultados de antes se piden los valores de %(O, 0)y %jg(o, 0,0)
(0,4 puntos).

Solucion:

Segun la teoria estas parciales aparecen en las columnas de la matrices calculadas
en los dos apartados anteriores. En concreto:

dgo f
oz

dfog B
5 (0,0,0) = (1,1,0).

(07 0) = (27 1)7

2. Si h: R?296 — R2096 o5 yna aplicacién de clase C2, responde a las siguientes cuestiones
para un a € R?%% (0.2 puntos por apartado).

a)

Si det Jh(a) # 0 sabemos que la aplicacién h es localmente invertible de manera
tinica. Llamemos h™! a la inversa local de h jQuién es Jh™'(h(a))?

Solucion:

Jh~!(h(a)) = (Jh(a))™!

¢ Coinciden el tamano de la matriz Hessiana Hh(a) y el de la matriz jacobiana Jh(a)?

Solucion:

En este caso si. El tamano de ambas es 2006 x 2006.

. Puedes asegurar que alguna de las dos matrices anteriores es simétrica?

Solucion:

Si, la matriz hessiana es simétrica por ser la aplicacién de clase C%. En cuanto a la
matriz jacobiana, aunque sea cuadrada, no podemos asegurar que sea simétrica.



Ejercicio 6 (Topologia-Continuidad. 2,5 puntos). 1. Da una razén que justifique que
la aplicacién f : R? — R, definida por f(z,y) = sen(y+x), no es una norma (0,5 puntos).

Solucién:
La aplicacién no es una norma porque f(0,7) =0y (0,7) # (0,0).
2. ;Existe algin subconjunto de R? que sea a la vez abierto y cerrado? Pon un ejemplo en
caso de responder afirmativamente. (0,25 puntos).
Solucién:
Si, por ejemplo todo R? o el conjunto vacio.
3. Pon un ejemplo de un conjunto no compacto en R? y justifica por qué no es compacto
(0,25 puntos).
Solucion:

{(x,y) € R*: 2% + y*> > 5} no es compacto porque no estd acotado.

4. Estudia el limite lim, (0,0 % +5 (1,5 puntos).

Solucion:

Estudiamos el limite utilizando coordenadas polares:

316 cos? fsend
HH(]) ! 5 I +5= lirré 3r3 cos® fsend + 5 =5

Ahora, si f(x,y) = %, intentamos acotar |f(r cos#,rsenf) — 0| con una funcién

F(r) que tienda a 0 cuando r tiende a 0:

|f(rcos®,rsenf) — 5| = |3r° cos® fsen’d)| < 3r® = F(r)

Como F(r) — 0 cuando 7 — 0 entonces 1im,4)—(0,0) % =0.
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Ejercicio 1 (Cuestiones, 2.5 puntos).

si S es linealmente dependiente o independiente.

Solucion:

(1.1). Considera el conjunto de vectores S = {(1,2,1),(2,1,2)} C Z3. Justifica, usando la definicién,

Para ver si son linealmente independientes nos planteamos la ecuacion vectorial:

a(l,2,1)+ 5(2,1,2) = (0,0,0),

en la que tanto o como [ son escalares de Z3. Si existe alguna solucién diferente de . = =0
entonces el conjunto S es linealmente dependiente. Es facil ver que o = 1 = 3 es solucién, asi que

S es linealmente dependiente.




(1.2).

(1.3).

(1.4).

(1.5).

(1.6).

Sea f: R™ — R™ una aplicaciéon lineal con n y m nimeros naturales. Demuestra que si v,w €
Ker f entonces v + w € Ker f.

Solucidn:

f(v) = f(w) = 0 por ser v y w vectores del nicleo, asi que f(v+w) = f(v)+ f(w)=0+0=0
y por lo tanto v + w € Ker f.

Dadas matrices A, B € May2(R), demuestra o pon un contraejemplo a la igualdad (A + B)? =
A%+ 2AB + B2

Solucion:

La igualdad es falsa, basta con tomar A = ((1) 8) y B = <8 1) Entonces:

(A+B)2_<(1) 1)2_((1] f)¢A2+BZ+2AB_<é 8>+(8 1>+<8 (2))—<(1) ?)

Sea ¢ : R1989 — R2007 yna aplicacién lineal y sean 1, B2, 83, B4 bases de R v 5. 56, 57, Bs
bases de R?%°7, Se pide que completes los cuadrados vacios de las siguientes férmulas con matrices
apropiadas:

a) Mﬁlm(g) = Mp,0Mpg, (g)Mﬁﬂj;

b) Mp, s (9) = MonoMg, (9)Mon.

Solucion:

Mg, s (g) = M8, Mp, g (g)Mﬁ1ﬁ1

Mg, p; (9) = M, M, g (Q)Mﬁ153

De una matriz A sabemos que tiene como polinomio caracteristico a p(x) = (22 + 25). Calcula
o4 y justifica si la matriz A es diagonalizable o no lo es.

Solucién:

Como o4 = {5i,—5i} la matriz tiene valores propios complejos y por lo tanto no es diagonaliza-
ble.

De una matriz A € M,,x.m(IR) sabemos que tiene como polinomio caracterfstico a p(r) = (z2+25).
Da los valores de n y de m.

Solucién:

El tamano de la matriz sera 2 x 2, es decir, n = m = 2.

Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 3 puntos).

Sea f : R? — R3 una aplicacién lineal de la que sabemos que M 333 (f) =

y que f(0,0,1) =

S~
S O =
o o2

(—=2,—1,0). Se pide:

(2.1).

(2.2).

Encuentra los valores de a, de b y de c.

Solucidén:

Como f(0,0,1) es el vector que estd en la tercera columna de la matriz dada, se ve que a =
—2b=-1,c=0.

Calcula la expresién analitica de f, es decir, calcula f(z,y, 2).

Solucién:
f($,y, Z) = [Mﬁg’ﬁg’(f)(‘r7yvz)t]t = (JI +y—- 2271; - 270)'



(2.3). Calcula una base, la dimensién y las ecuaciones respecto a la base candnica de Ker f.
Solucién:

Un vector (z,y,z) € Ker f siy sblo si f(z,y,z) = 0, es decir, (z,y, z) satisface las ecuaciones
r+y—2z=1x—2z =0, que claramente son linealmente independientes. Asi que dim Ker f =
3 —2 =1y una base de Ker f es fker f = {(1,1,1)}.

(2.4). Demuestra que 8 = {v; = (1,1,1),v9 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} es una base de R? y calcula

Mis(f).-

Solucidén:
1 11

[ es una base yaque | 0 1 1 | = 1. Para obtener la matriz solicitada usamos la relacién:
0 01

Mpp(f) = Mggs Mgz (f)Mp3g.

Es facil calcular

1 00
Mgg=(1 1 0
1
y ahora
1 0 0
-1
Mpggs = Mgl = | =1 1 0
o -1 1
Finalmente
My (f) = Mggs Mgs s (f) Mg s
1 0 0 1 1 -2 1 00 0o -1 -2
=|-1 1 0)J|1 0 -1 11 0)]=10 0 1
0 -1 1 0 0 O 1 1 1 0 1 1

(2.5). Calcula una base, la dimensién y las ecuaciones respecto a la base 5 de Ker f.
Solucién:

Un vector (z,y,2)3 € Ker fsiysolosi f((x,y,2)3) = [Mpa(f)(z,y,2)"]' = (—y—2z,2z,y+2)s =
0, asi que las ecuaciones del ntcleo en la base § son —y — 2z = z = y + 2z = 0. Como sblo se
necesitaban dos linealmente independientes, nos quedamos con z = y 4+ z = 0, que se pueden
simplificar y queda z = y = 0. Ya sabfamos que dimKer f =1y ahora 3}, F= {(1,0,0)3}.

(2.6). Calcula el vector f((x,y,z2)g) expresando sus coordenadas en la base canénica. Solucién:

f((ﬂf,y,z)ﬁ) = [Mﬁﬁ(f)(xvyvz)t]t = (*y - 2Z327y + Z)ﬁ
= (_y - 22)(1’ L, 1) + Z(Ov 1, 1) + (y + Z)(O’O’ 1) = (_y -2z, -y — Z,O).

Ejercicio 3 (Diagonalizacién, 2 puntos). De una matriz C' € Myx4(R) sabemos que su espectro
es oc = {1,2} y que las multiplicidades de esos valores son m(2) = m(1) = 2. El espacio invariante
Vi tiene como base a [y, = {(1,1,1,1),(0,1,1,1)} y el espacio invariante V5 tiene como base a
By, = {(0,0,1,1),(0,0,0,1)}. Se pide:

(8.1). Justificar por qué C' es diagonalizable.

Solucion:

C' es diagonalizable porque todos los valores propios son reales y ademas m(2) = dimV, =2y
m(l) =dimV; = 2.



(3.2). Encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que P~'CP = D.

Solucién:
2 0 00 00 10
02 00 00 11
D_()OlO’P_IOll
00 0 1 11 11
(3.3). Calcular el vector C(1,1,1,1)".
Solucién:
Obsérvese que (1,1,1,1) € V; = {2 € R* : Cx = 1z}, asf que C(1,1,1,1)! = 1(1,1,1,1)! =
(L,1,1,1)f

(3.4). Calcular el vector C'(0,0,1,1)%

Solucién:

Como (0,0,1,1) € Vo = {x € R* : Cx = 2z}, entonces C(0,0,1,1)! =2(0,0,1,1)! = (0,0,2,2)".
(3.5). Dar el valor de |C].

Solucion:
C| = [PDP~!| = |P||D||P~| = |P||D|3; = |D| = 4.

Ejercicio 4 (Desarrollos de Taylor, 2.5 puntos). Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos
de Taylor
log(1 + x?)sen(2z*)
im
a—0 3 log(1 + 3x3)

Solucién:
Haremos desarrollos de Taylor del numerador y denominador de orden 6:

. senm:aj—%?—i-%?—l-o(xﬁ),
= sen(2x?) = 22* + o(29),

3 4 5

. 10g(1+a¢):.%'—%—F%—%"FL—%-FO(Q}G).

=]

x4 CCG
» log(1+2?) = 2% — & + & + o(af).
s log(1 + z?)sen(22%) = 225 + o(z9).
= log(1 + 323) = 323 — % + o(x9).
» 23 log(1 + 323) = 320 + o(29).

Asi que:

log(1 + $2)Sen(2x4) 216 + O(xﬁ) 94 o(xﬁﬁ)

1’ = { —_— { 71. =
=0 adlog(l+32%)  «—0320 +o(zf) w03 4 o(z")

Wl N
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Ejercicio 5 (Cuestiones, 2 puntos).

(5.1).

(5.2).

(5.3).

(5.4).

Considera el conjunto de vectores S = {(1,2,1),(2,1,2)} C Z3. Justifica, usando la definicién,

si S es linealmente dependiente o independiente.

Dadas matrices A, B € Max2(R), demuestra o pon un contraejemplo a la igualdad |A + B| =

Al +[B| — |A]|BI.

Sea ¢ : R1989 — R2007 ynga aplicacién lineal y sean (1, Bo, B3, B4 bases de R v 5. Bs, 57, Os
bases de R?%07. Se pide que completes los cuadrados vacios de la siguiente férmula con matrices:

Mg, ,(9) = MooMpg, s, (9) Moo

Justifica si el conjunto K = {(z,y) € R? : y — 2 = 0} es compacto o no lo es.



(5.5). Si la funcién g : R?> — R es diferenciable ;Puedes asegurar que es continua? ;Y que admite
derivadas direccionales en cualquier direccién? ;Y que es de clase C1? ;Y de clase C*? (para
q L1 g 1A p
puntuar este apartado se exige que todas las respuestas sean correctas).

Ejercicio 6 (Aplicaciones lineales, 2 puntos). Sea f : R? — R? una aplicacién lineal de la que

1 1 a
sabemos que Mgsgs(f) = (1 0 b ] yque f(0,0,1) = (-2,—1,0). Se pide:
0 0 ¢

(6.1). Encuentra los valores de a, de by de c.

(6.2). Calcula la expresion analitica de f, es decir, calcula f(x,y, 2).

(6.3). Dada la base 8 = {v; = (1,1,1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} de R3, se pide Mga(f).
(6.4). Calcula una base, la dimensién y las ecuaciones respecto a la base 3 de Ker f.

(6.5). Calcula el vector f((x,y,2)g) expresando sus coordenadas en la base (3.

Ejercicio 7 (Integracién multiple, 2 puntos). Calcula el volumen del sélido Q = {(z,y, 2) : 25 <
22 +y? <36, <0,y <0,0 <2< 2(22+y%)}

Ejercicio 8 (Desarrollos de Taylor, 2 puntos). Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos
de Taylor

lm log(1 + 22)sen(22%)

a—0  x3log(1 + 323)

Ejercicio 9 (Extremos condicionados, 2 puntos). Usando el método explicado para encontrar
extremos condicionados, calcula los extremos condicionados de la funcién f(z,y) = 2(z? + 3?) con
ligadura y = 422. Di si son méximos o minimos condicionados.
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Ejercicio 1 (Cuestiones, 1.5 puntos).

(1.1). Considera el conjunto de vectores S = {(1,2,3),(3,1,4)} C Z3. Justifica, usando la definicién,
si S es linealmente dependiente o independiente.
Solucién:
El conjunto es linealmente dependiente porque (1,2,3) +3(3,1,4) =0y 1 # 0.

(1.2). Sea f : R™ — R™ una aplicacién lineal con n y m niimeros naturales. Demuestra que si v € Ker f
y a € R entonces av € Ker f.
Solucién:

flav) =af(v) = a0 =0, asi que av € Ker f.



(1.3). Pon la férmula del binomio de Newton, es decir, (a +b)" =.......

Solucion:
(a+b)" =377, (?) alb" .

(1.4). Sea g : R — R2007 yna aplicacién lineal y sean (1, 32, 33, 41 bases de R y 35, 86, 57, Bs
bases de R?%07, Se pide que completes los cuadrados vacios de las siguientes férmulas con matrices
apropiadas:

a) Mp,p,(9) = Mg, Moo (9) Mp,o;
b) Mg, gy (9) = MooMag, g, (9)Moo.

Solucion:

a) Mg, p,(9) = Mp, 5, Mpyp,(9) Mp,p,
b) Mﬁzﬁs (g) = MﬁsﬁsMﬂ1ﬁ5 (g)Mﬁ1ﬂ2'

(1.5). De una matriz A sabemos que tiene como polinomio caracteristico a p(z) = (22 +25)(x —5)%(z +
5). Calcula o4 y justifica si la matriz A es diagonalizable o no lo es.

Solucién:
o4 = {5, —b, 51, —5i}. Asi que la matriz A no es diagonalizable porque su polinomio caracteristico
tiene raices complejas.
(1.6). ;Cuél es el tamano de la matriz del apartado anterior?
Solucién:

El tamano es 5 x 5 porque le grado del polinomio caracteristico es 5.

Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 3 puntos). Sea f : R? — R? una aplicacién lineal de la que

1 1 =2
sabemos que Mgsgs(f) =1 0 a | yque(1,1,1) € Ker f. Se pide:
0 0 b

(2.1). Calcula la expresién analitica de f, es decir, calcular f(z,y, 2).

Solucién:
11 -2 1 1 -2
flay,2)=(1 0 a |(zy2) ' =[1 0 a|(xy2)]=(@+y-2z2+azbz)
0 0 b 00 b
(2.2). Encuentra los valores a y de b.
Solucién:
Utilizaremos que (1,1,1) € Ker f:
1 1 -2 1 0
f,L)=11 0 a 1|=[1+a] =0,
0 0 b 1 b

asi que a = —1,b = 0.

(2.3). Encuentra la dimensién, una base y las ecuaciones respecto a la base canénica del subespacio
Ker f.
Solucién:

Un vector (z,y,z) € Ker f siy sélo si f(x,y,2) = 0, es decir, (x,y, z) satisface las ecuaciones
x4y —2z=2x— 2z =0, que claramente son linealmente independientes. Asi que dim Ker f =
3 —2 =1y una base de Ker f es fxer f = {(1,1,1)}.



2.4). Demuestra que f = {v; = (1,1,1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} es una base de R? y calcula
( y

Mps(f)-

Solucién:
111

[ es una base ya que | 0 1 1 | = 1. Para obtener la matriz solicitada usamos la relacién:
0 0 1

Mpp(f) = Mggs Mgsps (f) Mpg3g.

Es facil calcular

1 00
Mﬂgﬁ: 1 10
1 11
y ahora
1 0 0
-1
0 -1 1
Finalmente
Mip(f) = Mpgs Mgs g3 (f) M3
1 0 0 1 1 -2 1 00 0 -1 -2
=]-1 1 0 1 0 -1 1 1 0)]=10 0O 1
0o -1 1 0 0 O 1 11 0 1 1

(2.5). Encuentra la dimensién, una base y las ecuaciones respecto a la base 3 del subespacio Ker f.

Solucion:

Un vector (z,y,2)3 € Ker fsiysolosi f((x,y,2)3) = [Mpa(f)(z,y,2)"]' = (—y—2z,2z,y+2)s =

0, asi que las ecuaciones del ntcleo en la base § son —y — 2z = z = y 4+ 2z = 0. Como sblo se

necesitaban dos linealmente independientes, nos quedamos con z = y 4+ z = 0, que se pueden

simplificar y queda z = y = 0. Ya sabfamos que dimKer f =1y ahora 3}, ;= {(1,0,0)5}.
(2.6). Calcula f((z,y, z)g), expresando sus coordenadas en la base 3.

Solucion:

f((xv Y, Z)ﬁ) = [Mﬁﬂ(f)(xv Y, Z)t]t = (_y —2z,2,y+ Z)ﬁ

Ejercicio 3 (Diagonalizacién, 2 puntos). De una matriz C' € Myx4(R) sabemos que su espectro
es oc = {m, e} y que las multiplicidades de esos valores son m(mw) = m(e) = 2. El espacio invariante
Vr tiene como base a fy, = {(m,m, 7, m), (0,7, 7, 7)} y el espacio invariante V, tiene como base a
By, = {(0,0,e,¢),(0,0,0,¢e)}. Se pide:
(3.1). Justificar por qué C' es diagonalizable.
Solucién:
C' es diagonalizable porque todos los valores propios son reales y ademds m(n) = dimV; =2y
m(e) = dimV, = 2.
(3.2). Encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que P~'CP = D.

Solucion:

O O O3
O O 3 O
O 00 OO
o O OO
3 03 3 3
33 3 o
00 OO
o O O O



(3.3). Calcular el vector C(m,w,w,7)".
Solucién:

Como (m,7,m,7) € Vo = {z € R* : Cx = 7z}, entonces O(m,m,7,7) = w(m,7,7,7) =

(2,72, w2, w2)t,

(3.4). Calcular el vector C(0,0,e,e).
Solucién:

Como (0,0,e,¢e) € V, = {x € R*: Cx = ex}, entonces C(0,0,¢,¢e)! = e(0,0,¢,¢e)t = (0,0,€?, ?)L.

(3.5). Dar el valor de |C].
Solucién:
C| = [PDP~!| = |P||D||P~!| = |P|| D = | D| = m2€?.

Ejercicio 4 (Célculo de limites, 2.5 puntos). Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de
Taylor
(e — 1)sen(2x5)
lim
z—0 I log(1 + 3l’3)

Solucién:
Haremos desarrollos de Taylor del numerador y denominador de orden 8:

P I g
» sen(229) = 225 + o(2®),

e SR R A e ()
e =14+ L+ LD o(ad)

S Nt

= (e®" — 1)sen(22%) = 228 + o(a®)

3 4 5 7 8

. log(1+x):x—§+%—%+%—%+%—%+o(x8).

=]

» log(1+323) = 323 — % + o(z®).

Q

» 20 log(1 + 323) = 32% 4 o(29).

Asi que:

(e —1)sen(228) | 218 +o0(z%) . 2+ ol

I = = —
e R log(1 + 3x3) 20 328 + o(x®) 220 34 o) 3
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Nombre y apellidos:
DNI:
Fila:
Columna:
E-mail:
Teléfono:
Pregunta 1 3 4 5 Total
Puntuacién
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E
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€ 5703]03]03]03]0.3 1.5
"I'6]03]03]06]03 1.5
“I7To2]02]02]02(02]1 2
L 8 2.5
915 0505 2.5
(0]

Ejercicio 5 (Cuestiones, 1.5 puntos).

(5.1).

(5.2).

(5.3).
(5.4).

Considera el conjunto de vectores S = {(1,2,3),(3,1,4)} C Z3. Justifica, usando la definicién,

si S es linealmente dependiente o independiente.

Sea f : R®™ — R™ una aplicacién lineal con n y m nimeros naturales. Demuestra que si v € Ker f

vy « € R entonces av € Ker f.

Pon la férmula del binomio de Newton, es decir, (a +b)" =.......

Sea g : R1989 — R2007 yna aplicacién lineal y sean 1, 32, 33, 34 bases de R v 35, B¢, 57, Bs
bases de R?%07 Se pide que completes los cuadrados vacios de las siguientes férmulas con matrices

apropiadas:

a) Mpg,p,(9) = Mogs Mon(9) Mpso;




b) Mpg,p(9) = MooMp, g5 (9) Moo

(5.5). De una matriz A sabemos que tiene como polinomio caracteristico a p(x) = (22 +25)(z —5)?(x +
5). Calcula o4 y justifica si la matriz A es diagonalizable o no lo es.

Ejercicio 6 (1,5 puntos). Sea f : R* — R3 una aplicacién lineal de la que sabemos que M, 33 52,( =
11 -2
1 0 a | yaque(l,1,1) € Ker f. Se pide:
0 0 b

(6.1). Calcula la expresion analitica de f, es decir, calcular f(z,y, 2).
(6.2). Encuentra los valores a y de b.

6.3). Demuestra que 3 = {v; = (1,1,1),v3 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} es una base de R3 y calcula
(
Mpga(f).-

(6.4). Calcula f((x,y,2)g).

Ejercicio 7 (2 puntos). De una matriz C € Myx4(R) sabemos que su espectro es o = {m,¢e}
y que las multiplicidades de esos valores son m(w) = m(e) = 2. El espacio invariante V; tiene
como base a [y, = {(m,m, 7, m),(0,7,m,7)} y el espacio invariante V. tiene como base a fy, =
{(0,0,e,€),(0,0,0,e)}. Se pide:

(7.1). Justificar por qué C' es diagonalizable.

(7.2). Encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que P~'CP = D.
(7.3). Calcular el vector C(m,w,w,7)".

(7.4). Calcular el vector C(0,0,e,e).

(7.5). Dar el valor de |C].

(7.6). Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de Taylor

x2 6
lm (e 1)sen(2z°)
a—0 x°log(l + 3x3)

Ejercicio 8 (2,5 puntos). Sea f : [a,b] C R — R una funcién acotada. Define razonadamente el
concepto de integral de Riemann justificando las definiciones y resultados auxiliares que se necesiten.
(1,5 puntos)

Como aplicacion calcula la siguiente integral definida:

/ 2 -2
23 (22 +1)
Ejercicio 9 (2,5 puntos). Para f : R> — R, definida por

z2ycos(L) sixz #0,
fay) = {o et si:ciO.
Se pide:

(9.1) Estudiar la diferenciabilidad en (0,a) con a € R.
(9.2) Estudiar si se verifica la igualdad

I oy =2
Oxdy HY = OyOx oY

(9.3) (Es %(x,y) continua para todo (z,y) € R??



EUITC — Fundamentos Matematicos
Examen parcial del segundo cuatrimestre
5 de junio de 2007, 16h30mn-19h30mn

Nombre y apellidos:

DNI:

Fila:

Columna:

E-mail:

Teléfono:

Ejercicios elegidos:

Calificacion:

Firma del alumno:

| OBSERVACIONES

Tienes que entregar la hoja de examen.

Cada vez que empieces un ejercicio hazlo en un
folio nuevo y pon en él tu nombre y apellidos.
En el folio del examen debes poner ademaés tu
D.N.L.

No entregues folios escritos a lapiz.

Pon la fila y columna de la clase en la que te
has sentado segun las indicaciones que te den.

Los célculos que conducen a las soluciones del

problema son tan importantes como las solucio-
nes, no los ocultes.

El resultado final de cada uno de los aparta-
dos debe estar dentro de un recuadro facil de
identificar, en el que debéis poner el nimero del
apartado.

Las notas se publicardn en el tablén de anun-
cios del Departamento de Matemdtica Aplicada
y Estadistica (Campus Alfonso XIII).

Parte I: elige ejercicios por valor de 5 puntos. I

Ejercicio 1 (1 punto). Plantea la descomposicién en fracciones simples (sin necesidad de calcular las
constantes) de %, donde: p(z) = 2%+ 22 + 7y q(z) = (2® + 2+ 1)3(z — 4)*(2® + 22 + 1)2.

Solucion.

p(x) Az + B Cx+D Ex + F G H
q(x):x2+x+1 (22 4+ 2 +1)2 (m2+x+1)3+x—4+(m—4)2
I J K L
P R T s PR PRy N R PR O

Ejercicio 2 (1 punto). Plantea la descomposicién en fracciones simples (sin necesidad de calcular las

constantes) de %, donde: p(x) = 2° + 22+ Ty q(z) = (2* + 2 + 1)%(x — 5)%(2? + 4)3.



Solucion.

p(x) Az + B Cx+D E F Gr+H Iz+J Kx+ L

q(x) _$2+$+1+(.%'2—|—$+1)2+£L'—5+(33—5)2+ 2?2 +4 +(x2—|—4)2+(x2+4)3

Ejercicio 3 (1 punto). Calcula la primitiva [ mdufc

[ororsto= [ it /
22+2x+5 " ) (z+1)2+4 4I21)2+1

1 1 1 T+
= 4/(I_2~_1)2_'_1dx _24arctan(

Solucion.

,_.n_;

= farctan z+1
N 2

Ejercicio 4 (1 punto). Expresa en coordenadas esféricas el conjunto

+ | o

Q={(z,y,2):2<2*+y*+22<3,2<0,y <0}

Solucion.

Qe:{("?@aﬂﬁ)i\/§<?"<\/§,g<¢<7r,7r<0<27r}

Ejercicio 5 (2 puntos). Calcula la integral [[[, %dmdydm donde

Q={(z,y,2): 1 <a® +y* + 22 < 4,2 >0}

1 1 2
=Ty R —
27 z
/ / / 2log(r)sen pdfdpdr = 277/ /2 2log(r)sen pdodr

= 477/ log(r)[—cos ¢ dr = / log(r)dr = 4n[rlogr — 73
1 1
=4m(2log2 —2—1logl+ 1) =4m(2log2 — 1)

Solucion.

w\=|

Ejercicio 6 (3 puntos). Calcula 1/2 f v :Uy\/xQ + y2dzdy.

Solucién.
Para entender correctamente este ejercicio conviene estudiar la figura [1. En ella hemos marcado los

angulos /6 y 57 /6 porque son los arco senos (entre 0 y 27) de % Para describir el conjunto de integracién
(sombreado) distinguiremos tres zonas:

1. Sifd € (0,%) entonces r € (0,1).

2. 5if e (g, ?ﬁ) entonces r varia entre 0 y la longitud rp marcada en la figura, que verifica senf = ﬁ,

es decir, rg = QSelTe'

3. Si 6 € (32, 7) entonces r € (0,1).



Figura 1: Regién del ejercicio |6

Asi que el recinto de integracién en coordenadas polares es:

T s 5% 1
p=1{(r,0):0< <6,0<’I“< FUA{(r,0) 6< < 6’0<T<25enc9}

)
U{(T,9)2%<9<ﬂ',0<7‘<1}

Finalmente:

1/2  py/1—y2
/ / xy\/ 22 + yidady = // r*sen Hcos Odrdf
0 —/1—y2 Qp

1 % 1 T 5% FInQ
= / / rtsen Ocos Odrdb + / / r*sen Ocos Odrdf + / / r*sen Ocos Odrdf
0o Jo 0 JIF s 70

s 51
11 [—cos(20)]6 11 [—cos(20)]" 6 1
= |— - | —= _ Ocos 0d0
52 [ 2 L 55 [ 2 57+ﬁ B hsen s
—COS%’T—FCOSO_i_—c0s27r—|—cosloT7T 1 -1 1 %
N 20 20 160 3 |sen36 |«
1 [8—8]=0
~ 160 3 N

Ejercicio 7 (3 puntos). Calcula la integral [, szigzdedy, donde

miramos en el dibujo cosf = %’ asi que rg =

1
Q:{(m,y):§<m<1,y>0,x2+y2<1}

Solucion.

Describimos el conjunto €2 en coordenadas polares, observa que el angulo 6 varia entre 0 y el angulo que

forma la linea discontinua con el eje de abscisas. Claramente ese angulo tine coseno igual a %, asi que la
variacién de 6 es 0 < 0 < arc cos

1_z
2= 3

Ahora para un angulo fijo 6, que esté en el rango anterior tenemos que r varfa entre un valor 7o y 1. Si
1

_1
Iz 2cos 6



-
=

A £
Wels b =
_n—--""""'.'I

Figura 2: Regién del ejercicio [T

T 1
Qp:{(r79)0<0<§,m<r<l}

rcos 6 3 1 3 1

g fr 1 — e —_ =
// g — 5 dzdy = //Qp 2 rdrdf = /0 cos 6 < 20050) do /0 cos 6 2d«9
[ 9] VAT

6 — = i
sen 5

|

T
.26
Ejercicio 8 (3 puntos). Las superficies 22 4+ y? 4+ 22 = 9 y z = /22 + y2 limitan dos sélidos, calcula el

que tiene inicamente puntos (z,y, z) con z > 0.
Indicacion: haz un cambio a coordenadas cilindricas.

Solucién. La interseccién de ambas superficies es el circulo z? + 3% = %. El sélido que limitan (en

coordenadas cilindricas) es:

Qe ={(r,0,2) : 0<T<\/; 70<0<27‘&'T<Z<\/ —r2}

Asi que:

/ / / 1rdrdfdz = / / 7 / e rdzdfdr
/ /% 9 — 272 d@dr—w/32( 9 — 2r2)dr
[l
187
\/5

~rfor- 2] =n[ -2 5] -

Ejercicio 9 (4 puntos). Calcula la primitiva [ mda:



Ejercicio 10 (5 puntos). Calcula el volumen del sélido encerrado por la esfera 22 4 y2 + 22 = 16 y por el
cilindro 2 + (y — 2)% = 4.
Indicacion: el resultado no es %7#13.

Parte II: elige ejercicios por valor de un punto. I

Ejercicio 11 (0.25 puntos). Da un ejemplo de un conjunto de R? que sea abierto y cerrado

Solucién. El propio R2.

Ejercicio 12 (0.5 puntos). ;Existe algiin conjunto abierto y compacto en R2? ;Por qué/Cuél y por qué?
Solucién. El conjunto vacio es abierto, cerrado y esta acotado, luego es compacto.

Ejercicio 13 (0.5 puntos). ;Es la aplicacién f : R> — R definida por f(z,y) = 22 + 3? una norma?
Solucién. No porque f(2(x,y)) = 42% + 4y? # 2f(z,y) = 222 + 21>

Ejercicio 14 (0.25 puntos). ;Es la aplicacién f : R?2 — R definida por f(x,%) = sen (22 +?) una norma?
Solucién. No porque toma valores negativos. En efecto f(0,1/37/2) = sen (3F) = —1

Ejercicio 15 (1 punto). Calcula y justifica, si existe, el limite

oty
11m —_—.
(z,y)—(0,0) 22 + 32

Solucién. El limite existe y vale 0. Lo calculamos usando coordenadas polares:

3cosf + r3sen O
lim rmeost 4 rsen = lim rcos 8 + rsen 6 = 0.

r—0 r2 r—0

|rcos @ + rsen @ — 0| = |r||cosf + sen 6| < |r|(|cos @] + |senf|) < r = F(r).

Ademas lim,_,o F/(r) = 0.

x3+3

Asi que lim g 4).(0,0) ﬁ =0.

Parte III: elige ejercicios por valor de cuatro puntos. I

Ejercicio 16 (0,5 puntos). Sea f : R?%7 — R2098 ynga aplicacién de clase C? y a un punto de R2097 ;Es
J f(a) una matriz simétrica? ;Qué tamano tiene?

Solucién. Jf(a) no es simétrica puesto que no es cuadrada, tiene tamano 2007 x 2008.

Ejercicio 17 (0,5 puntos). Sea f : R?7 — R una aplicacién de clase C? y a un punto de R?%7 ;Es
H f(a) una matriz simétrica? ;Qué tamano tiene?

Solucién. Al ser de clase C? es simétrica por no intervenir el orden de derivacién en las parciales de
orden 2. El tamano de H f(a) es 2007 x 2007.

Ejercicio 18 (1 punto). Calcula el plano tangente a la superficie z = zysen (x 4+ y) en el punto (0, 27, 0).



Solucién. La ecuacién del plano tangente en un punto (g, 3o, 20) es:

5] 0
z—2)= é(xﬂvyO)(x —x9) + é(x07y0)(y —Y0)-

0z

8756($7 y) = ysen (z +y) + xycos (z + y)
0z
@(x7 y) = wsen (z +y) + wycos (z + y)
0z
8—56(07 27) = 2msen (2m) = 0
0
ai(o, 27) = 0
Yy
Asi que el plano tangente es .
Ejercicio 19 (1 punto). Calcula las derivadas parciales %ﬁ”, %, a%;y? si

u:w—y+x2—|—2xy+y2+3x3—x2y—y3+2x4—12x2y2—|—3y4.

Solucion.

0
a—u:—1+2x+2y—:c2—3y2—24x2y+12y3
Yy
82
a—?zQ—Gy—24a:2+36y2
Yy

Pu
— = —6+72
oy? Ty

*u

oyt

Bu

U8
0y20x .

4
O _,
Oy?0x

Ejercicio 20 (1 punto). Sea f : R — R una funcién. Responde justificadamente a las cuestiones:

1. ;Como mucho, cuantas derivadas parciales de f de orden dos diferentes existen si f es de clase C??
(0.75 puntos)

2. ;Cuéntas derivadas parciales de f de orden dos existen? (0.25 puntos)
Ejercicio 21 (2 puntos). Sea f : R — R una funcién. Responde justificadamente a las cuestiones:

1. ;Como mucho, cudntas derivadas parciales de f de orden tres diferentes existen si f es de clase C3?
(0.75 puntos)

2. ;Cuéntas derivadas parciales de f de orden tres existen? (0.75 puntos)

Ejercicio 22 (2 puntos). Calcula los extremos relativos, si existen, de la funcién f(z,y) = (22 +2+1)(y>+
1).



Solucién. Imponemos las condiciones necesarias para la existencia de extremos:

() =z + )P+ 1) =0

af 9
ay(x,y) (x+2x+1)2y=0

La tnica solucién de este sistema es P = (—%, 0). Estudiamos el hessiano en dicho punto.

82
) =27+ 1)
82
a;ggy(x’y) = (2x +1)2y
92 f

(2241 (2z+1)2
Hf(x,y) = ((gxy_}_ )2y (2 4z + 1y)2>

Estudiamos el hessiano en el punto P:

1
Pl = (_570)

i =(; 9)

Asi que la sucesion asociada a este punto es:

[V

1,2,3

y en consecuencia el punto P es un minimo condicionado de la funcién f.
Ejercicio 23 (2 puntos). Calcula la matriz jacobiana JF(2,0), donde F = go f, f(z,y) = (2% +v2, 2zy,y)
y 9(,y,2) = (xyz, €*(z + 2),log(z + 1)).

Indicacion: utiliza la formula del jacobiano de una composicion de funciones

Ejercicio 24 (2 puntos). Calcula (utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange) los extremos
condicionados de la funcién f : (0, +00)? — R, f(x,y) = 22 + 32, sujeta a las condiciones z +y = 1.

Solucidén. La lagrangiana asociada a este problema es:

L(x,y)::r2+y2+)\(:v+y—1)

Imponemos las condiciones para la bisqueda de puntos candidatos a extremos:

a

é(m,y):zc—i—)\:o —2r =\ v
a@y)=2y+A=0 »= 2y=2A = Tty— }
r+y=1 r+y=1

1

Asi que los candidatos a extremos son P = (%, %) .
Calculamos la matriz hessiana:



52 (@Y) =2
O%L
Tyg(xay) 2
0L
20y (z,y) =0

Ahora evaluamos

(hy, h)HL(P;)(hy, ho)t = (h1, ha)(2h1, 2ha)t = 2(h3 + h3) > 0,
asi que P es un minimo condicionado.

Ejercicio 25 (3 puntos). Calcula (utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange) los extremos
condicionados de la funcién f : (0, +00)? — R, f(x,y) = 22 + 32, sujeta a las condiciones % + i =1.

Solucién. La lagrangiana asociada a este problema es:

Imponemos las condiciones para la bisqueda de puntos candidatos a extremos:

oL _ 1y _

g—f(fc,y)—Qx—zl—Q)\—O 223 = \ P sy
6—y(az,y):2y—y—2)\20 = 2y =\ = 22y =1 }
2 +y? =1 2> +y7 =1

2 — 41
= 2 —1:>x—:i:\/§}

Sl

Asi que los candidatos a extremos son P; = <%, i) y Py = <—%, —%) Para ambos puntos A =

Calculamos la matriz hessiana:

0%L 2

0’L 2

76y2(x’y)_2+ﬁ)\:2+4:6
0L
(%ay(w,y) 0

Ahora evaluamos

(hy, he)HL(P;)(hy, ho)t = (h1, ha)(6hy, 6ha)t = 6(h3 + h3) > 0,

asi que ambos puntos son minimos condicionados.



Ejercicio 26 (4 puntos). Comprueba si el sistema de ecuaciones

2

vyt 22—t =12
2?2 —y?—z—t=-6

define a (z,t) como funciones implicitas de (z,y) en un abierto del punto (z,y) = (0,1) con los valores
(z,t) = (2,3) (2 puntos).

Calcula g—%((),l) (1 punto).

Calcula a‘igy (0,1) (1 punto).

Solucién. Definimos las funciones fi(x,y, z,t) = z +y% — 22—t + 12, fo(z,y, 2,t) = 22 —y?> — 2 —t +6.
Puesto que:

1. f1(0,1,2,3) = f2(0,1,2,3) =0y

) 91(0,1,2,3) 1(0,1,2,3) ‘_‘ —4 -6

( —
%(Oala2v3) %(071’2’3) -1 -1 ‘ __2#0

deducimos que z y t son funciones de = e y localmente en torno a los puntos dados.



Ingenieria Técnica de Obras Piblicas — Fundamentos Matematicos
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Fila:

Columna:

E-mail:

Teléfono:

Eleccién de preguntas:

Total
Pregunta ora
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BLOQUES DE PROBLEMAS

Bloque | Ejercicios del bloque | Puntuacion
1 1,5 1 punto
11 3,4 1.5 puntos
111 8,9 0.75 puntos
v 10, 11, 12, 13 1.5-2.5 puntos

| MODALIDADES DE EXAMEN |

= Examen final: responde a los ejercicios 2, 6 y 7. Ademas debes elegir y responder un problema
de cada uno de los bloques I, II, ITI, TV.

= Primer parcial: responde a los ejercicios 1, 2, 3, 4 y 5. En este caso la puntuacién de cada
problema se multiplica por %, es decir, es necesario sacar 3.75 puntos para aprobar.

= Segundo parcial: responde a los ejercicios 6, 7, 11, 14 y elige y responde a un problema de

cada uno de los bloques III y IV (que no sean ni el 11 ni el 14). En este caso la puntuacién de

cada problema se multiplica por 3, es decir, es necesario sacar 4 puntos para aprobar.

1 2
2 3
Solucién. Usaremos la férmula A~ = |A|71Adj(A)!. Asi que:

o -6 ()

Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 2.5 puntos). Sea f : R — R? una aplicacién lineal de la que

sabemos que Mpgsge (f) = G clz _02) y que f(0,1,0) = (1,0). Se pide:

Ejercicio 1 (1 punto). Sea A = < € Myy4(Z7), calcula A~ si es posible.




(2.1).

(2.2).

(2.3).

(2.4).

(2.5).

(2.6).

Calcula la expresién analitica de f, es decir, calcula f(z,y,z) (0.2 puntos).

Solucioén.
11 -2 Jf
f(l‘,y,Z): 1 a 0 (ZL’,y,Z) :(:E+y—22,x+ay)
Encuentra el valor de a (0.3 puntos).

Solucién. Usando que f(0,1,0) = (1,0) se tiene a = 0.

Sea 3 = {v; = (0,0,1),v9 = (0,1,1),v3 = (1,1,1)} y 8 = {wy = (1,1),w = (0,1)}. Calcula
Mpe (f)(0.5 puntos).

Solucion.
f(Ul) = f(O, 0, 1) = (—2, 0) = —2w1 + 2'11)2 = (—2, 2)5/
f(vQ} = f(07 17 1) = (_170 = —w; + wy = _17 1)ﬁ/
f(U3) = f(17 L, 1) = (07 1) = W2 = (07 1),3'
Asi que:

Mg (f) = (_22 _11 (1))

Encuentra una base y las ecuaciones respecto a la base [ del subespacio Kerf (0.5 puntos).
Solucion.

Un vector (z,y,2)s € Kerf siy solosi f((2,y,2)5) = [Mps (f)(2,y,2)"]" = (=22 —y, 22+ y +
z)p = 0, asi que las ecuaciones del nicleo en la base § son —2x —y = 2x +y+ 2z = 0. Una base
de este subespacio es By, = {(1,-2,0)s}.

Sea S =< (0,0,1)3 >. Calcula las ecuaciones respecto a la base 3 del subespacio Kerf + S ;Es
la suma anterior directa? ;Por qué? (0.5 puntos)

Solucién. Un conjunto generador del espacio H = Kerf + S es {(1,—2,0)g,(0,0,1)5} y
como ambos vectores son linealmente independientes entonces también son una base. Asi que
si (z,y, %) € H entonces

(x,y,2)g = A(0,0,1)5 4+ pu(1,-2,0) => v =p, y = —2u, 2= A

Hacemos notar que necesitamos sélo una ecuacién (dimensién de R3-dimensién de H), que
serd 2oz +y = 0.

La suma es directa porque S N Kerf = {0}.

Calcula f((x,y,2)s), expresando sus coordenadas en la base 5 (0.5 puntos).

Solucion.

fl@,y,2)p) = [Map (f)(2,y,2)'] = (=20 —y, 20+ y + 2)p

Ejercicio 3 (Diagonalizacién, 1.5 puntos). De una matriz C' € My, 4(R) sabemos que su espectro
es oc = {3,4} y que las multiplicidades de esos valores son m(3) = 3 y = m(4) = 1. El espacio
invariante V3 tiene como base a fy, = {(0,0,0,2),(0,0,1,0),(0,2,1,1)} y el espacio invariante Vj
tiene como base a fy, = {(4,1,1,1)}. Sin calcular la matriz C, se pide:



(3.1). Justificar por qué C' es diagonalizable.

Solucién. C es diagonalizable porque todos los valores propios son reales y ademds m(3) =
dimV3 =3 y m(4) = dimV, = 1.

(3.2). Encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que P~'CP = D.

Solucion.
3000 000 4
0300 00 21
D= 00 3 0] P = 0111
0 0 0 4 2 011

(3.3). Calcular el vector C(20,5,5,5)".
Solucién. Como (20,5,5,5) € V; = {z € R* : Cz = 4z}, entonces C(20, 5,5,5)" = 4(20,5,5,5)" =
(80,20, 20, 20)".

(3.4). Justificar si C?%°7 es diagonalizable.

Solucién. Sabemos que C = PDP~!, asi que C?7 = PD?7P~1 v como cualquier potencia
de D es diagonal entonces C?°7 es diagonalizable.

Ejercicio 4 (Polinomio de Taylor, 1.5 puntos). Calcula un valor aproximado de sen (3)+cos ()
cometiendo un error menor que 1073.

Solucién. Usamos el teorema de Taylor para f(x) = senx + cosz, centrando el desarrollo en 0:

O, 002, _f”’('o)zg b IO Ry ()

f(z) =senz + cosz = f(0) + T o1 3 o

donde R, (z) es el resto de Lagrange de orden n y vale R, (z) = £ ((7::1))(,6)

0y x.

Asi que tenemos que conseguir que E = |R,(§)| = |f(2111(§)(}1)”+1| < ﬁ(%)”“ < 1073 o
47+ (n+1)!

equivalentemente 2 < —45
Calculamos el valor de n para el que satisface la desigualdad anterior:

"1 siendo € un valor entre

ANFT (4 1)!
n 1000
1 0.032
2 0.384
3 6.144

Asi que necesitamos un desarrollo de Taylor de orden 3 para cometer un error menor que 1073
1

al aproximar f (%) por el valor del desarrollo en ;. Como el desarrollo de Taylor de orden 3 es:

Piy(z)=1+xz— % - % entonces:

1 1
- -~ 121615
sen 1 + cos 1 ,

Ejercicio 5 (1 punto).

Sea ¢ : R2000 — R2907 yna aplicacién lineal y sean (31, 32, 85, 31 bases de R2%0 v 3: 3s. 37, Bs
bases de R?%7. Se pide que completes los cuadrados vacios de las siguientes férmulas con matrices
apropiadas:

1. Mg, ,(9) = Mos, Moa(9) Mp,o;



2. Mpg,p(9) = MooMsg,s.(9) Moo
Solucién.

L. Mﬁlﬁ7 (g) = Mﬁ7ﬁ5Mﬁ4ﬁ5 (g)MB4,61;
2. Mpg, g (9) = Mgy, Mp,p. (Q)Mﬁgﬁr

sen (\ / x2+y2+z2)

221 y2 122

Ejercicio 6 (2 puntos). Calcula la integral [/,

dxdydz, donde

Q={(z,y,2): 1 <a?+y*+2* <49,z > 0,2 < 0}

sen (/22 + y? + 22) sen (1)
/// 2 y e dxdydz = ///Qe 5T sen odrdOdeo
2 7 w/2
= / / / sen (r)sen ¢dopdfdr = / senr / sen ¢dodr
1 Jz Jo 1 0

7
= 7T/ senrdr = m(—cos 7+ cos1).
1

Solucién.

Ejercicio 7 (0.75 puntos). ;Es la aplicacién f : R? — R definida por f(x,y) = log((2z)? + (2y)?)
una norma?

Solucién. No porque toma valores negativos. En efecto f(,1) = log(3) < 0

Ejercicio 8 (0,75 puntos). Sea f : R™ — R” una aplicacién de clase C?, a un punto de R™ y
A € M,x10(R) jPara qué valores de m y n se puede calcular la suma A+ Jf(a)? ;Se podria calcular
el determinante de J f(a) para estos valores?

Solucion. Para que se puedan sumar ambas matrices tienen que tener el mismo tamano. Como
A€ Mux10(R) y Jf(a) € Myym(R) entonces n =7y m = 10.

El determinante no se puede calcular porque no es una matriz cuadrada.

Ejercicio 9 (0.75 punto). Sea f : R? — R una funcién. Responde justificadamente a las cuestiones:

1. {Como mucho, cudntas derivadas parciales de f de orden tres diferentes existen si f es de clase
C3? (0.5 puntos)

2. ;Cudantas derivadas parciales de f de orden tres existen? (0.25 puntos)
Solucion. Como mucho las parciales diferentes de orden 3 que existen son las cuatro siguientes:

Of f  Of O
03 03’ 0x20xy 01301,

Ademés podemos decir que existen 23 = 8 parciales de orden 3 aunque puedan coincidir algunas.
Las ocho parciales son:

Pf OPf Pf 03 f Bf B f Bf Bf
0r3’ 0x3’ 02201y’ 0x30xy 019023  0x1073 01901101y 011072071




Ejercicio 10 (2.5 puntos). Sea f : R'?> — R una funcién. Responde justificadamente a las cuestio-
nes:

1. ;Como mucho, cuantas derivadas parciales de f de orden tres diferentes existen si f es de clase
C3? (2 puntos)

2. ;Cuéntas derivadas parciales de f de orden tres existen? (0.5 puntos)

Solucién.
Como la funcién es de clase C? el orden de derivacién no importa. Asf que como mucho tendremos:

] (132) parciales respecto a 3 variables diferentes (de la forma % con 1, j, k distintos dos a
10T
dos).

. 2(122) parciales respecto a 2 variable diferentes, donde una se repite dos veces (de la forma 8x§£xk

con i, j distintos).
= 12 parciales respecto a una tunica variable que se repite 3 veces.

Asi que como mucho existen (132) + 2(122) + 12 = 364 parciales diferentes.
Parciales de orden 3 existen 123 = 1728.

Ejercicio 11 (1.5 puntos). Calcula los extremos condicionados de la funcién f : R® — R, f(z,y, 2) =
322 + 322, sujeta a las condiciones z = 22 + 12, y? = 25.

Solucién. La lagrangiana asociada a este problema es: L(z,y, 2) = 322 + 322 + Az — 2% — 12) +

pu(y? — 25)
Calculamos las parciales de L e imponemos las ligaduras:

%:m-zm:%@-ﬂo,
a—%=2yu=07
g—zz6z+)\: ,

y* =25,

z=2x2+12

Es facil comprobar que las tinicas soluciones de este sistema son:
» P=(0,5,12) con u=0y A =—T72
» Q=(0,-5,12)con u=0y A= —T72

Para decidir la condicion de maximo o minimo calculamos las segundas parciales de L:

0*L 0*L 0*L
o’L 0 L 0 L
oxdy Oxdz Oydz

Adems3s

(hhh27h3)HL(Q)(h’17h2ah3) = (hlah27h3>HL<P)(h17h27h3>
150 0 0

= (hi,hg,h3) | O 0 0] (hy,hy, hs) = 150h% 4+ 6h3 > 0
0 0 6



para todo vector (hi,ho,hs) # 0 (en principio esta condicién sélo es necesario que se satisfaga
para los vectores no nulos que anulan el jacobiano de las funciones condicionantes, aqui no se ha
necesitado calcular esos vectores explicitamente porque hemos demostrado que la relacién es positiva
para cualquier vector no nulo).

Asi que tanto P como () son minimos condicionados

Ejercicio 12 (2.5 puntos). ;Se puede utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para
calcular los extremos condicionados de la funcién f : R* — R, f(x,y) = cos?(sen (22 + y?)), sujeta a
las condiciones 2% + y? = 1 e y = x? ;Cuales son los extremos condicionados de este problema?

Solucion. No se puede utilizar el método de los multiplicadores porque tenemos 2 condiciones
para una funcién definida en R2.

No obstante se puede resolver el problema ya que los dos unicos punto candidatos a extremos
son las soluciones del sistema formado por las ecuaciones 22 + 3?2 = 1 e y = . Estos puntos son
P = <\/L§7 \/Li) y Q = (_\%7 _\/Lﬁ)

Al haber dos candidatos a extremos quiere decir que cerca de esos puntos no hay otros puntos que
satisfagan las condiciones y por lo tanto P y () son tanto maximos como un minimos condicionados.

Ejercicio 13 (1.5 puntos). Estudiar si la aplicacién f (x,y) = (zcosy, xseny) es localmente inver—
tible  para valores de (x,y) préximos a (1,0) y de f(z,y) préximos a (1,0). Calcula ademas 2— (1 0)

y ay (1 0)

Solucién. Para saber si es localmente invertible comprobamos que |Jf(1,0)| # 0. Calculamos
primero el jacobiano en un punto (x,y):

Jf(l',y) _ <cosy —Isen y)

seny xcosy
Asi que:
o=~ MY =120
M 0 1 )

por lo tanto existe la funcion inversa para los valores enunciados en el ejercicio.

Como Jf~1(f(1,0)) = Jf71(1,0) = (Jf(1,0))" ! = ((1) (1)>, entonces:

of 1
ox

of !
5 (10 = (01)

(1,0) = (1,0),

Ejercicio 14 (1.5 puntos). Comprueba si el sistema de ecuaciones

2

o4y =2 =t =12
-yt —z—t=-6

define a (z,t) como funciones implicitas de (z,y) en un abierto del punto (z,y) = (0,1) con los
valores (z, ) (2,3) (0.5 puntos).
Calcula 2 ( 1) (0.5 puntos).

Calcula ;2 5;(0,1) (0.5 puntos).

Solucién. Definimos las funciones fi(z,y,2,t) = 2® +y? — 22 —t2 + 12, fo(z,y,2,t) = 22 —y? —
z —t + 6. Puesto que:

1. £1(0,1,2,3) = f2(0,1,2,3) =0y



91(0,1,2,3) 21(0,1,2,3) —4 —6
| 01,2, 88}2(0,1,2,3)‘ ‘ 1 —1‘__27&0

deducimos que z y t son funciones de x e y localmente en torno a los puntos dados.
Calculamos ahora las parciales, derivamos respecto a x las expresiones que definen a z y a t como
funcion de x e y:

Bat — 2282 — 20 = ()
{Zx—ﬁfﬁzo (1)

Particularizamos ahora estas expresiones en (z,y, z,t) = (0, 1,2, 3) para obtener:

49(0,1) — 62£(0,1) = 0 0z ot
Oz \7 oz \Us 0z _ ot _
9:(0,1) — 2£(0,1) =0 = 5,(0.1) = 5-(0,1) =0.

Para calcular las segunda parcial solicitada tenemos que derivar las expresiones de (1)) respecto a

Oy Ox 81‘6y Oy Ox 0xdy
0%z 9%t 0
dxdy ~ Oxdy

{ 9020z _ 9, 82z _9otot _ ta2 —0

Estas expresiones particularizadas en (x,y, z,t) = (0, 1,2, 3) nos dan:

0%z 0%t
{ 469083; (O’ )1) 63273y( (0 1) =0
0 )

) 0%z 1y — 0%t
o1 =

8$8y(0’ )= Oxdy

8r8y ( )

8r8y (
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| OBSERVACIONES |

= Tienes que entregar la hoja de exa-
men.

» Cada vez que empieces un ejercicio
hazlo en un folio nuevo y pon en
¢l tu nombre y apellidos. En el folio

del examen debes poner ademas tu
D.N.I.

= No entregues folios escritos a lapiz.

= Pon la fila y columna de la clase
en la que te has sentado segun las
indicaciones que te den.

= Los calculos que conducen a las so-

luciones del problema son tan im-
portantes como las soluciones, no los
ocultes.

El resultado final de cada uno de
los apartados debe estar dentro de un
recuadro facil de identificar, en el
que debéis poner el nimero del apar-
tado.

Las notas se publicaran en el ta-
bléon de anuncios del Departamento
de Matematica Aplicada y Estadisti-
ca (Campus Alfonso XIII).

BLOQUES DE PROBLEMAS

Bloque | Ejercicios del bloque | Puntuacion
| 1,5,6,7 1 punto
II 3,4 1.5 puntos
111 9,10 0.75 puntos
vV 11, 12, 13 0.75 puntos
\% 14, 15, 16, 17, 18 1.5-2.5 puntos

| MODALIDADES DE EXAMEN |




= Examen final: responde a los ejercicios 2 y 8. Ademas debes elegir y responder
un problema de cada uno de los bloques I, II, III, IV, V.

= Primer parcial: responde a los ejercicios 2, 3, 4 y a dos del bloque I. En este
caso la puntuacion de cada problema se multiplica por %, es decir, es necesario
sacar 3.75 puntos para aprobar.

= Segundo parcial: responde a los ejercicios 8, 15, 18 y elige y responde a un
problema de cada uno de los bloques III, IV y V (que no sean ni el 15 ni el 18).
En este caso la puntuacién de cada problema se multiplica por 2, es decir, es

49
necesario sacar 4 puntos para aprobar.

1 2
2 3
Solucién. Usaremos la féormula A~1 = |A|7tAdj(A)". Asf que:

e S I (5 S

Ejercicio 1 (1 punto). Sea A = < € Myx4(Zs), calcula A~ si es posible.

Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 2.5 puntos). Sea f : R* — R? una aplicacién

lineal de la que sabemos que Mpgsg(f) = <1 (1) _a2> y que f(0,0,1) = (—=2,0). Se

pide:
(2.1). Calcula la expresién analitica de f, es decir, calcula f(z,y, z) (0.2 puntos).
Solucioén.

f(z,y,2) = [G . _2> (:E,y,z)t]t:(:v+y—2z,x+az)

a

(2.2). Encuentra el valor de a (0.3 puntos).
Solucién. Usando que f(0,0,1) = (—2,0) se tiene a = 0.

(2.3). Encuentra la dimension, una base y las ecuaciones respecto a la base candénica
del subespacio Kerf (0.5 puntos).
Solucién.

Un vector (z,y,2) € Kerf siy sélo si f(z,y,2) = 0, es decir, (x,y, z) satisface
las ecuaciones x +y — 22z = 0 y x = 0, que claramente son linealmente indepen-
dientes. Asi que dimKerf = 3—2 = 1 y una base de Kerf es fkerr = {(0,2,1)}.

(2.4). Sea f = {v; = (0,0,1),v3 = (0,1,1),03 = (L, 1, )} y ' = {wy = (1,1),wy =
(0,1)}. Calcula Mga (f)(0.5 puntos).



Solucion.

Asi que:

)= (3 )

.5). Encuentra una base y las ecuaciones respecto a la base  del subespacio Ker
2.5). E t b ! i to a la base @ del sub io Kerf
(0.5 puntos).

Solucion.

Un vector (z,y,2)5 € Kerf siy solo si f((x,y,2)s) = [Map(f)(z,y,2)]" =
(—2x —y,2x +y + 2)p = 0, asi que las ecuaciones del nicleo en la base § son
—2x —y = 2rx +y + 2z = 0. Ya sabifamos que dimKerf = 1 y ahora ﬁkerf =

{(17 _27 0)5}
(2.6). Calcula f((z,vy,2)s), expresando sus coordenadas en la base 5 (0.5 puntos).

Solucion.

f@,y,2)5) = M (f)(@,y,2)] = (=22 —y, 20+ y + 2)p

Ejercicio 3 (Diagonalizaciéon, 1.5 puntos). De una matriz C € Myy4(R) sa-
bemos que su espectro es oc = {5,7} y que las multiplicidades de esos valo-
res son m(5) = 3 y = m(7) = 1. El espacio invariante V; tiene como base a
v. = {(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,1,1)} y el espacio invariante V7 tiene como ba-
se a By, = {(1,1,1,1)}. Sin calcular la matriz C, se pide:

(3.1). Justificar por qué C' es diagonalizable.
Solucion. C' es diagonalizable porque todos los valores propios son reales y
ademdas m(5) = dimV; = 3 y m(7) = dimV; = 1.

(3.2). Encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que P~1C'P =
D.

Solucion.



5000 0001
0500 0011
D_0050’ P_0111
0007 1011

(3.3). Calcular el vector C(0,2,2,2)".
Solucién. Como (0,2,2,2) € Vs = {x € R': Cz = 52}, entonces C(0, 2,2,2)! =
5(0,2,2,2)" = (0,10, 10, 10)".

(3.4). Dar el valor de |C].
Solucién. |C| = |[PDP~'| = |P||D||P~'| = |P||D| = |D| = 5% - 7 = 875.

Ejercicio 4 (Polinomio de Taylor, 1.5 puntos). Calcula un valor aproximado
de cos (i) cometiendo un error menor que 1072,

Solucion. Usamos el teorema de Taylor para f(x) = cosx, centrando el des-
arrollo en 0:

"0 "0 an (n) 0
1! 2! 3! n!
donde R,(x) es el resto de Lagrange de orden n y vale R,(z) = %ll(i)x”“, siendo

6 un valor entre 0 y x.
Asi que tenemos que conseguir que F = |R (%L)’ |

-3 : 47+ (n41)!
107 o equivalentemente 1 < — 55—

Calculamos el valor de n para el que satisface la desigualdad anterior:

n+1
Jzn f))(i)n—kll <

@ 1) (%)n—i—l <

4"+1(n—|—1)!
n 1000
1 0.032
2 0.384
3 6.144

Asi que necesitamos un desarrollo de Taylor de orden 3 para cometer un error
menor que 1073 al aproximar cos i por el valor del desarrollo en i. Como el desarrollo

de Taylor de orden 3 es: P3(z) =1 — %2 entonces:

1 1
— N 1 _ —_—
COS 1 5 = (0,96875

Ejercicio 5 (1 punto). Sea f : R" — R™ una aplicacién lineal con n y m nimeros
naturales. Demuestra que si v € Kerf y w € Kerf entonces v+ w € Kerf.
Solucién. v +w € Kerf porque f(v+w) = f(v)+ f(w) =0+0=0.



Ejercicio 6 (1 punto).

Sea ¢ : R — R?%7 yna aplicacién lineal y sean 3, 32, 33, 31 bases de R
v Bs, Bs, B7, Bz bases de R?%7. Se pide que completes los cuadrados vacios de las
siguientes féormulas con matrices apropiadas:

1. Mg,3,(9) = Mns, Moo(g) Mp,o;
2. Mg,5,(9) = MopMp,s.(9) Moo.
Solucion.

1. Mpg,p,(9) = Mgy, Mp,p,(9) Mp,p,;
2. Mp,5,(9) = Mpy,Mg,5.(9) Mpg,p, .

Ejercicio 7 (1 punto). De una matriz A sabemos que tiene como polinomio carac-
terfstico a p(z) = 2® + 2> + x. Calcula o4 y justifica si la matriz A es diagonalizable
o no lo es.

Solucién. o4 = {0, _17;i\/§, _1_2i\/§}. Asi que la matriz A no es diagonalizable
porque su polinomio caracteristico tiene raices complejas no reales.

cos <\ / x2+y2+22)

w2 +y? 422

Ejercicio 8 (2 puntos). Calcula la integral [[], dxdydz, donde
Q={(z,y,2):36 <2 +9°+2° <49, 2 <0,y <0,z <0}

Solucion.

2 1 2 1 o2
ey -
0 Ul Tl Q T

7T pm p3w/2 T 7 0
:/ / / cos (r)sen¢d9d¢dr:§/ cosr/ sen ¢pdodr
6 5 J 6 3
T

—
:5/6 cosrdrza(sen7—sen6).

Ejercicio 9 (0.75 puntos). ;Es la aplicacién f : R? — R definida por f(x,y) =
sen ((22)% + (2y)?) una norma?

Solucién. No porque toma valores negativos. En efecto f(0, £1/37/2) = sen (3F)

—1

Ejercicio 10 (0.75 puntos). ;Es la aplicacién f : R> — R definida por f(z,y) =
z* + y* una norma?



Solucién. No porque f(2z,2y) = 16(z* + y*) # 2(z* + y*) = |2|f(z, v).

Ejercicio 11 (0,75 puntos). Sea f : R?%7 — R2%8 yna aplicacién de clase C? y a
un punto de R*7 ; Se puede calcular el cuadrado de la matriz J f(a)? ;{Qué tamatio
tendria?

Solucién. No porque no es una matriz cuadrada, ya que Jf(a) tiene tamano
2008 x 2007.

Ejercicio 12 (0,75 punto). Sea f : R¥Y — R una aplicacién de clase C'% y a

un punto de R¥ ;Es H f(a) una matriz simétrica? ;Qué tamafio tiene? ;Como
mucho, cuantas parciales diferentes hay en el citado hessiano?

Solucién. La matriz H f(a) es simétrica porque es de clase C? al ser de clase
11989

El tamano de esta matriz es 1989 x 1989.

Como mucho hay 142441988+ 1989 = w = 1979055. La razon de este
numero es que en la primera fila hay (como mucho)1989 parciales diferentes, en la
segunda aparecen (como mucho) 1988 nuevas parciales, en la tercera (como mucho)
1987 y asi sucesivamente hasta la iltima fila que aparece como mucho una nueva

parcial.

Ejercicio 13 (0.75 punto). Sea f : R® — R una funcién. Responde justificada-
mente a las cuestiones:

1. ;Como mucho, cuantas derivadas parciales de f de orden tres diferentes existen
si f es de clase C3? (0.5 puntos)

2. ;Cudantas derivadas parciales de f de orden tres existen? (0.25 puntos)

Soluciéon. Como mucho las parciales diferentes de orden 3 que existen son las
diez siguientes:

Ff Of Of f  BF  Of 0
Ox3’ Ox3’ 0x3’ 0x30xy’ 0xi0x3’ Ox30x1’ 0r30x3’
o f o f O f
0x30x,” 0230x9’ 011012013

Ademsés podemos decir que existen 3% = 27 parciales de orden 3 aunque puedan
coincidir algunas.

Ejercicio 14 (2.5 puntos). Sea f : R!*> — R una funcién. Responde justificada-
mente a las cuestiones:



1. ;Como mucho, cuantas derivadas parciales de f de orden tres diferentes existen
si f es de clase C3? (2 puntos)

2. ;Cudntas derivadas parciales de f de orden tres existen? (0.5 puntos)
Solucion.
Como la funcién es de clase C? el orden de derivacién no importa. Asi que como

mucho tendremos:

- (132) parciales respecto a 3 variables diferentes (de la forma a;claaTJ;axk con 1,4,k

distintos dos a dos).

o 2(122) parciales respecto a 2 variable diferentes, donde una se repite dos veces

(de la forma %ga:k con i, j distintos).

= 12 parciales respecto a una unica variable que se repite 3 veces.

Asi que como mucho existen (132) -+ 2(122) + 12 = 364 parciales diferentes.
Parciales de orden 3 existen 12°.

Ejercicio 15 (1.5 puntos). Calcula los extremos condicionados de la funcién f :
R — R, f(z,y,2) = 2% + 2%, sujeta a las condiciones z = 22, y* = 25.

Solucién. La lagrangiana asociada a este problema es: L(z,y,2) = x? + 2% +

Mz — 22) + p(y* — 25)
Calculamos las parciales de L e imponemos las ligaduras:

OL — 93 — 92z = 2z(1 — A)0, )
oL =2yu =0,
‘?)—Z—Qer)\:O, 4
y* = 25,
Z:JJQ

J

Es facil comprobar que las tinicas soluciones de este sistema son:
= P=(0,5,0)con u=0y A=0
= Q=(0,-500conu=0yA=0

Para decidir la condicién de méximo o minimo calculamos las segundas parciales

de L:

0*L 0*L 0*L
ox? 2724 oy? 24 022 :
0*L 0*L 0*L
0 0

Oxdy 0 Ox0z  Oydz



Ademas
(h1, ho, ha) HL(Q)(hy, ha, hg) = (hy, ho, hs) HL(P)(hy, ho, hs)
2 00
= (hi,ha,h3) | 0 0 0] (hy, he, hs) = 2(h% + h3) > 0
00 2

para todo vector (hq, he, hg) # 0 (en principio esta condicién sélo es necesario que
se satisfaga para los vectores no nulos que anulan el jacobiano de las funciones
condicionantes, aqui no se ha necesitado calcular esos vectores explicitamente porque
hemos demostrado que la relacién es positiva para cualquier vector no nulo).

Asi que tanto P como () son minimos condicionados

Ejercicio 16 (2.5 puntos). ;Se puede utilizar el método de los multiplicadores
de Lagrange para calcular los extremos condicionados de la funcién f : R? — R,
f(z,y) = cos (sen (2 +y?)), sujeta a las condiciones z +y =1 e y = 1+ 27 ;Cudles
son los extremos condicionados de este problema?

Solucién. No se puede utilizar el método de los multiplicadores porque tenemos
2 condiciones para una funcién definida en R?.

No obstante se puede resolver el problema ya que el tinico punto candidato a
extremo es la solucion del sistema formado por las ecuaciones x+y =1ey =1+ x.
Este punto es (0, 1).

Al haber un tnico candidato a extremo quiere decir que alrededor de ese punto
no hay otro punto que satisfaga las condiciones y por lo tanto (0,1) es tanto un
maximo como un minimo condicionado.

Ejercicio 17 (1.5 puntos). Estudiar si la aplicacion f (x,y) = (eYcos z, e¥sen x) es
localmente invertible para valores de (z,y) préximos a (0,0) y de f(z,y) préximos
-1 _
a (1,0). Calcula ademas %f—x(l,O) y %yl(l,()).
Solucién. Para saber si es localmente invertible comprobamos que |J f(0,0)| # 0.
Calculamos primero el jacobiano en un punto (z,y):

Jf(z,y) = (

—eYsenx eYcosx
eYcosx €EYsenx

1r0.01= (] )| =170

por lo tanto existe la funcién inversa para los valores enunciados en el ejercicio.

Asi que:

Como Jf1(1,0) = (Jf(0,0)) ! = — (_01 _01> = <(1J é), entonces:
of 1 B of1 B
o (1,0) = (0, 1), o7 (1,0) = (1,0).




Ejercicio 18 (1.5 puntos). Comprueba si el sistema de ecuaciones

{x3+y2—z2—t2:—12

ot —yP—2—t=-6

define a (z,t) como funciones implicitas de (x,y) en un abierto del punto (z,y) =
(0,1) con los valores (z,t) = (2,3) (0.5 puntos).

Calcula g—%(o, 1) (0.5 puntos).

Calcula g;gy(o, 1) (0.5 puntos).

Solucién. Definimos las funciones fi(z,y, 2, t) = 23 +y*—22—124+12, fo(x,y, z,t) =
at —y* — 2 —t + 6. Puesto que:

L. f1(0717273) - f2(0717273) =0 y

9h(0,1,2,3) 91(0,1,2,3 —4 —6

- 0
82(0,1,2,3) %2(0,1,2,3)
deducimos que z y t son funciones de x e y localmente en torno a los puntos dados.
Calculamos ahora las parciales, derivamos respecto a x las expresiones que definen

a z y at como funcion de z e y:

2 0z ot __
{3353‘%5%%%‘0 )

Particularizamos ahora estas expresiones en (z,y, z,t) = (0,1, 2, 3) para obtener:

—482(0,1) — 62£(0,1) = 0 _ |0z ot
Ox Ox

—5(0,1) = 52(0,1) =0 57 01 =5-(0,1) =0.

Para calcular las segunda parcial solicitada tenemos que derivar las expresiones
de respecto a y:

Oy Ox 0z Oy Oy Ox oxdy ~—
0%z 0%t =0

—2820: _ 9,02 90t _ 910t —
© 0zdy  Ozdy

Estas expresiones particularizadas en (x,y, z,t) = (0,1, 2, 3) nos dan:

=|——(0,1) = (0,1)=0

A0~ 6550 =0 [ o
—a7(0,1) = 52 (0,1) = 0 90y 20y




Ingenieria Técnica de Minas — Fundamentos Matematicos
Examen final
3 de septiembre de 2007, 9h-12h

Nombre y apellidos:

DNI:

Fila:

Columna:

E-mail:

Teléfono:

1 2 3 4 5 6 7 Total
Pregunta

Puntuacion

| OBSERVACIONES |

= Tienes que entregar la hoja de exa- luciones del problema son tan im-
men. portantes como las soluciones, no los

) . ocultes.
» Cada vez que empieces un ejercicio

hazlo en un folio nuevo y pon en » F] resultado final de cada uno de

los apartados debe estar dentro de un
recuadro facil de identificar, en el
que debéis poner el ntimero del apar-
= No entregues folios escritos a lapiz. tado.

él tu nombre y apellidos. En el folio

del examen debes poner ademas tu
D.N.I.

= Pon la fila y columna de la clase L
) » Las notas se publicaran en el ta-
en la que te has sentado segun las

o blén de anuncios del Departamento
indicaciones que te den.

de Matematica Aplicada y Estadisti-
» Los calculos que conducen a las so- ca (Campus Alfonso XIII).

Ejercicio 1 (1 punto). Justifica si el siguiente conjunto de vectores de Z3 es
linealmente independiente o linealmente dependiente:

S =4(1,5,3),(6,2,4)}
Solucién. Los vectores son linealmente dependientes porque:

(1,5,3) + (6,2,4) = (0,0,0).



Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 2.5 puntos). Sea f : R> — R? una aplica-

cién lineal de la que sabemos que Mgsgs(f) = y considérense las bases

N —

1
0
1

W = DN

siguientes de R3:

f1={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}, B> ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.

Se pide:
(2.1). Calcula Mpg,p,(f) (1.5 puntos).
Solucion.

1 00 11 2 1 11

=110 1 01 011

111 213 001

1 -1 0 112 111 2 2 1
=10 1 -1 1 01 01 1)]=1-4 -3 -2
0 0 1 213 001 6 4 3

(2.2). Calcula las ecuaciones de Kerf respecto de la base £y (1 punto).
Solucién.

Un vector (z,y,2)s € Kerf siy solo si f((x,y,2)s) = 0, es decir, (x,y, 2)s,
satisface las ecuaciones 2x+2y+2 =0, —4dx—3y—22 =0y 6z +4y+32z = 0. De
éstas solo se necesitan dos porque las tres son linealmente dependientes, asi que
podriamos coger como ecuaciones —4x — 3y — 2z =0y 6z + 4y + 3z = 0.

Ejercicio 3 (Diagonalizacién, 1.5 puntos). Justifica si

21 =2
C=102 -1
00 1

es 0 no diagonalizable.

cos (\ / x2+y2+z2)

N

Q={(z,y,2): 25 <2 +y* < 100,-5 < 2 < 2,2 > 0}

Ejercicio 4 (2 puntos). Calcula la integral [[], dxdydz, donde



Solucion.

COS (\/x2 + 92 + 22) cos (1) ,
///Q 2+ 2+ 22 dxdydz = ///Q - r“sen ¢drdOdo

7T pm p3w/2 T 7 0
:/ / / cos (r)sen¢d9d¢dT:§/ cosr/ sen ¢pdodr
6 5 J 6 z
T

—
:5/6 cosrdrza(sen7—sen6).

Ejercicio 5 (0.75 puntos). {Es la aplicacién f : R* — R definida por f(z,y) =
sen?((2x)% + (2y)?) + cos2((22)% + (2y)?) una norma?

5

Solucién. No porque toma valores negativos. En efecto f(0, §1/37/2) = sen (
—1

Ejercicio 6 (0,75 puntos). Sea f : R” — R* una aplicacién de clase C' y a un
punto de R" ; Para qué valores de n y de k se puede calcular el cuadrado de J f(a)?
. Qué tamano tendria?

Solucién. No porque no es una matriz cuadrada, ya que Jf(a) tiene tamano
2008 x 2007.

Ejercicio 7 (1.5 puntos). Estudiar si la aplicacién f (z,y) = (¥ lcosx, e’ lsen z)
es localmente invertible para valores de (x, y) proximos a (0,1) y de f(z,y) préximos
a (1,0). Calcula ademas a(Z;—;(l,()) y 85—;(1,0).

Solucidn. Para saber si es localmente invertible comprobamos que |.J f(0,0)| # 0.
Calculamos primero el jacobiano en un punto (z,y):

Jf(z,y) = (

sr001=(] o)

por lo tanto existe la funcién inversa para los valores enunciados en el ejercicio.

Como Jf1(1,0) = (J£(0,0)) ! = — <_01 _01> = <? é), entonces:

—eYsenx eYcosx
eYcosx eEYsenx

Asi que:

:_1%07

of 1
ox

of 1
dy

(1,0) = (0,1),

(1,0) = (1,0).




Ingenieria Técnica de Obras Piblicas — Fundamentos Matematicos
Examen final
14 de septiembre de 2007, 9h-12h
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OBSERVACIONES

= Tienes que entregar la hoja de exa-
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hazlo en un folio nuevo y pon en
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del examen debes poner ademas tu
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= No entregues folios escritos a lapiz.
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en la que te has sentado segun las
indicaciones que te den.

= Los calculos que conducen a las so-
luciones del problema son tan im-
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El resultado final de cada uno de
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recuadro facil de identificar, en el
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el lunes 17 de 11 a 12 y el miércoles
19 de 10.15 a 11.15.

Ejercicio 1 (1 punto). Justifica si la matriz de Msy2(Zs) que sigue es invertible

O 1NO.

-

)

Solucién. No es invertible porque su determinante es 3-3 —4 = 0 en Zs.




Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 2.5 puntos). Sea f : R?> — R3 una aplica-

1
cién lineal de la que sabemos que Mg, p,(f) = 1| siendo (1 y (32 las bases
4

w = O
— O

siguientes de R3:
61 ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, B> = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
Se pide:
(2.1). Calcula Mpgsg:(f), donde 2 es la base candnica de R* (1.5 puntos).

Solucion. Usaremos la formula

00
10
11

I
_ =

(2.2). Calcula f((2,1,3)s,) expresando las coordenadas de este vector respecto a [
(0.5 puntos).

Solucion.

f((2,1, 3)51) = Mg, s, (2,1, 3)%1 - (2,1, 3)1&51 = (4,5, 19)%2

w = O
—_ O =
QT

(2.3). Calcula f(2,1,3) expresando las coordenadas de este vector respecto a 32 (0.5

puntos).
Solucidn.
1 0 -1
F((2,1,3)) = Mpp(2,1,3) = |2 =1 0 |(2,1,3)" =(-1,3,14)"
6 —4 2

Ejercicio 3 (Diagonalizacién, 1.5 puntos). Justifica si las matrices que siguen
son diagonalizables o no lo son:

(53 ()



Solucién. Empezamos calculando los polinomios caracteristicos:

pp(z) = ‘(6__2:6 2 E x)

pc(x)Z'((S;x 6Ex)‘:(6—x)2—4:x2—12x+32:(x—4)(:1:—8).

=6-—2)2—2)+4=a0"—8x+16 = (v — 4)

Asi que los espectros son:
op = {4} con m(4) =2y oc = {4,8} con m(4) = m(8) = 1.

Ya podemos decir que la matriz C' es diagonalizable porque tiene dos valores
propios reales distintos con multiplicidad 1.

Con la matriz B hay que llevar méas cuidado y comprobar si se verifica o no

dimV, = m(4) = 2. Como dimV; = 2 —rg (_22 _22) =2—-1=1#m4) =2

entonces la matriz B mo es diagonalizable.

. .. . 210g(\/x +y>
Ejercicio 4 (2 puntos). Calcula la integral [[ [, z e dxdydz, donde

Q={(z,y,2):36 <2*+y* <49, -15< 2 < 2, > 0}

Solucion.

log Va2 2 1
/// )dxdydz = /// 298 irdfd
V2 +y? r
/ / / 2log rdzdfdr +/ / / 2log rdzdfdr
15 ? 15

= 7(2° + 15°)[r logr — r]§ = 33837 (7log 7 — 7 — 61og 6 + 6)
= 3383(7log7 — 6log6 — 1)7

Ejercicio 5 (0.75 puntos). Pon un ejemplo de una aplicacién que sea una norma
(distinta de la euclidea).

Solucién. Por ejemplo en R? la norma ||(z, )| = |z| + |y|.

Ejercicio 6 (0,75 puntos). Sea f : R” — R* una aplicacién para la que se puede
calcular su hessiano (de orden n, H f(a)) y a un punto de R" ;Cuadl es el valor de
k? iSe puede calcular el cuadrado de H f(a)? ;Qué tamano tendria?

Solucidon. Definimos el hessiano cuando k = 1, ademés la matriz H f(a) tiene
tamano n x n asi que se le puede calcular su cuadrado y dicho cuadrado también
tiene tamano n X n.




Ejercicio 7 (1.5 puntos). Sean f(z,y) = (zeY,x + y,sen(zy)) v g(z,y,2) =
(ze*, xyz). Responde a las siguientes preguntas:

1. Calcula Jgo f(1,0);
2. jEs gof localmente invertible en (1, 0)? Caso de ser invertible calcula m%i)_l (0,0).
Solucién. Para responder a la primera pregunta calculamos

ey xey
ze

0 et
Jf(z,y) = 1 1 . Jg(z,y,z) = ( )
ycos (zy) wcos (zy) yz xz 1Y

Particularizamos estos jacobianos en los puntos que nos interesan:

bl 0 0ce
10 = (1 1] a0y = g0 = (g ) )
01

1 _(06)
) 01

Puesto que la matriz anterior no es invertible la aplicacion g o f no es localmente
invertible en el punto (1,0).

O ==

g0 10,0 = Jo(F10)I£1.0) = (g ()




Ingenieria Técnica de Obras Publicas — Fundamentos Matematicos
Examen parcial del primer cuatrimestre
19 de enero de 2008, 9h-12h

Nombre y apellidos:

Modalidad de examen elegido (primer parcial o final):

Preguntas seleccionadas tanto obligatorias como opcionales (no rellenes la puntuacién):
P. seleccionadas

Puntuacion

Instrucciones importantes ‘

—_

. Tienes que devolver la hoja del examen, en caso contrario no se te podré corregir.
2. Cada vez que empieces un ejercicio hazlo en una cara nueva.
3. Pon tu nombre en todos los folios y también en éste.

4. Rellena la tabla con la modalidad de examen que has elegido y las preguntas seleccionadas.
Comprueba que suman 10 puntos. En caso contrario no se te corregiran las que hagan sobrepasar
el valor de 10.

Tipo de examen | Preguntas que tienes que responder
OBLIGATORIAS 6,9,10,12
elige preguntas entre la 1,2,3,45,7y 8
de forma que sumen 2 puntos
OBLIGATORIAS 9,11,13,14
OPCIONALES | elige entre responder ala 12 o0alal,la6yla4

Primer parcial
OPCIONALES

Final

1. Considera el conjunto de vectores S = {v; = (1,2,3),v> = (5,3,1)} C Z%. Justifica si S es
linealmente dependiente o independiente (0.5 punto).

2. Calcula (24 21)® (1 punto).

W para alguna funcién f(x) que debes

determinar. Para calcular la funcién candidata escribe quien es f’(x) de acuerdo a la férmula
anterior y calcula la primitiva (1.5 puntos).

3. Demuestra, usando induccién, que f™(x) =

4. Dada una matriz A € Myx7(R) ;Ocurre que |7A| =7|A|? (0.5 puntos)

5. Sea f : R — R una funcién derivable y ¢ € R tal que f'(c) = f”(c) = --- = f¥(¢) = 0. Entonces
rellena correctamente los siguientes enunciados:
a) Sik=16y f16*1)(c) = —7 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
b) Sik =15y f151)(c) = —16 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
¢) Sik=15y f151(c) = 15 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
d) Sik=16y f161(c) = 8 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
6. Calcula fﬁdx (1 punto).

7. Plantea la descomposicién en fracciones simples (sin calcular las constantes) de la fraccién ra-

. 3
cional F(x) = (X2+131)33X(X§rﬂ;§)+2](x+2)3 (1 punto).

1.2.3.4.5.7.8



10.

11.

12.

13.

14.

. ;Qué grado tiene el polinomio del denominador de la anterior fraccién? (0,5 puntos).

. En este ejercicio consideraremos las bases canénicas de R*, B4, v de R2, [3%. Se utilizaran las

bases:

p1={(1,4),(1,0)}, p2=1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(2,0,1,0),(3,4,0,1)}

y la aplicacién lineal f : R8 — R* definida por:

1T 0 1 1
Mf3251(f):(0 11 2)'

Responde a los siguientes apartados:

a) Dar los valores de 1y de k (0.5 puntos).

b) Estudia si el conjunto de vectores {(1,4)g,,(5,4)} es linealmente dependiente o indepen-
diente (0.5 puntos).

¢) Calcula la matriz Mgaga (f) (0.5 puntos).
d) Calcula las ecuaciones y una base de Ker f respecto de la base 32 (0.5 puntos).

e) Calcula las ecuaciones y una base de Im f respecto de la base B2 (0.5 puntos).

5 =20
Estudia si es diagonalizable la matrizA = |1 2 0] . En caso de que lo sea se pide calcular
1T —1 3

la matriz diagonal y la matriz de paso P (2.5 puntos).

Una matriz A € Myxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = x*+x+8 ;Qué tamaifio

tiene la matriz A? ;Es diagonalizable? (0.5 puntos).
Calcula el limite

arctan?(1x)? — 1x*
im

x—0 log(1 + 2x*4) — 2x*

(2 puntos).
Dadas las funciones f : R> — R3 y g : R3 — R? definidas por f(x,y) = (xe*™¥,x +y,eY) y
g(x,y,z) = (xcos(y + z), (x + y) cos z), se pide:

a) Calcula J(go f)(0,0) si es posible. Si no lo fuera di por qué (0.75 puntos).
b) Calcula J(f o f)(0,0) si es posible. Si no lo fuera di por qué (0.75 puntos).

c¢) (Es localmente invertible la funcién g o f localmente en torno al punto (0,0)7 En caso de
que lo sea calcula J(g o f)™(g o f(0,0)) (1 punto).

Calcula el volumen del sélido

Q={(xv,2): 25 <x*+y24+2><49,2<0,x <0} (2.5 puntos)



Ingenieria Técnica de Minas — Fundamentos Matematicos
Examen parcial del primer cuatrimestre
13 de febrero de 2008, 9.30h-12.30h

Nombre y apellidos:
Modalidad de examen elegido (primer parcial o final):
Preguntas seleccionadas tanto obligatorias como opcionales (no rellenes la puntuacién):

P. seleccionadas

Puntuacion

Instrucciones importantes ‘

1. Tienes que devolver la hoja del examen, en caso contrario no se te podra corregir.

2. Cada vez que empieces un ejercicio hazlo en una cara nueva.

3. Pon tu nombre en todos los folios y también en éste.

4. Rellena la tabla con la modalidad de examen que has elegido y las preguntas seleccionadas.
Comprueba que suman 10 puntos. En caso contrario no se te corregiran las que hagan sobrepasar

el valor de 10.

Tipo de examen | Preguntas que tienes que responder
OBLIGATORIAS 6,9,10,12
Primer parcial OPCIONALES elige preguntas entre la 1,2,3,45,7y 8
de forma que sumen 2 puntos
Final OBLIGATORIAS 9,11,13,14
OPCIONALES | elige entre responder ala 12 o0alal,la6yla4

1. Considera el conjunto de vectores S = {v; = (1,2,3),v> = (5,3,1)} C Z%. Justifica si S es
linealmente dependiente o independiente (0.5 punto).

2. Calcula (24 21)® (1 punto).

3. Demuestra, usando induccién, que f™(x) =

W para alguna funcién f(x) que debes

determinar. Para calcular la funcién candidata escribe quien es f’(x) de acuerdo a la férmula
anterior y calcula la primitiva (1.5 puntos).

4. Dada una matriz A € M7, 7(R) ;Ocurre que [7A| = 7MA| para algtin valor de h? (0.5 puntos)

5. Sea f : R — R una funcién derivable y ¢ € R tal que f'(c) = f”(c) = --- = f¥(¢) = 0. Entonces
rellena correctamente los siguientes enunciados:
a) Sik=16y f16*1)(c) = —7 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
b) Sik =15y f151)(c) = —16 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
¢) Sik=15y f151(c) = 15 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
d) Sik=16y f161(c) = 8 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
6. Calcula fﬁdx (1 punto).

7. Plantea la descomposicién en fracciones simples (sin calcular las constantes) de la fraccién ra-

cional F(x) =

13x3 +81x+3 (1 punto).

(x2+13)3 (x2+81)% (x+2)3

3.2.3.4.5.7.8



10.

11.

12.

13.

14.

. ;Qué grado tiene el polinomio del denominador de la anterior fraccién? (0,5 puntos).

. En este ejercicio consideraremos las bases canénicas de R*, B4, v de R2, [3%. Se utilizaran las

bases:

p1={(3,4),(1,0)}, p2=1{(1,0,0,0),(3,1,0,0),(2,0,1,0),(3,4,0,1)}

y la aplicacién lineal f : R8 — R* definida por:

1T 0 1 1
Mf3251(f):(0 11 2)'

Responde a los siguientes apartados:

a) Dar los valores de 1y de k (0.5 puntos).

b) Estudia si el conjunto de vectores {(3,4)p,,(13,12)} es linealmente dependiente o indepen-
diente (0.5 puntos).

¢) Calcula la matriz Mgaga (f) (0.5 puntos).
d) Calcula las ecuaciones y una base de Ker f respecto de la base 32 (0.5 puntos).

e) Calcula las ecuaciones y una base de Im f respecto de la base B2 (0.5 puntos).

5 =20
Estudia si es diagonalizable la matrizA = |1 2 0] . En caso de que lo sea se pide calcular
1T —1 3

la matriz diagonal y la matriz de paso P (2.5 puntos).

Una matriz A € Myxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = x*+x+8 ;Qué tamaifio
tiene la matriz A? ;Es diagonalizable? (0.5 puntos).

Calcula, usando desarrollos de Taylor, el limite

m arctan?(3x)% — (3x)*
x—0 log(1+ 2x%) — 2x4

(2 puntos).

Dadas las funciones f : R> — R3 y g : R3 — R? definidas por f(x,y) = (xe*™¥, x +y,eY) y
g(x,y,z) = (XCOS(y + Z‘)v (x +1J) COSZ)7 se pide:

a) Calcula J(g o f)(0,0) si es posible. Si no lo fuera di por qué (0.75 puntos).
b) Calcula J(f o f)(0,0) si es posible. Si no lo fuera di por qué (0.75 puntos).

¢) ¢ Es localmente invertible la funcién g o f localmente en torno al punto (0,0)? En caso de
que lo sea calcula J(g o f)~1(g o f(0,0)) (1 punto).

Calcula el volumen del sélido

Q={(xv,2): 25 <x*+y2+2><49,2<0,x <0} (2.5 puntos)



Ingenieria Técnica Agricola — Fundamentos Matematicos
Examen parcial del primer cuatrimestre
15 de febrero de 2008, 9.30h-12.30h

Nombre y apellidos:
Modalidad de examen elegido (primer parcial o parcial del parcial):
Preguntas que te corresponden (no rellenes la puntuacién):
Preguntas
Puntuacién

’ Instrucciones importantes ‘

1. Tienes que devolver la hoja del examen, en caso contrario no se te podra corregir.
2. Cada vez que empieces un ejercicio hazlo en una cara nueva.
3. Pon tu nombre en todos los folios y también en éste.

4. Rellena la tabla con la modalidad de examen que has elegido y las preguntas que te corresponden.
Comprueba que suman 10 puntos. En caso contrario no se te corregiran las que hagan sobrepasar
el valor de 10.

Tipo de examen Preguntas que tienes que responder
Primer parcial 1,2,3,5,6,8,9
Parcial del parcial | 4,5,7,8,9,10

1. Estudia si el conjunto de vectores {(3,4)p,,(5,3)} es linealmente dependiente o independiente
siendo 7 la base {(3,4),(1,0)} (0.5 puntos).

2. Calcula (24 21)® (1 punto).

3. Dada una matriz A € M7y 7(R) ;Ocurre que |7A| = 7MA| para algiin valor de h? (0.5 puntos)

4. Sea f:R — R una funcién derivable y ¢ € R tal que f'(c) = f”(c) = --- = fK)(¢) = 0. Entonces
rellena correctamente los siguientes enunciados:
a) Sik=16y f1¢t1)(c) = —7 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
b) Sik =15y f15F1(c) = —16 entonces ¢ es un (0.25 puntos).
¢) Sik=15y f15*1(c) = 15 entonces c es un (0.25 puntos).
d) Sik=16y f161)(c) = 8 entonces ¢ es un (0.25 puntos).

5. En este ejercicio consideraremos las bases canénicas de R?, ‘c‘, y de R?, Bg. Se utilizarédn las
bases:
B] :{(3)4)’ (])O)}) [52 :{(])O)O?O)) (3)])070)) (2?0?]’0)) (3)4’0’1)}

y la aplicacién lineal f : R8 — R5* definida por:

101 1
Mﬁzﬁ1(f):<o 11 2)'

Responde a los siguientes apartados:

a) Dar los valores de 1y de k (0.5 puntos).

3.2.3.4.5.7.8



10.

b) Calcula la matriz Mgaga (f) (1 punto).
c¢) Calcula las ecuaciones y una base de Ker f respecto de la base 3, (0.5 puntos).

d) Calcula las ecuaciones y una base de Im f respecto de la base B2 (0.5 puntos).

5 =20
. Estudia si es diagonalizable la matrizA = |1 2 0] . En caso de que lo sea se pide calcular
1T -1 3

la matriz diagonal y la matriz de paso P (2.5 puntos).

Una matriz A € My xn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = x*+x+8 ;Qué tamafio
tiene la matriz A7 ;Es diagonalizable? (1 punto).

. Calcula, usando desarrollos de Taylor, el limite

m arctan?(3x)% — (3x)*
x—0 log(1+ 2x4) — 2x4

(2 puntos).

. Calcula el drea de la figura plana limitada por las gréficas de f(x) = x*4+2x y de g(x) = —x?+x+1

(1 punto).

Calcula el volumen de un cono de altura h = 3 y radio de la base v =7 (2.5 puntos).



Fundamentos Matematicos

UNIVERSIDAD POLITECNICA de la Ingenieria
DE CARTAGENA I.T. Agricola

Examen final

Depto. de Matematica Aplicada y Estadistica (04-07-2008)

Observaciones

1.
2.

Parte del primer parcial ‘

El ejercicio 2 es obligatorio.

Tienes que optar por elegir entre el 1 y el 4 o el 3.

Ejercicio 1 (Cuestiones, 1 punto).

(1.1).

(1.2).

(1.3).
(1.4).

(1.5).

Considera el conjunto de vectores S = {(1,2,3),(3,1,4)} C Z2. Justifica, usando la definicién,
si S es linealmente dependiente o independiente.

Sea f : R®™ — R™ una aplicacién lineal con n y m nimeros naturales. Demuestra que si v € Ker f
y a € R entonces av € Ker f.

Pon la férmula del binomio de Newton, es decir, (a +b)" =.......

Sea g : R1989 — R2007 ynga aplicacién lineal y sean 1, 32, 33, B4 bases de R v 35, B¢, 57, s
bases de R?%°7 Se pide que completes los cuadrados vacios de las siguientes férmulas con matrices
apropiadas:

a) Mg s, (9) = Mg, Mono(g) Ma,o;
b) Mg,s,(9) = MooMp, g, (9) Moo

De una matriz A sabemos que tiene como polinomio caracteristico a p(z) = (2 +16)(z —5)?(x +
5). Calcula o4 y justifica si la matriz A es diagonalizable o no lo es.

Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 2 puntos). Sea f : R? — R? una aplicacién lineal de la que

1 1 =2

sabemos que Mgsgs(f) =1 0 a | yque(1,1,1) € Ker f. Se pide:

(2.1).
(2.2).
(2.3).

(2.4).

(2.5).
(2.6).

0 0 b

Calcula la expresién analitica de f, es decir, calcular f(z,y, 2).
Encuentra los valores a y de b.

Encuentra la dimensién, una base y las ecuaciones respecto a la base candnica del subespacio
Ker f.

Demuestra que 3 = {v; = (1,1,1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} es una base de R? y calcula
Mpgp(f)-

Encuentra la dimension, una base y las ecuaciones respecto a la base (3 del subespacio Ker f.

Calcula f((x,y, 2)g), expresando sus coordenadas en la base 3.

Ejercicio 3 (Calculo de limites, 3 puntos). Calcula el limite siguiente utilizando desarrollos de
Taylor

(%" = 1)sen(2z°)
lim
—0 x°log(1l 4 3x3)

Ejercicio 4 (Integracién de una variable, 2 puntos). Calcula el drea acotada por las curvas
D)

o~ o~



Parte del segundo parcial

Ejercicio 5. Halla el punto de la curva interseccién del plano = + 2y + z = 10 con el paraboloide
2z = 22 + y? que estd més préximo al origen.

Ejercicio 6. Demuestra que el valor de la integral de la funcién /a? — 2 — y2 sobre el recinto plano
D C R? dado en coordenadas polares como

D={(r0):—n/2<0<m/2, 0<r<asenf},

3 <37T - 4) .
9
Ejercicio 7. Supén que la temperatura en un punto (x, v, 2) € R? viene dada por T(z,y, z) = 80/(1+

22 4+ 2y? + 32%), en donde T se mide en °C' y x,y,z en metros. ;En qué direccién aumenta més
rapidamente la temperatura en el punto (1,1, —2) ;Cudl es el valor de la maxima razén de aumento?

es exactamente

Ejercicio 8. Resuelve la ecuacion diferencial

2xy + 2y% + (22 + 2+ dxy)y = 0.



Ingenieria Técnica de Obras Piblicas — Fundamentos Matematicos

Examen parcial del primer cuatrimestre
8 de julio de 2008, 9.30h-12.30h

Nombre y apellidos:
Modalidad de examen elegido (primer parcial o final):

Preguntas | 1 2 3 4 ) 6 7 8 Total
Puntuacién

2
3

4.

Instrucciones importantes

Tienes que devolver la hoja del examen, en caso contrario no se te podra corregir.
Pon tu nombre en todos los folios y también en éste.
Los que se presenten sélo al primer parcial tienen que responder todas las preguntas.

Los que se presenten al final s6lo tienen que responder a las preguntas 2,4a,4b,5,8.

Sea f: R — R una funcién derivable y ¢ € R tal que f'(¢c) =f"(c) =---=fK(c)=0.Sik =3
y 371 (¢) = —5 entonces ¢ es un (1 punto).
Solucién:

¢ es un maximo relativo.

Calcula una base del subespacio vectorial H = {(x,y,z,t) : x+y+z+t=0,x—y = 0} (I punto).
Solucidén:
Las ecuaciones asociadas al subespacio vectorial son:

X+y+z+t=0
x—y =0

Es rutinario comprobar que este sistema tiene rango 2. Asi que dimIm f =4 —2 = 2 y bas-
tara con dar dos vectores de R* linealmente independientes, que satisfagan las ecuaciones para
que constituyan una base:

Blmf :{(]>_])O)O)) (O)O)_])])}

. Una matriz A € Muxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = x>+x+8 ;Qué tamafio

tiene la matriz A? ;| Es diagonalizable? ;Por qué? (1 punto).

Solucién:

La matriz tiene tamano 2 x 2 y no puede ser diagonalizable porque el polinomio caracteristico
—1£v/-=31

.

tiene raices complejas, en concreto

En este ejercicio consideraremos las bases candnicas de R?, g, y de R?, [3%. Se utilizaran las
bases:

p1={(1,4),(1,0)}, p2=1{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(2,0,1,0),(3,4,0,1)}

y la aplicacién lineal f : R* — R? definida por:

1T 0 1 1
Mf52f31(ﬂ:<0 1 1 2)'

Responde a las siguientes cuestiones:

1.2.3.4.5.7.8



a) Calcula Mgapa(f). (1 punto).
Solucién:
Usando la relaciéon Mga g2 (f) = Mgz, Mg, 6 (f)iMg, pa se obtiene:

1. 0 0 0
Mfﬁé‘ﬁ%(f):<4 —4 —4 8)

b) Escribe un vector, v, que esté en Ker f expresando sus coordenadas en (3 (1 punto).
Solucién:

Un vector (x,y,z,t)pg, pertenece Ker f si Mg, g, (f)(x,u,z,t)* = 0, es decir:

x+z+t=0
{ y+z+2t=0.
Asi que por ejemplo v = (0,1,1,—1)g, estd en Ker f.
¢) Escribe un vector, w, que esté en Im f expresando sus coordenadas en [3% (1 punto).
Solucién:
Sabemos que dimIm f =4 — dim Ker f =4 — 2 = 2 (f{jate por las ecuaciones del apartado

anterior que dim Ker f = 2), asi que Im f = R? y por lo tanto cualquier vector de R? estd en
Im f. Como respuesta damos w = (0, 1).

5. Una matriz A € Mnxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = (x—1)(x—8), ademés
dim Vg = 1 ;Qué tamano tiene la matriz A? ;Es diagonalizable? ;Por qué? (1 punto).
Solucién:

El tamafio de la matriz es 2 x 2.
La matriz es diagonalizable porque en su espectro sélo estdn los nimeros reales 1y 8 (con

multiplicidades respectivas 1y 1) y ademés:

» dimVy; =m(1) =1 (la dimensién y la multiplicidad siempre coinciden cuando la tltima es
1).
s dimVg=m(8) =1.
6. Considera el conjunto de vectores S = {v; = (1,2,3),v2 = (5,3,1)} C Z3. Justifica si S es
linealmente dependiente o independiente (1 punto).
Solucién:

Son linealmente dependientes porque  5vq + 6v, = (0,0, 0).

7. Calcula (2 + 21)® (1 punto).
Solucién:
El nimero complejo tiene médulo al cuadrado v = v/8 y argumento 6 = 7. Asi que (2 + 2i)8 =
18(cos 80 4 isen 80) = 4096(cos(2m) + isen(27m)) = 4096.

8. Calcula, usando la definicién, el desarrollo de Taylor de orden 2, centrado en a = 0 de la funcién
f(x) = cos(x?) (1 punto).
Solucién:

Como nos dicen que usemos la definicién aplicaremos la igualdad:

.f//

Py(x) = f(a) + f'(a)(x — a) +

para la funcién f(x) = cos(x?) y a = 0.

Calculamos las derivadas (hay que hacerlo explicitamente) y obtenemos f'(0) = f”(0) = 0. Como
ademads f(0) = 1 se tiene finalmente:

Pa(x) = 1.



Ingenieria Técnica de Obras Publicas — Fundamentos Matematicos
Examen parcial del primer cuatrimestre
8 de julio de 2008, 9.30h-12.30h

Nombre y apellidos:
Modalidad de examen elegido (primer parcial o final):

Preguntas | 1 2 3 4 ) 6 7 8 Total
Puntuacién

Instrucciones importantes

1. Tienes que devolver la hoja del examen, en caso contrario no se te podra corregir.
2. Pon tu nombre en todos los folios y también en éste.
3. Los que se presenten sélo al primer parcial tienen que responder todas las preguntas.

4. Los que se presenten al final sélo tienen que responder a las preguntas 2,4a,4b,5,8.

1. Sea f : R — R una funcién derivable y ¢ € R tal que f'(c) = f"(c) =--- =fM(c) =0.Sik =7
y f7+1)(c) = —9 entonces c es un (1 punto).
Solucién:

¢ es un maximo relativo.

2. Calcula una base del subespacio vectorial H = {(x,y,z,t) : x+y+z+t =0,x—y = 0} (1 punto).
Solucién:
Las ecuaciones asociadas al subespacio vectorial son:

x+y+z+t=0
x—y=0

Es rutinario comprobar que este sistema tiene rango 2. Asi que dimIm f =4 —2 = 2 y bas-
tard con dar dos vectores de R* linealmente independientes, que satisfagan las ecuaciones para
que constituyan una base:

BIm f= {(1v_])0»0)a (O)O,_]) 1)}
3. Una matriz A € My «n(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = x2+x+7 ;Qué tamano
tiene la matriz A? ;jEs diagonalizable? ;Por qué? (1 punto).
Solucién:
La matriz tiene tamafio 2 x 2 y no puede ser diagonalizable porque el polinomio caracteristico

=1tV =27
> .

tiene raices complejas, en concreto

4. En este ejercicio consideraremos las bases canénicas de R?, f{, y de R?, [3%. Se utilizaran las
bases:

p1={(2,5),(1,0)}, p2=1{(1,0,0,0),(2,1,0,0),(3,0,1,0),(4,5,0,1)}

y la aplicacién lineal f : R* — R? definida por:

1.0 1 1
M52f51(”:(o 11 z>'

Responde a las siguientes cuestiones:

2.3.4.5.1.11.7



a) Calcula Mgapa(f). (1 punto).
Solucién:
Usando la relaciéon Mga g2 (f) = Mgz, Mg, 6 (f)iMg, pa se obtiene:

2 -3 -3 1N
Mﬁ‘c‘ﬁ%(ﬂ:<5 —10 —10 35)

b) Escribe un vector, v, que esté en Ker f expresando sus coordenadas en (3 (1 punto).
Solucién:

Un vector (x,y,z,t)pg, pertenece Ker f si Mg, g, (f)(x,u,z,t)* = 0, es decir:

x+z+t=0
{ y+z+2t=0.
Asi que por ejemplo v = (0,1,1,—1)g, estd en Ker f.
¢) Escribe un vector, w, que esté en Im f expresando sus coordenadas en [3% (1 punto).
Solucién:
Sabemos que dimIm f =4 — dim Ker f =4 — 2 = 2 (f{jate por las ecuaciones del apartado

anterior que dim Ker f = 2), asi que Im f = R? y por lo tanto cualquier vector de R? estd en
Im f. Como respuesta damos w = (0, 1).

5. Una matriz A € Mnxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = (x—2)(x—9)?, ademés
dim Vo = 2 ;Qué tamano tiene la matriz A? ;Es diagonalizable? ;Por qué? (1 punto).
Solucién:

El tamafio de la matriz es 3 x 3.
La matriz es diagonalizable porque en su espectro sélo estdn los nimeros reales 2 y 9 (con

multiplicidades respectivas 1y 2) y ademés:

» dimV; =m(2) =1 (la dimensién y la multiplicidad siempre coinciden cuando la tltima es
1).
s dim Vo =m(9) = 2.
6. Considera el conjunto de vectores S = {vi = (1,2,3),v2 = (9,7,5)} C Z3,. Justifica si S es
linealmente dependiente o independiente (1 punto).
Solucién:

Son linealmente dependientes porque  9vq + 10v, = (0,0, 0).
7. Calcula (3 + 31)® (1 punto).

Solucién:
El niimero complejo tiene médulo al cuadrado r = +/18 y argumento 0 = 7. Asf que (3 + 31)8 =
18(cos 80 4 isen 80) = 104976(cos(27) + isen(2m)) = 104976.

8. Calcula, usando la definicién, el desarrollo de Taylor de orden 2, centrado en a = 0 de la funcién
f(x) = cos(x?) (1 punto).
Solucién:

Como nos dicen que usemos la definicién aplicaremos la igualdad:

.f//

Py(x) = f(a) + f'(a)(x — a) +

para la funcién f(x) = cos(x?) y a = 0.

Calculamos las derivadas (hay que hacerlo explicitamente) y obtenemos f'(0) = f”(0) = 0. Como
ademads f(0) = 1 se tiene finalmente:

Pa(x) = 1.



EXAMEN PARCIAL
FUNDAMENTOS MATEMATICOS
PRIMER CURSO DE INGENIERIA TECNICA DE OBRAS PUBLICAS

Apellidos y Nombre:

1. Calcula el area del sélido de revolucién que resulta de girar la grafica de f(z) = 21/5 con

0 < x < 2 alrededor del eje x.

2. Dada la funcién f(z,vy,z) = 2%y? + o’z 4 ay’z siendo @ un nimero real arbitrario, ;jpara
qué valores de a el gradiente de f en (1,—2,0) es perpendicular a (1, —1,1)? ;Para qué val-
ores de a %(0, 1,1) es cero?

223y

3. Halla [ [, %dmdy donde A = {(z,y,2) € R3: 22 + 92 <3, x>0, y < 0}.

4. Calcula los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = 22 + y? +  en el conjunto

A={(z,y) eR*: 2% +¢y* <4, x>0}



Ingenieria Técnica de Minas — Fundamentos Matematicos

Examen parcial del primer cuatrimestre
9 de julio de 2008, 9.30h-12.30h

Nombre y apellidos:
Modalidad de examen elegido (primer parcial o final):

Preguntas | 1 2 3 4 ) 6 7 8 Total
Puntuacién

2
3

4.

Instrucciones importantes

Tienes que devolver la hoja del examen, en caso contrario no se te podra corregir.
Pon tu nombre en todos los folios y también en éste.
Los que se presenten sélo al primer parcial tienen que responder todas las preguntas.

Los que se presenten al final sélo tienen que responder a las preguntas 2,4a,4b,5,8.

Sea f: R — R una funcién derivable y ¢ € R tal que f'(c) =f"(c)=---=fK(c)=0.Sik =3
y f3+1)(c) = —5 entonces ¢ es un (1 punto).
Solucién:

¢ es un maximo relativo.

Calcula una base del subespacio vectorial H = {(x,y,z,t) : x+y+z+t=0,x—y = 0} (I punto).
Solucién:
Las ecuaciones asociadas al subespacio vectorial son:

XxX+y+z+t=0
x—y=0

Es rutinario comprobar que este sistema tiene rango 2. Asi que dimIm f =4 —2 = 2 y bas-
tara con dar dos vectores de R* linealmente independientes, que satisfagan las ecuaciones para
que constituyan una base:

BImf :{(1>7])0)0)) (0)0)7])])}

. Una matriz A € Mnxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = x> +x+8 ;Qué tamao

tiene la matriz A? ;jEs diagonalizable? ;Por qué? (1 punto).
Solucién:
La matriz tiene tamano 2 X 2 y no puede ser diagonalizable porque el polinomio caracteristico

tiene raices complejas, en concreto _]% V=31

En este ejercicio consideraremos las bases canénicas de R* B2 y de R?, (3%. Se utilizardn las
bases:

p1={(3,4),(1,0)}, p2=1{(1,0,0,0),(3,1,0,0),(2,0,1,0),(3,4,0,1)}

y la aplicacién lineal f : R* — R? definida por:

1011
Mf32‘31m:<0 11 2)‘

Responde a las siguientes cuestiones:



a) Calcula Mgsga (). (1 punto).
Solucién:

Usando la relacion Mgs B%(ﬂ = Mag23, Mg, , (Mg, pa se obtiene:

3 -8 —2 28
Mﬁéﬁ%(f):<4 12 —4 4o>

b) Escribe un vector, v, que esté en Ker f expresando sus coordenadas en 3 (1 punto).
Solucién:
Un vector (x,y,z,t)p, pertenece Ker f si Mg, g, (f)(x,u,z,t)* = 0, es decir:

x+z+t=0
y+z+2t=0.

Asi que por ejemplo v = (0,1,1,—1)a, estd en Ker f.

c¢) Escribe un vector, w, que esté en Im f expresando sus coordenadas en [3% (1 punto).
Solucién:
Sabemos que dimIm f =4 — dimKer f =4 — 2 = 2 (f{jate por las ecuaciones del apartado

anterior que dim Ker f = 2), asi que Im f = R? y por lo tanto cualquier vector de R? est4 en
Im f. Como respuesta damos w = (0, 1).

5. Una matriz A € Mnxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = (x — 3)(x — 10)3,

ademds dim V7o = 3 ;Qué tamano tiene la matriz A7 ;Es diagonalizable? ;Por qué? (1 punto).
Solucidén:

El tamafio de la matriz es 4 x 4.

La matriz es diagonalizable porque en su espectro sélo estdn los nimeros reales 3 y 10 (con

multiplicidades respectivas 1y 3) y ademés:

» dim V3 =m(3) =1 (la dimensién y la multiplicidad siempre coinciden cuando la tltima es
1).

L] dimV]o = m(10) =3.

. Considera el conjunto de vectores S = {v; = (1,2,3),v> = (5,3,1)} C Z%. Justifica si S es

linealmente dependiente o independiente (1 punto).

Solucién:

Son linealmente dependientes porque  5vq + 6v, = (0,0, 0).

. Calcula (2 +21)® (1 punto).

Solucién:

El nimero complejo tiene médulo al cuadrado r = v/8 y argumento 6 = % Asi que (2 + 2i)8 =
18(cos 80 4 isen 80) = 4096(cos(27) + isen(27)) = 4096.

. Calcula, usando la definicion, el desarrollo de Taylor de orden 2, centrado en a = 0 de la funcién
f(x) = cos(x?) (1 punto).

Solucion:

Como nos dicen que usemos la definicién aplicaremos la igualdad:

Py(x) = f(a) +f'(a)(x —a) +

para la funcién f(x) = cos(x?) y a = 0.

Calculamos las derivadas (hay que hacerlo explicitamente) y obtenemos f’(0) = f”(0) = 0. Como
ademads f(0) = 1 se tiene finalmente:



EXAMEN FINAL (Segundo cuatrimestre)
FUNDAMENTOS MATEMATICOS
PRIMER CURSO DE INGENIERIA TECNICA DE MINAS

Apellidos y Nombre:

1. Halla la integral
/6
/ sen®(x)dx
0

2. Considera la funcién f(z,y) = 69”,2_?/2. Calcula el plano tangente a la gréifica de f en el

punto (1,—1). Calcula también %(1,0).
3. Halla [ [, e~ @) dady donde A = {(z,y) € R?: 22+ y2 <4, z < 0}.

4. Calcula los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = 22 — y? + z en el conjunto

A={(z,y) eR?: 22 +y*> <4, y > 0}.



Fundamentos Matematicos

UNIVERSIDAD POLITECNICA de la Ingenieria

DE CARTAGENA I.T. Agricola
Examen final

Depto. de Matematica Aplicada y Estadistica (04-07-2008)

’Parte del primer parcial

Ejercicio 1 (Cuestiones, 1 punto).

(1.1). Considera el conjunto de vectores S = {(1,2,3),(3,1,4)} C Z3. Justifica, usando la definicién,
si S es linealmente dependiente o independiente.

(1.2). Sea f:R™ — R™ una aplicacién lineal con n y m ntimeros naturales. Demuestra que si v € Ker f
y « € R entonces av € Ker f.

(1.3). Pon la férmula del binomio de Newton, es decir, (a +b)" =.......

(1.4). Sea g : R — R2007 yna aplicacién lineal y sean (1, 32, 33, B4 bases de R y 35, 86, 57, Bs
bases de R?%07, Se pide que completes los cuadrados vacios de las siguientes férmulas con matrices
apropiadas:

a) Mp,p,(9) = Mg, Moo (9) Mp,o;
b) Mg, 4 (9) = MooMg, g, (9)Moo.

(1.5). De una matriz A sabemos que tiene como polinomio caracteristico a p(x) = (22 +16)(z —5)?(x +
5). Calcula o4 y justifica si la matriz A es diagonalizable o no lo es.

Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 2 puntos). Sea f : R?> — R? una aplicacién lineal de la que

1 1 =2
sabemos que Mgsgs(f) = (1 0 a | yque(1,1,1) € Ker f. Se pide:
0 0 b

(2.1). Calcula la expresion analitica de f, es decir, calcular f(z,y, 2).
(2.2). Encuentra los valores a y de b.

(2.3). Encuentra la dimensién, una base y las ecuaciones respecto a la base canénica del subespacio

Ker f.

(2.4). Demuestra que 3 = {v; = (1,1,1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} es una base de R3 y calcula
Mps(f)-

(2.5). Encuentra la dimensién, una base y las ecuaciones respecto a la base  del subespacio Ker f.

(2.6). Calcula f((x,y,2)g), expresando sus coordenadas en la base 3.

Ejercicio 3 (Integracién de una variable, 2 puntos). Calcula el drea acotada por las curvas
y=sen’z,y=0,2=0y z=m.



Parte del segundo parcial

. [1.25P] Calcula el valor de la integral

/ (xseny)dzdy
D

donde D es el cuadrante de corona circular limitado por los semiejes OX+ y OY ™ y las circun-
ferencias de centro el origen y radios Ry 7.

. [0.5P] Plantea el calculo de la siguiente integral:

/D (z + 2y)dA

donde D es la regién limitada por las pardbolas y = 222 y y = 1 + 22,

. [1P] Supén que la temperatura en un punto (x,y, z) € R? viene dada por T'(z,y, z) = 8022/(1 +
22 + 2y? + 32%), en donde T se mide en °C' y z,%,z en metros. ;En qué direccién aumenta
més rapidamente la temperatura en el punto (1,1, —2) ;Cudl es el valor de la méxima razén de
aumento?

. [1.25P] De entre todos los puntos pertenecientes a la interseccién del paraboloide z = 22 + 32 y
del plano x + 2y + z = 10, se pide determinar cudles se encuentran a menor o mayor distancia
del origen, asi como dichas distancias.

. [1P] Resuelve la ecuacién diferencial

2zy + 2% + (2% 4+ 2 + 4zy)y’ = 0.



Ingenieria Técnica de Obras Piublicas — Fundamentos Matematicos
Examen final
17 de septiembre de 2008, 9.30h-12.30h

’Parte del primer parcial

Ejercicio 1 (Cuestiones, 2 puntos).

(1.1). Considera el conjunto de vectores S = {(1,2,3),(3,1,4)} C Z3. Justifica, usando la definicién,
si S es linealmente dependiente o independiente.

(1.2). Sea f : R™ — R™ una aplicacién lineal con n y m niimeros naturales. Demuestra que si v € Ker f
y a € R entonces av € Ker f.

Ejercicio 2 (Aplicaciones lineales, 2 puntos). Sea f : R? — R? una aplicacién lineal de la que

1 1 =2
sabemos que Mgsgs(f) = (1 0 —1] . Se pide:
0 0 O

(2.1). Encuentra la dimensién, una base y las ecuaciones respecto a la base canénica del subespacio
Ker f.

(2.2). Demuestra que 3 = {v; = (1,1,1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} es una base de R3 y calcula
Mg (f)-

(2.3). Encuentra la dimensién, una base y las ecuaciones respecto a la base  del subespacio Ker f.

(2.4). Calcula f((x,y,2)g), expresando sus coordenadas en la base f3.

Ejercicio 3 (Espacios vectoriales, 1 punto). Calcula una base del espacio vectorial H = {(z,y, z,t,u) €
R®:z—y=0}



Ingenieria Técnica de Minas — Fundamentos Matematicos
Examen final
10 de septiembre de 2008, 9.30h-12.30h

Nombre y apellidos:
Modalidad de examen elegido (primer parcial o final):

Preguntas |1 2 3 4 5 6 7 Total
Puntuacién

1. En este ejercicio consideraremos las bases canénicas de R* B2, y de R?, {3%. Se utilizaran las
bases:

B1=1{(3,4),(1,0)}, p.=1{(1,0,0,0),(3,1,0,0),(2,0,1,0),(3,4,0,1)}

y la aplicacién lineal f : R* — R? definida por:

1011
Mﬁzﬁ1(f)_<o 11 z>'

Responde a las siguientes cuestiones:

a) Calcula Mgaga(f). (1 punto).

b) Escribe un vector, v, que esté en Ker f expresando sus coordenadas en 3, (1 punto).

2. Una matriz A € Munyxn(R) tiene como polinomio caracteristico a pa(x) = (x — 3)(x — 10)3,
ademds dim V7o = 3 ;Qué tamano tiene la matriz A7 ;Es diagonalizable? ;Por qué? (1 punto).

3. Calcula una base del subespacio vectorial H = {(x,y,z,t) : x—y+z—t =0,x—z =0} (1 punto).

4. Calcula, usando la definicion, el desarrollo de Taylor de orden 2, centrado en a = 0 de la funcién
f(x) = e (1 punto).



ITM- Fundamentos Matematicos
17 de enero de 2009, 9.30h-12.30h

Modalidades de examen

1. Preguntas que responden los que realizan el primer parcial entero: todas.

2. Preguntas que responden los que realizan una parte del primer parcial: de la 6 a la 10, ambas
inclusive. En este caso la puntuacion de las preguntas es doble.

3. Preguntas que responden los que realizan el examen final: 4, 5, 7, 8 y 10.

Nombre y apellidos del alumno:
Fila y columna en la que se encuentra sentado: F , C
Modalidad de examen elegido (primer parcial entero, parte del primer parcial o final):

Preguntas | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
Puntuacién

En esta tanda de ejercicios consideramos los vectores de R*, R? y R? que siguen:
up = (1,1,1,1), ue = (1,1,1,0), ug = (1,1,0,0), ug = (1,0,0,0),
v = (1,0,0), vo = (1,1,0), v3 = (0,0,1), vg = (1,1,1), vs = (1,2, 1),
wy = (1,1), wy = (1,0), wz = (0,1).
Y definiremos los conjuntos
B = {v1,va,v3}, B2 = {v3,v4,v5}, B3 = {w1, wa},
Ba = {wr,ws}, Bs = {u1,uz,us, us}, B = {us, ua,u1,uz + 2us}.

1. Calcula [ mdx (1 punto).

Solucion:

1 1 1 1
/x2+2x+3d"”:/<x+1>2+3—1d“ /<}> o

_|_
:n—1—1> 1 arcta < T >
—_= —— ar 1 .

V2 V2 2

2. Calcula las matrices de cambio de base Mg, 3, v Mp,g, (1 punto).

5 acan
= 7 arctan

Solucion:
= Como
Uz = (0 0, 1,0)[35
Uy = (O 0,0, 1)/55
= (1,0,0,0),
U + QU3 = (0, 1,2, 0)55
tenemos que:
0010
0 0 0 1
Mﬁ5ﬂ6 - 1 0 0 2
01 00

1.-6887.2184.-1.1.1.1.4.7.7 Examen 1



= Como

Uy = (07 07 1a O)ﬁe

Uz = (_2707()’ 1)ﬁ6

us = (17070a0)ﬁ6

Uyqg = (O) 17 Oa 0)56

tenemos que:

0 -2 1 0
0 0 01
Mﬂ6/@5 = 1 O O 0
0 1 0 0

. Considera el conjunto de vectores S = {(2,1,2),(5,6,5)} C Z3. Justifica si S es linealmente dependi-
ente o independiente (1 punto).

Solucién:

Son linealmente dependientes porque (2,1,2) + (5,6,5) = (0,0,0).

. Calcula las ecuaciones del subespacio W = {(z,y, z,t), : 2¢ +y+ 2z = 0,2 + 2y = 0} respecto de la
base (5 (1 punto).

Solucién:

Sea (z,y,2,t), € W, primero pasamos las coordenadas de este vector a la base 5. De los siguientes
calculos resultan el cédlculo de las citadas coordenadas

(a:,y,z,t)g5 = [Mﬂb‘ﬁs (x7y727t)tﬁ5]t = (_2y + z,t,x,y)gﬁ ceWw.

Asi que las ecuaciones de W solicitadas son:

W ={(z,y,2,t)p, : —dy +x+ 22+t = 0,2+ 2t = 0}.

. Sea T ={(z,y,2,t) : y+ z=0,2z = 0}, calcula una base y la dimensién de T' (1 punto).

Solucién:

Calculamos primero la dimensién de T: dim 7' = dim R* — rgA7 = 4 — 2 = 2. Ahora una base de T es
Br ={(1,0,0,0),(0,0,0,1)}.

. Una aplicacién lineal f : R?> — R® ;puede ser un epimorfismo? ;Por qué? En caso afirmativo pon un
ejemplo (1 punto).

Solucién:

Usamos la relacién 2 = dim R? = dim Ker f+dimIm f. Si f fuera un epimorfismo entonces dim Im f =
5y entonces 2 = dim Ker f+5, pero esto no es cierto porque dim Ker f no puede ser negativa. Asi que
f no puede ser un epimorfismo.

. (Para qué valores de la constante h la aplicacién lineal f : R® — R? definida por Mpgsgs(f) =

1 01
h 1 1] esinyectiva? (0.5 puntos).
1 11

Solucién:

Para que la aplicacion sea inyectiva se tiene que verificar que 0 = dimKer f = 3 — dimIm f =
3 —rgMpgsgs(f), es decir rgMpsgs(f) = 3.

El determinante de la matriz A = Mpgsgs(f) es —1 + h, asf que rgA = 3, y por lo tanto f es inyectiva,
siy s6lo si h # 1.

. Toma h = 2 en el ejercicio anterior y calcula una base de Ker f y otra de Im f (1 punto).

Solucién:

Usando la resolucién del apartado anterior tenemos que rgMgsgs (f) =3 con lo cual dimIm f =3y
dimKer f = 0. Por lo tanto la base de Ker f es Oker f = . Como base de Im f damos la base candnica
de R3.



9.

10.

Calcula una aproximacién de log(1,001) usando un desarrollo de orden 3. Estima el error cometido (1
punto).

Solucién:
Usamos la funcién f(z) = log z y hacemos un desarrollo de orden 3 centrado en el punto a = 1 usando

que f(1) =0, f/(1) = 1, f"(1) = —1, f"(1) = 2:
(z—1?  (@—1)

= — 1 —
pafe) = (o= 1) - Sl E
Asi que la aproximacion solicitada es
3 3 1079 107
log(1,0001) = f(1+107°) =10"+ 2 + 3 = 0,001000500333.

Estimamos ahora el error cometido, como siempre & € (1,14 1073) y

. (4) - _ —12 —12 —12 —12
E=|Ri(1+1073)| = f4!(£)(10 3)4 :’?46‘104! 25%104! §%104! _ 104

2
Justifica si es o no diagonalizable la matriz A = 0 . En caso afirmativo encuentra una
-1

matriz diagonal y la matriz de paso P (1.5 puntos).

=N O
= o O

Solucion:

El polinomio caracterfstico de la matriz A es  pa(z) = (z — 2)*(z — 1). Como m(1) =1 =dimV; y
se puede comprobar facilmente que m(2) = 2 = dim V5 tenemos que la matriz A es diagonalizable.

Se puede calcular con facilidad las bases gy, = {(1,1,0),(0,1,1)} v By, = {(0,0,1)}, asi que D =
2 00 1 00
020|yP=[110
0 0 1 0 1 1



ITA— Fundamentos Matematicos
21 de enero de 2009, 9.30h-12.30h

Modalidades de examen

1. Preguntas que responden los que realizan el primer parcial entero: todas.

2. Preguntas que responden los que realizan una parte del primer parcial: de la 6 a la 10, ambas
inclusive. En este caso la puntuacién de las preguntas es doble.

3. Preguntas que responden los que realizan el examen final: 4, 5, 7, 8 y 10.

Nombre y apellidos del alumno:
Fila y columna en la que se encuentra sentado: F , C
Modalidad de examen elegido (primer parcial entero, parte del primer parcial o final):

Preguntas | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
Puntuacion

En esta tanda de ejercicios consideramos los vectores de R* que siguen:
Uy = (1> 1> 17 1)7 Uz = (17 1> 170)7 us = (17 17 an)a Ug = (17 07 070)1
y definiremos los conjuntos

Bs = {u1,u2,us3,us}, Bo = {us, ua, ur,us + 2us}, By = {us + Tua, ua, us, u1 }.

1. Demuestra, usando induccién, que 1 +7+ 72+ 73+ .. . + 7" = 1_17_n7+ ’ para cualquier ntimero natural
n (3 puntos).

Solucion:

(1+7)(1-7) _ 1-72
1-7 - 1-7>

Ahora suponemos que la férmula es cierta para un ntimero natural n (hipétesis de induccién) y la
probamos para el namero n + 1.

Para n = 1 la féormula nos dice que 1 + 7 =

luego es cierta.

1
1+7+72+73+---+7”+7”+1:T7

1— 7n+1 7n+1 _ 7n+2 1— 7n+2

1-7 + 1-7  1-7

Asi que la férmula se satisface para el nimero n + 1 y por lo tanto por el principio de induccién para
cualquier nimero natural.

1 4
2. Calcula [ =&=dx (1 puntos).
Solucidn:
Haciendo el cambio de variable ¢ = log x tenemos que dt = %‘T y

log* to log®
/Og $dx:/t4dt:+K: T, K
T 5 5

3. Calcula las matrices de cambio de base Mga,3, ¥ Mpa,, (1 punto).

Solucion:

1.-6887.2184.-1.1.1.1.4.7.7 Examen 1



= Como

uz = (0,0,1,0),
ug = (0,0,0,1),
= (1,0,0,0)
( )

UQ+2U3 =(0,1,2,0 Bs

tenemos que:

M/BE)/BG =

O = OO
o O O
o O O
SN = O

= Como
uy = (07 07 1a O)ﬁ()
Uz = (_27 07 Oa 1)ﬁ6
uz = (17 07 Oa 0)56
Uyqg = (O) 17 Oa 0)56

tenemos que:

0 -2 10
0 0 01
Mﬁ(}ﬁS: 1 0 O O
01 00

4. Calcula las ecuaciones del subespacio W = {(z,y,2,t)g, : 2c +y + 2 = 0,2 + 2y = 0} respecto de la
base (35 (1 punto).

Solucion:
Sea (z,y,2,t)g, € W, primero pasamos las coordenadas de este vector a la base 3. De los siguientes
calculos resultan el calculo de las citadas coordenadas

(x,y, 2, t) 35 = [Mpgps (2,9, 2, t)&)] = (-2y+z,t,x,y)3, € W.

Asi que las ecuaciones de W solicitadas son:

W ={(z,y,2,t)3, : —dy+ax+t+22=0,2+2t=0}.

5. Calcula las ecuaciones respecto de la base canénica de R?* del subespacio S =< uq,2u; + 3ug >. Da
una base de S expresando sus vectores en coordenadas respecto a la base 37. (1 punto).

Solucion:

Sea (z,y,z,t) € S, entonces

(z,y,2,t) = aur + B(2uy + 3uz) = (o + 28)us + 3Bus = (a + 56, + 56, a + 506, + 33)
sr=y=z=a+30t=a+30

Como sélo necesitamos dimR* — dim S = 2 ecuaciones, basta con eliminar los pardmetros y obtener:

S={(x,y,2,t) :x—y =0,z — z=0}.
Ahora damos la base de S:

Bs = {u1,2u1 + 3U2} = {(0,0,0, 1)/@7, (0,0,3,2)57}.

6. Una aplicacién lineal f : R? — R? es monomorfismo ;Puede ocurrir que no sea un isomorfismo? ;Por
qué? En caso afirmativo pon un ejemplo (1 punto).

Solucion:

Usamos la relacién 2 = dimR? = dimKer f 4+ dimIm f. Como f es un monomorfismo entonces
dimKer f =0y entonces 2 = 0+ dimIm f, por lo tanto dimIm f =2 y f es suprayectiva. Asi que f
es biyectiva y por lo tanto un isomorfismo.



7.

10.

;Para qué valores de la constante h la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por Mﬁgﬁg( f) =
1 01
h 1 1| essuprayectiva? (0.5 puntos).
111

Solucidn:

Para que la aplicacion sea suprayectiva se tiene que verificar que 3 = dim Imf = rgM, 333 (f)-

El determinante de la matriz A = Mgsgs(f) es —1+h, asf que rgA = 3, y por lo tanto f es suprayectiva,
siy sélo si h # 1.

Calcula el area de la superficie de una esfera de radio R = 2.

Solucién:

Usaremos la férmula A = 27 f f(x W dz, donde f(x) es funcién cuya grafica es una semi-
circunferencia de radio R, es decir f(z) = VR? — 22, f'(z) = \/j Asi que:

R R 2
A:27r/ f(x)\/l—i—f’(x)?dx:%r/ VR? — 22 1+%d1’
= 27r/ VR? — 224 22dx = 27T/ Rdz = / Rdx = 4t R? = 167

Calcula una aproximacién de log(1,001) usando un desarrollo de orden 3. Estima el error cometido (1
punto).

Solucion:

Usamos la funcién f(z) = log z y hacemos un desarrollo de orden 3 centrado en el punto a = 1 usando

que f(1) =0, f'(1) = 1, f"(1) = -1, /(1) = 2:

(z—1?  (@—1)

= — 1 —
paw) = (w—1) - 4
Asi que la aproximacion solicitada es
_ 10 6 107"
log(1,0001) = f(1+1073) =107 + + 5 = 0,001000500333.

Estimamos ahora el error cometido, como siempre & € (1,14 1073) y

=’R4(1+10_3)’ f()()(lo ) 012_610 12<610 12 qp-12

’ § ‘ 54 41 — 4! - 4

2
Justifica si es o no diagonalizable la matriz A = 0 . En caso afirmativo encuentra una
-1

matriz diagonal y la matriz de paso P (1.5 puntos).

=N O
= o O

Solucion:

El polinomio caracterfstico de la matriz A es  pa(z) = (z — 2)*(z — 1). Como m(1) =1 =dimV; y
se puede comprobar facilmente que m(2) = 2 = dim V5 tenemos que la matriz A es diagonalizable.

Se puede calcular con facilidad las bases gy, = {(1,1,0),(0,1,1)} v By; = {(0,0,1)}, asi que D =



ITOP— Fundamentos Matematicos
23 de enero de 2009, 10h-13h

Modalidades de examen

1. Preguntas que responden los que realizan el primer parcial entero: todas.

2. Preguntas que responden los que realizan el examen final: 2, 4, 6 y 8.

Nombre y apellidos del alumno:
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Preguntas | 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 Total
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En esta tanda de ejercicios consideramos los vectores de R* que siguen:
up = (1,1,1,1), ue = (1,1,1,0), ug = (1,1,0,0), ug = (1,0,0,0),
y definiremos los conjuntos
B = {ur,uz,uz,us}, B = {us,ug,ur,uz + 2u3}, B = {us + Tug, us, uz, uy }.
1 4
1. Calcula [ <E=dx (1 puntos).
Solucién:
Haciendo el cambio de variable ¢ = log x tenemos que dt = d?m y

log? 0 log®
/Og xdm:/t4dt:+K: ® LK
T ) )

2. De una base de R*, 31 = {v1,v2,v3,v4}, conocemos que Mg, = . Da las coordenadas

— == =
O = = =
OO ==
o O O

de los vectores de (31 respecto de la base canénica 3.
Solucién:

Usando la informacién que nos da la matriz asociada tenemos:

v = (1+2)ug + ug +uy +ug = (6,5,2,1)
vy =ug +us+up =(3,2,1,1)

vy =wu3 +ug = (2,1,0,0)

vy =uz = (1,1,0,0)

3. Calcula las ecuaciones del subespacio W = {(z,y,2,t)g : 2o +y + 2 = 0,z + 2y = 0} respecto de la
base 3 (1 punto).

Solucién:
0 -2 1 0
Tedremos que utilizar la matriz Mg g = (1) 8 8 (1]
0 1 00

1.-6887.2184.-1.1.1.1.4.7.7 Examen 1



Sea (x,y, z,t)g € W, primero pasamos las coordenadas de este vector a la base 3. De los siguientes
calculos resultan el cdlculo de las citadas coordenadas

(xvyvzat),@ = [Mﬁlﬁ(l‘)y)zvt)tﬂ]t = (_2:1/“1‘ Z,t,.’l?,y)ﬁ’ € Ww.

Asi que las ecuaciones de W solicitadas son:

W ={(z,y,2,t)g: —dy+a+22z+t=0,2 + 2t =0}.

. Calcula las ecuaciones respecto de la base canénica de R?* del subespacio S =< uq,2u; + 3ug >. Da
una base de S expresando sus vectores en coordenadas respecto a la base 5*. (1 punto).

Solucion:

Sea (z,y,z,t) € S, entonces tenemos en cuenta que u; = (1,1,1,1) y 2uy + 3ue = (5,5,5,2) y:

($3y727t) :aul+ﬁ(2ul+3u2) = (a+2ﬁ)ul+3ﬁu2 = (a+5ﬁaa+5ﬁva+5ﬁa 105"1'26)
>zr=y=z=a+50;t=1a+20

Como sélo necesitamos dimR* — dim S = 2 ecuaciones, basta con eliminar los pardmetros y obtener:

S={(z,y,2t): ly—1z2+0t =0,1z — 1y + 0t = 0}.
Ahora damos la base de S:
Bs = {Ul, 2uy + 3U2} = {(0,0,0, 1)ﬁ*, (0,0,3,2)5*}.

. Una aplicacién lineal f : R? — R? es monomorfismo ;Puede ocurrir que no sea un isomorfismo? ;Por
qué? En caso afirmativo pon un ejemplo (1 punto).
Solucién:

Usamos la relacién 2 = dimR? = dimKer f 4+ dimIm f. Como f es un monomorfismo entonces
dimKer f =0 y entonces 2 = 0+ dimIm f, por lo tanto dimIm f =2 y f es suprayectiva. Asi que f
es biyectiva y por lo tanto un isomorfismo.

. (Para qué valores de la constante h la aplicacién lineal f : R® — R? definida por Mpgsgs(f) =

1 01
h 1 1| essuprayectiva? (1 punto).
1 11

Solucién:

Para que la aplicacion sea suprayectiva se tiene que verificar que 3 = dim Imf = rgM, 333 (f)-

El determinante de la matriz A = Mﬁgﬁg(f) es —1+h, asi quergA = 3, y por lo tanto f es suprayectiva,
siy s6lo si h # 1.

. Calcula una aproximacion de sen(0,0001) 4+ cos 0,0001 usando un desarrollo de orden 3. Estima el error
cometido (1 punto).

Solucién:

Usamos la funcién f(x) = senz + cosx y hacemos un desarrollo de orden 3 centrado en el punto a = 1
sabiendo que el desarrollo de g(z) = senz es z — 23/6 y el de h(z) = cosz es 1 — 22/2. Asi que el
polinomio de Taylor de f(z) centrado en a =0 es:
2 3
‘oz
=1 =
ps(x) TS5 TG
La aproximacion solicitada es
1078 10712

sen(0,0001) + cos(0,0001) = f(1074) =1+107* — 5 : +
= 1,0000999949998333

Estimamos ahora el error cometido, como siempre & € (0,1074) y
_ (4) _ —16 —16 —16
B = [Ry(107%)] = |55 8107)%) = [F4OI% = 1g4(©) + (1% < (g©)] + W)~ <

10-16 _ 10-16
A+~ =5




3 -1 -1

8. Justifica si es 0 no diagonalizable la matriz A= [1 1 — 1 ]. En caso afirmativo encuentra una

1 -1 1
matriz diagonal y la matriz de paso P (2 puntos).

Solucidn:

El polinomio caracterfstico de la matriz A es  pa(z) = (v — 2)%(z — 1). Como m(1) =1 =dimV; y
se puede comprobar facilmente que m(2) = 2 = dim V5 tenemos que la matriz A es diagonalizable.

Se puede calcular con facilidad las bases gy, = {(1,1,0),(1,0,1)} v By; = {(1,1,1)}, asi que D =
0 0 1 1 1

. Plantea la descomposicién en fracciones simples (sin calcular las constantes) de la fraccién racional

— 327 +62542
F(l') - (w2+x+3)1‘:3(1'2ix+1$)1(x—2)2 (1 punto)

Solucion:
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1. Calcula fmda: (1 punto).

1422
Solucidén:
Haciendo el cambio de variable ¢ = arctan x tenemos que dt = 11”; sy
arctan® t tan?
/ rctan xdx:/tht:+K:arc n(m)+K
1+ 22 4 4

. Una aplicacién lineal f : R? — R ;puede ser un isomorfismo? ;Por qué? En caso afirmativo pon un
ejemplo (1 punto).

Solucidén:

Usamos la relacién 2 = dim R? = dim Ker f+dimIm f.Si f fuera un epimorfismo entonces dim Im f =

5 y entonces 2 = dim Ker f+5, pero esto no es cierto porque dim Ker f no puede ser negativa. Asi que
f no puede ser un epimorfismo.

. (Para qué valores de la constante h la aplicacién lineal f : R?® — R? definida por Mgs 3 (f) =
1 01
h 1 1] esinyectiva? (1 punto).
111
Solucidén:
Para que la aplicacion sea inyectiva se tiene que verificar que 0 = dimKer f = 3 — dimIm f =
3 —rgMgags(f), es decir rgMpgsgs(f) = 3.
El determinante de la matriz A = Mﬁg,ﬁg(f) es —1 4 h, asi que rgA = 3, y por lo tanto f es inyectiva,
siy sélo si h # 1.

. Plantea la descomposicién en fracciones simples (sin calcular las constantes) de la fraccién racional

- 237 +62542
F(x) - (x2+m+2§r3(l-2f,x+1z)1(172)5 (1 punt())

Solucidn:

227 + 62° + 2z
(@2t 4232+ D) —2)°

3 1 5
_ Aj—i—ij Cj—FDjl‘ Ej
_Z(:U2+x+2)j+;(ﬂc2+x+l)j+;(:L‘—2)5

4.2.-4.-1.1.1.1.4.7.7 Examen 2



5. Calcula una aproximacién de sen(0,0001) +

€000 ysando un desarrollo de orden 3. Estima el error
cometido (1 punto).
Solucion:

Usamos la funcién f(x) = senx 4 e® y hacemos un desarrollo de orden 3 centrado en el punto a = 1
sabiendo que el desarrollo de g(x) = senx es x —23/6 y el de h(z) = €% es 1 +x +2%/2+ 23 /6. Asf que
el polinomio de Taylor de f(z) centrado en a = 0 es:

22
p3(x) =142z + CR

La aproximacion solicitada es

1078
sen(0,0001) + %901 = £(107) =1+2-107* + -

= 1,0002000050000000

Estimamos ahora el error cometido, como siempre & € (0,107%) y

E = [Ri(1074)] = [£2@ 1044 = |#4(6)| 20 = g4(€) + W)X < (Ig%(9)] + [hH(€)) % <
(1+3) 101516 _ 106

3 -1 -1
. Justifica si es o no diagonalizable la matriz A= |1 1 —1]. En caso afirmativo encuentra una
1 -1 1

matriz diagonal y la matriz de paso P (2 puntos).
Solucién:

El polinomio caracterfstico de la matriz A es  pa(z) = (x — 2)%(z — 1). Como m(1) =1 =dimV; y
se puede comprobar facilmente que m(2) = 2 = dim V5 tenemos que la matriz A es diagonalizable.

Se puede calcular con facilidad las bases gy, = {(1,1,0),(1,0,1)} v By, = {(1,1,1)}, asi que D =
2 00 1 1 1
02 0|yP=
0 0 1

Ahora consideramos los vectores de R* que siguen:
up = (1,1,1,1), ue = (1,1,1,0), ug = (1,1,0,0), ug = (2,0,0,0),
y definiremos los conjuntos
B = {ur,ug,uz,us}, B’ = {us, us, ur, ug + 2us}, B = {ug + Tug, us, ug, us }.

. De una base de R*, 31 = {v1,v9,v3,v4}, conocemos que Mg, = . Da las coordenadas

— ===
O = =
SO ==
SO O =

de los vectores de /3 respecto de la base canénica 32.
Solucién:

Usando la informacién que nos da la matriz asociada tenemos:

(7,5,2,1)

vy =ug +ug+u; = (4,2,1,1)
vy =ug +ug = (3,1,0,0)
(1,1,0,0)

(1+2)U3+U4+U1+u2

4= U3 =



8. Calcula las ecuaciones del subespacio W = {(z,y,2,t)g : 2o +y + z = 0,z + 2y = 0} respecto de la
base 3 (1 punto).

Solucién:
0 -2 10
Tedremos que utilizar la matriz Mgg = (1) 8 8 (1)
0 1 00

Sea (x,y,z,t)g € W, primero pasamos las coordenadas de este vector a la base 3. De los siguientes
calculos resultan el calculo de las citadas coordenadas

(z,y,2,t)3 = [Mpp(x,v, z,t)tﬁ]t =(—2y+ztx,y)p € W.

Asi que las ecuaciones de W solicitadas son:

W ={(z,y,2,t)g: —dy+x+22+t=0,2 + 2t =0}.

9. Sea T = {(z,y,2,t) : 3y + z = 0,2z = 0}, calcula una base y la dimensién de T' (1 punto).
Solucidén:

Calculamos primero la dimensién de T: dim 7' = dim R* — rgA7 = 4 — 2 = 2. Ahora una base de T es
Br ={(1,0,0,0),(0,0,0,1)}.





