Ingeniero Industrial
Asignatura: Optimizacion y Simulacion
Examen de Teoria. Convocatoria Julio 2011

1. (1 pto) Consideremos el problema de programacién no lineal

Minimizar  f ()
sujeto a
g(x) <0

donde f,g : R" - Ry x = (x1,-+,2,) € R". Explica el algoritmo de Uzawa para resolver
numeéricamente este problema.

Solucién. Pregunta tedrica explicada en clase.

2. (1 pto) Un armador de barcos tiene un barco con capacidad de hasta 700 toneladas. El
carguero transporta contenedores de diferentes pesos para una determinada ruta. En la ruta
actual, el carguero puede transportar algunos (no todos, pues el peso total excede las 700
toneladas permitidas) de los siguientes contenedores:

Contenedor C1 C9 C3 Cyq Cs Cg Cr Cg Co C10
Peso 100 | 155 | 50 | 112 | 70 | 80 | 60 | 118 | 110 | 55

Se trata de averiguar cudles de los anteriores 11 contenedores se han de transportar de modo
que se maximize la carga transportada (es decir, el peso total) y de modo que ésta no exceda
la capacidad méaxima del barco de 700 toneladas. Escribe un modelo matemadtico para este
problema. ;De qué tipo de problema de optimizacién se trata?

Solucién. Si introducimos la variable

1 si el contenedor ¢; se carga
T = )
J 0 en caso contrario

el problema se formula matemé&ticamente como

f (xl, cee ,xlo) = 10021 + 15529 + 50x3 + 11224 + 70x5 + 80x¢

Maximizar +60x7 + 118x5 + 110x9 + 55210

sujeto a
100x1 + 15529 + 50x3 + 11224 + 7T0x5 4 8026+
+60x7 + 11825 + 110x9 + 55119 < 700.

Se trata pues de un problema de programacién lineal entera (de hecho binaria).
3. (1.5 ptos) Consideremos el problema de Calculo de Variaciones

Minimizar f; F(z,u(x),u (v))dz
(PCV) sujeto a

u suave, u (a) = «

Demuestra que si u es solucién de (PCV), entonces u es solucién del problema de ecuaciones

diferenciales
L9 (0 (@), () = 55 (w,u(2) ! (2)
(E-L) ¢ u(a) =«



Solucidén. Pregunta tedérica explicada en clase.
4. (1.5 ptos) Resuelve el siguiente problema de programacioén no lineal

Minimizar f (1, 22) = 22 + 3
sujeto a

x1+z22>1

r9 < 4

Solucién. Se trata de un problema con coste cuadrético (por tanto, convexo) y restricciones
de desigualdad lineales (también convexas). De esta forma, podemos garantizar que toda solucién
del sistema de Kuhn-Tucker asociado es solucién de nuestro problema. La ecuaciones de Kuhn-
Tucker para este problema son

21 —p1 =0

209 — p1 + 2 =0
,ul(l—azl—a:g):()
(KT) § pa(va—4)=0

1 +a9>1

$2§4

( pa, 2 = 0.

Analizando todos los posibles casos se tiene:

(a) w1 = pe = 0. De las dos primeras ecuaciones se concluye que 1 = z2 = 0 que no es admisible
por no cumplir las restricciones.

(b) p1 = 0, p2 # 0. Se tiene entonces que xo = 4 y sustituyendo en la segunda ecuacién pg = —8.

(¢) u1 # 0, po = 0. De las dos primeras ecuaciones se tiene x1 = x9 = /2 y sustituyendo en
la tercera ecuacion, x; = xo = 1/2. Ademds, u; = 1. Por tanto, en este caso si que tenemos una
solucién del sistema (KT).

(d) w1 # 0, p2 # 0. Resolviendo las restricciones de desigualdad, que en este caso son de
igualdad, se obtiene z; = —3 lo que implica p; = —6.

En resumen, la unica solucién de (KT) se obtiene del caso (¢) y por tanto 1 = x9 = 1/2 es la
solucién del problema de partida.

5. Consideremos el problema de control éptimo

Minimizar J (u) = f027r [a: (t)sint +u (t)?| dt

u
sujeto a

(PCO)
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Se pide:

(a) (0.5 ptos) Estudia la convexidad del problema, es decir, si toda solucién del sistema de
optimalidad asociado lo es de (PCO).

Solucién. La funcién F (t,x,u) = wsint + u? es lineal en x y cuadrdtica en u. Por tanto, es
convexa. Obviamente, la ley de estado es linea y ademsds el conjunto que da las restricciones sobre
el control es el intervalo [0, 1], el cual es convexo. Como consecuencia, toda solucién del sistema
de optimalidad asociado, lo es de (PCO).



(b) (1.5 ptos) Resuleve (PCO), es decir, calcula el control éptimo w (t) .
Solucién. El Hamiltoniano del problema es
H = zsint + u? + pu.
Dado que no hay condicién final para la variable de estado, la ecuacién del estado adjunto viene

dada por
P (t) = -2 = —sint
p(2m) =0

cuya solucién general es p (t) = cost + ¢. Imponiendo la condicién final se obtiene
p(2m) =0 <= cos(2m) +¢c=0 = c=—1.

Luego,
p(t) = cost — 1.

Estudiamos ahora la condicién de Pontryagin

H(ta(t),p),u) = min H(tz(),p(t),v),

vE[0,1]
es decir,
2 o 2
w? (t)+pt)u(t) = min {v*+p(t)v}.
v€E[0,1]
La funcién G (v) = v?+p (t) v es una pardbola (hacia arriba) con vértice en el punto v = —p (t) /2 =
%. Por tanto, la solucién del problema de programacién no lineal
in G 1
in, G (v) (1)

depende de la localizacién de dicho vértice respecto del intervalo [0, 1]. En concreto,

e Si —1*3"5’5 € [0,1], entonces el minimo es v = 1 — cost.

e Si % < 0, entonces el mfnimo es v = 0.

e Si # > 1, entonces el minimo es v = 1.

Como 1=5%t € [0, 1] para todo ¢ € [0,27], se tiene que la solucién de (1) y también de (PCO)
es

0<t< 2.

Indicaciones: Duracién: 2h 15m. No se permite el uso de calculadora.



