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Uno de los métodos numéricos més utilizados actualmente tanto a nivel pro-
fesional en empresas de ingenieria como a nivel de investigaciéon en escuelas de
ingenieria y facultades de matemaéticas es el Método de los Elementos Finitos
(MEF para abreviar). Este método fue desarrollado a partir de la década de los
anos 40 independientemente por investigadores mateméticos e ingenieros. Estos
dltimos interesados bédsicamente en problemas de célculo de estructuras. Muy
rapidamente, el método fue aplicado en otros muchos campos de la ingenieria ta-
les como la difusién de calor o la mecénica de fluidos. El desarrollo del MEF
coincidié ademds en el tiempo con otros dos avances que sin duda han marcado
gran parte del camino de la investigacién en matemaéticas desde los anos 40 y que
estdn muy estrechamente ligados al MEF. Por un lado, el nacimiento de la Teoria
de las Distribuciones permitié el inicio del estudio de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales (EDP) a partir del concepto de solucién débil, que como veremos méds
adelante en estas notas, es el concepto de solucién que se utiliza en el MEF. Por
otro lado, el rdpido avance de los ordenadores posibilité el desarrollo del Analisis
Numérico, rama ésta de las matematicas que se encontraba sin duda en un periodo
de estancamiento bastante profundo. La conjuncién de estos dos factores junto
con el enorme interés que la simulacién numeérica de modelos matemaéticos tiene
en ingenierfa han ido colocando al MEF en un lugar muy destacado tanto en el
mundo de la matemaética aplicada como de la ingenierfa.

En estas notas trataremos de proporcionar las ideas matemédticas basicas en
que se fundamenta el MEF. Empezaremos por deducir a partir de algunas leyes
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fisicas apropiadas algunos modelos matemaéticos sencillos pero que son de un gran
interés en campos tales como la mecédnica de fluidos, la difusién de calor, y la
elasticidad lineal. Aunque los fenémenos fisicos estudiados son de una naturaleza
completamente distinta, las Matematicas involucradas son esencialmente las mis-
mas, lo cual pone de manifiesto el enorme poder del lenguaje matematico. Veremos
que dichos modelos se componen de una ecuacién (escalar o vectorial) en derivadas
parciales, en la que la incégnita es precisamente el estado del sistema objeto de
estudio; dicha ecuacién vendrd acompanada de una o varias condiciones de con-
torno que son datos de nuestro problema y que representan el estado del mismo
sobre su frontera. Todo ello, es decir, la ecuacién diferencial y sus condiciones de
contorno forman lo que llamamos un modelo matemdtico. Nos centraremos aquf
al estudio de sistemas estacionarios, aunque también contemplaremos brevemente
en la parte final el caso de sistemas dependientes del tiempo.

Seguidamente nos ocuparemos del andlisis matemdtico de dichos modelos. Ello
nos forzara al estudio de dichos sistemas siguiendo el llamado Método Variacional
para cuyo desarrollo riguroso necesitaremos de la ya mencionada Teoria de las
Distribuciones. Todos estos prerrequisitos nos permitirdn entender de manera
clara un nuevo concepto de solucién de una ecuacién diferencial: el concepto de
solucion débil. Los elementos bédsicos del andlisis matemético de cualquier modelo
(existencia de solucién, unicidad de la misma, y dependencia continua de dicha
solucién con los datos del problema) los obtendremos entonces como consecuencia
de uno de los grandes teoremas de esta disciplina: el Teorema de Lax-Milgram.

A continuacién nos ocuparemos del cdlculo numérico de las soluciones débiles
de nuestros modelos matemaéticos. Es ahora cuando entra en escena propiamente
el MEF. En dicho método nos encontramos con un ejemplo muy ilustrativo de
cémo a veces los métodos tedricos usados en el andlisis matemédtico de un mo-
delo (en el caso que nos ocupa el Método Variacional) iluminan el desarrollo del
correspondiente algoritmo numérico de célculo de la solucién. A través de los
modelos matemd&ticos que consideraremos en estas notas y a partir siempre del
Método Variacional mostraremos las ideas bésicas en que se fundamenta el MEF.
Presentaremos también algunas simulaciones numéricas obtenida con el cédigo de
elementos finitos de Matlab de algunos de los modelos considerados.

Finalmente, analizaremos la formulacién con elementos finitos de un modelo
sencillo de EDP donde interviene como variable el tiempo.

1 Modelizacion Matematica

En esta primera parte deduciremos, a partir de algunas leyes fisicas apropiadas,
algunos modelos matemédticos que aparecen en mecanica de fluidos, difusién de
calor, y elasticidad lineal. Por una cuestién de brevedad de esta notas, no entra-
remos en detalle en la deduccién de estos modelos. Remitimos al lector interesado
a las referencias aquf incluidas.
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1.1 Mecanica de Fluidos

El comportamiento de los fluidos (liquidos, gases y plasmas) se modeliza mate-
méticamente por medio de un sistema de tres ecuaciones en derivadas parciales no
lineales que constituyen las famosas ecuaciones de Navier-Stokes, deducidas por
Navier (hacia 1827) para el caso de fluidos incompresibles , y por Stokes (1845)
para el caso general. Para una deduccién completa de estas ecuaciones a partir de
las leyes de conservacion de la Mecdnica Cldsica puede consultarse [10]. No entra-
remos aqui a analizar dichas ecuaciones. Nos limitaremos a presentar un modelo
simplificado pero suficientemente ilustrativo.

Supongamos que deseamos estudiar el movimiento de un fluido (por ejemplo
un liquido) que se mueve en el interior de un determinado sélido (una tuberia, por
ejemplo). Denotemos por €2 la regién ocupada por el fluido, y por I' el sélido que
lo encierra. Matemaéticamente, supondremos que €2 es un conjunto acotado de R3
y que I' es una superficie regular. Sea V : Q — R3 el campo de velocidades del
fluido que, para no complicar demasiado las cosas, supondremos estacionario, esto
es, V.=V (z,y, 2) sélo depende de la posicién y no del tiempo. En la figura que
sigue representamos un fluido moviéndose en el interior de una tuberia cilindrica.

oo NG
r

Supongamos que nuestro fluido es incompresible (los liquidos son de este tipo)
lo cual mateméticamente se expresa a través de la ecuacion

div V =0. (1)

Supongamos ahora que nuestro fluido es irrotacional, esto es, rot V. = 0 lo cual
equivale a la existencia de un campo escalar u : Q — R, de clase C', que satisface
que V = Vu. Por tanto,

V = Vu. (2)

Combinando (1) y (2) obtenemos la ecuacién div (Vu) = Au = 0, donde

0%u  0%u  O%u

Au=5mt o o

es el Laplaciano de u.

En este tipo de problemas necesitamos conocer el comportamiento del fluido
sobre I'; es lo que llamamos una condicion de contorno. Existe una gran variedad
de condiciones de contorno dependiendo del tipo de problema que estemos estu-
diando. Asi, por ejemplo, si conocemos el flujo que escapa por el sélido donde esta
confinado el fluido, mateméaticamente esta condicién se escribe en la forma

ou

8—n=Vu-n:g,
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donde g : I' — R es una funcién conocida, y n es el vector normal unitario exterior
a I". Con todo ello tenemos ya completo nuestro modelo matemaético. Se trata de
encontrar una funcién v : Q — R que satisfaga (en algin sentido que precisaremos
més adelante) las condiciones

Au=0 en Q
%:g sobre T’

1.2 Difusién de Calor

Sin entrar en detalles sobre su deduccién, un modelo matemético simplificado
(como de hecho son todos los modelos) para el problema de difusién de calor en
regimen estacionario en una regién {2 donde se asume una generacioén interna de
calor respresentada por la funcién f(x) y donde también se tiene en cuenta un
intercambio térmico con el medio que rodea a nuestra regiéon {2 y que se supone
estd a temperatura g (x) es

{ —div (rk (x) Vu(x)) = f(x) en Q

u—i—%:g sobre T

donde k = Kk (x) > 0 depende de las propiedades fisicas del material del que estd
constituida nuestra barra y se denomina conductividad térmica. Por su parte u (x)
representa la temperatura y es la incégnita de nuestro problema.

1.3 Elasticidad Lineal

En esta seccién nos ocuparemos del estudio de la flexién de sélidos que tienen
un comportamiento eldstico lineal. Las ecuaciones que modelizan este tipo de
fenémenos se obtienen a partir de las leyes de conservacion de la Mecénica Cldsica
(conservacion de la masa, de la cantidad de movimiento, y del momento angular),
y de una ley constitutiva propia de este tipo de medios: la ley de Hooke. No
entraremos en detalle en este tipo de cuestiones. Para un estudio més detallado se
recomienda [5]. Nos limitaremos pues a enunciar las ecuaciones de equilibrio para
algunos casos sencillos.

Un modelo matematico sencillo para el estudio de la flexién de una membrana
eldstica  (matemdticamente, Q2 C R? un dominio acotado), sujeta en el borde,
sobre la que actia una fuerza vertical f : 2 — R y que produce un desplazamiento
(también en la direccién vertical) u : Q@ — R es

{—(u%(ayw@wu)z%(x,y))=f<x,y>, (2,9) €9
u(z,y) =0, (x,y) el

donde A, > 0 son dos constantes que dependen del tipo de material y se deno-
minan coeficientes de Lamé, y T es el borde de €.
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La versién uno-dimensional de este problema consiste en estudiar la flexiéon de
una cuerda eldstica (pongamos de longitud L), sujeta en los extremos y sobre la
que actia una fuerza vertical f.

u(x)
Cuerda eldstica sujeta en los extremos.

En este caso, el modelo matematico a resolver es

— (k) = f n 0, L
(PM) { e 2u(l)=0

donde por simplicidad hemos escrito Kk = A + 2.

Como hemos podido comprobar a lo largo de esta seccién, muchas de las ecua-
ciones de la Mecanica de Fluidos, la Difusion de Calor y la Flasticidad Lineal son
esencialmente las mismas.

2 Analisis Matematico: el Método Variacional

Nos ocuparemos a continuacién del anélisis matematico del tipo de modelos des-
critos en la seccién anterior. Son muchas las propiedades matemdticas que se
pueden estudiar de un modelo dado. Hay, sin embargo, tres de ellas que es obliga-
do contemplar: la existencia de solucién, su unicidad, y la dependencia continua
de la solucién respecto de los datos del problema. En caso de obtener una respues-
ta afirmativa a cada una de las tres cuestiones anteriores decimos que el modelo
matemdtico estd correctamente planteado.

2.1 Hacia un Nuevo Concepto de Solucién de una Ecuacién
Diferencial

Consideremos el modelo matemético para la flexiéon de una cuerda eldstica que
recordemos estd dado por

{ — (k) = f en ]0,L[ (PM)

Supongamos ahora que la fuerza que actia sobre la cuerda estd localizada en
un tdnico punto x = L/2. Es evidente que la cuerda adopta la forma dada en el
siguiente gréfico.
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L2

Pero una funcién como la dada en este gréfico no es derivable en = L/2. Por
tanto, una tal funcién no puede ser solucién de la ecuacién — (ku’)’ = f en ]0, L[,
al menos en sentido cldsico, es decir, en el sentido de ser u dos veces derivable
en cada punto del intervalo abierto ]0, L] y verificando la ecuacién diferencial en
dicho intervalo. Este sencillo ejemplo muestra que es necesario entender mejor el
concepto de solucién de una ecuacién diferencial.

;, Qué se puede hacer entonces?

Consideremos de nuevo el problema de la cuerda y tratemos de analizar dicho
problema bajo otro punto de vista. Si la fuerza f produce un desplazamiento
virtual v (z) en el punto x, entonces el trabajo virtual producido por f(x) es
f(x)v(x), con lo cual el trabajo ejercido por f a lo largo de toda la cuerda viene
dado por

/OLf(x)v(x) dx.

Decimos desplazamiento virtual porque se trata de un despazamiento no real;
el desplazamiento real que produce f es u. Lo mismo es aplicable para el trabajo
virtual. Procediendo de la misma forma en el término de la izquierda de la ecuacién
— (k') = f e integrando por partes,

L L
/O—(/i(x)u(x))v(:c) da::/o k(x)u (z)v' (x) dex

ya que estamos suponiendo que v (0) = v (L) = 0. Este proceso transforma la
ecuacién diferencial — (ku’)’ = f en la ecuacién integral

L L
/0 k(z)u (2)v (x) do :/0 f@)v(z) de. (3)

Por tanto, podemos pensar en una solucién de (PM) como una funcién w : [0, L] —
R, con u(0) = u (L) = 0, la cual satisface (3) para todos los posibles desplaza-
mientos v tales que v (0) = v(L) = 0. Una de las principales ventajas de este
procedimiento es que de esta forma reducimos el nimero de requerimientos que
sobre derivabilidad ha de satisfacer u. Sin embargo, atin quedan dos puntos prin-
cipales que no estdn claros en absoluto:

(1) u debe ser al menos una vez derivable, pero éste no es el caso cuando f es
una carga concentrada en un punto,
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(2) sila carga estd localizada en = L/2 (es decir, f (z) = 0 para todo 0 < z <
L, x # L/2), entonces fOL f(x)v(x) de =0 con lo cual u = 0 satisface (7),
en contradiccién con la experiencia fisica.

Estos dos hechos muestran que es preciso entender mejor la forma de tratar
matemdticamente con el concepto de carga localizada en un punto. En una primera
aproximacién, supongamos que la carga estd distribuida en una pequena porcién
alrededor del punto x = L/2, esto es,

fe(:c>—{ 1/(2), %§-e<a<fte

1 0, en caso contrario

para algin € > 0 pequeno. El trabajo producido por esta carga produciendo un
desplazamiento v viene ahora dado por

/OLfo)v(:c) dm#ﬁﬁ "D = (e,

5—€

donde % —e < ¢ < % + ¢, vy la igualdad es debida al teorema de la media
del Célculo Integral. Tomando ahora limites para ¢ — 0 y suponiendo que v es
continua concluimos que el trabajo producido por una carga concentrada en el
punto L/2 y produciendo un desplazamiento v vale v (L/2) . Por tanto, una forma
de tratar matemadticamente con el concepto de carga localizada en un punto xg es
por medio de una aplicacién, llamémosla 6,,, la cual actia sobre una cierta clase
de funciones y produce nimeros siguiendo la regla

by 1V =< 8y, v >= 0 (0) .

0
Este fue el origen de la Teoria de las Distribuciones desarrollada por el matemético
francés Laurent Schwartz en la década de los anos 40, y por la que recibié en 1950
el premio de mé&s prestigio con que puede ser galardonado un matemdtico: la
medalla Fields.

2.2 Introduccién a la Teoria de Distribuciones y Espacios de
Sobolev

En esta seccién introduciremos las nociones minimas sobre teorfa de distribuciones
que son necesarias para definir los espacios de Sobolev, los cuales juegan un papel
esencial en el Método Variacional y por consiguiente en el Método de los Elementos
Finitos. Para un estudio més en profundidad del tema se recomienda [3, 9]. En
esta seccién y en las que siguen supondremos que 2 C R™ n = 1,2,3, es un
conjunto acotado cuya frontera I' es una curva de clase C! a trozos sin = 2, y una
superficie regular a trozos si n = 3. Trabajaremos sin embargo la mayor parte del
tiempo en el caso n = 1 donde 2 = ]a, b] serd un intervalo acotado. Supondremos
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también conocidos los elementos bédsicos de la teoria de espacios de Hilbert, en
particular, se supondran conocidas las propiedades bésicas del espacio

LQ(Q):{f:QgR”HR:/QfQ(x)dx<oo}.

Este espacio juega un papel destacadisimo tanto en Matemadticas como en Fisica e
Ingenierfa. Desde un punto de vista matemético, L? () equipado con el producto
escalar y la norma

S R T ||f||Lz—(Af2<x>dx)1/2, ferr),

es un Hilbert (con todo lo que eso significa!). Bajo la éptica de la Fisica y la
Ingenierfa, L? () es donde se agrupan buena parte de las magnitudes fisicas que
tienen energia finita.

2.2.1 Definicién de Distribucién. Ejemplos

Al igual que en la seccién anterior, x = (x1,- -, x,) denotard un punto genérico
de . Dada una funcién continua ¢ : @ — R, llamaremos soporte de ¢, denotado
sop ¢, al conjunto

sop ¢ = {x € Q:p(x)#0}.
Por D (2) denotaremos al espacio de las funciones test ¢ : 8 — R que son de clase
C* y con soporte compacto contenido en €2. En la grifica que sigue se muestra el
aspecto tipico de una funcién test en el caso n = 2.

Definicién 1 Dada una sucesion (¢,,),,cn C D (), diremos que dicha sucesion
converge en el sentido del espacio D () a una funcién ¢ € D () si se verifican
las siguientes propiedades:

(1) Eziste un compacto K C ) tal que sop ¢, C K para todo m € N.



Fundamentos Matemdticos del MEF 9

(ii) Tanto ¢,, como todas sus derivadas parciales de cualquier orden convergen
uniformemente sobre €.

Definicién 2 Llamaremos distribucion sobre  a toda aplicacion lineal

u: D) — R
2 ~ <u,p >

tal que 81 (0,,) ey € D () converge a p € D (), en el sentido del espacio D (2),
entonces
lim <wu,¢,> = <u,p>.

m—0o0

Denotaremos por D’ () al espacio de todas las distribuciones sobre Q.
Ejemplo 1 Dada f € L?(Q), no es dificil comprobar que la aplicaciéon
up: D(Q) — R
¢ ~ <upe> = [o fe
es una distribucién sobre 2.

Ejemplo 2 Dado xg € (2, se llama distribucién Delta de Dirac centrada en xg a
la aplicacién
bz0: D) — R
¥ ~r o <Oy, 0> :QO(XO)

Por supuesto, la aplicacién anterior define una distribucién.

Notese como la definicién de la delta de Dirac recoge las ideas intuitivas so-
bre este concepto que hemos considerado anteriormente para el caso de cargas
puntuales.

2.2.2 Caélculo con Distribuciones. La Derivada de una Distribucién

Para motivar la definicién de derivada de una distribucién, supongamos que f €
C1 (Ja,b]) y que ¢ € D (Ja,b[). Como f' € C(]a,b]), podemos considerar f’ como
distribucién y por tanto, integrando por partes se tiene que

b b
<f’,so>:/ 7 (@) o () dx:f/ f@) (@) de=—< f,¢ >,

ya que ¢ (a) = ¢ (b) = 0. La identidad < f'; > = — < f,¢’ > sigue teniendo
sentido si se sustituye f por una distribucién cualquiera u € D’ (]a, b[) . Este hecho
es el que inspira la siguiente definicién.

Definicién 3 Sea u € D' (). Se define la derivada parcial %, 1 <i<n, como
la distribucidn

v D) — R
¢ ) ) .
® ~ <G> == <u,gle>
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Ejemplo 3 Aplicando la definicién anterior de distribucién se puede comprobar
que la derivada distribucional de la funcién de Heaviside

1 siz>0
H(z)=
0 en caso contrario

es 0, la delta de Dirac centrada en cero.

2.2.3 Espacios de Sobolev

Definicién 4 Se llama espacio de Sobolev H' (Q) al espacio de las funciones u €
L?(Q) cuyas derivadas parciales (en el sentido de las distribuciones) pertenecen a

L?(Q), esto es,

0
Hl(Q):{ueL2(Q);—“eL2(Q), 199}.
8.%‘1'
El espacio H' () dotado del producto escalar
<u,v > <u,v > +En<—au _8v>
1= 2 2
) H ) L vt 833/ al’z L

del cual deriva la norma

n

2
[l = <||u|L2 +
i=1

5\ 1/2
L2>
es un espacio de Hilbert.
Otro espacio de Sobolev que resulta también muy 1itil en el estudio de proble-
mas de contorno es H} (a,b) que se define como

Hy(Q)={ue H" (Q): ulp, =0}.

ou
8:@-

No entraremos en detalles sobre las propiedades de estos espacios que sin em-
bargo son cruciales en el Método Variacional. El lector interesado debera acudir
por ejemplo a [2, 3, 8].

2.3 Formulacién Variacional. El Teorema de Lax-Milgram

Aunque no es sencillo, se puede demostrar que la Delta de Dirac, definida en prin-
cipio sobre el espacio de funciones test D (]0, L[), se puede extender a una forma
lineal y continua definida sobre H{, esto es, 6., : Ha (0, L) — R. Las funciones
f de L? también pueden ser consideradas como formas lineales y continuas sobre
H{ por medio de la identidad

f:HY =R, wvis< fivo> zdef/fv.
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Estas nuevas ideas conducen a una nueva formulacién de (PM). De manera
precisa, dada una forma lineal y continua f : H} — R y la forma bilineal

L
a:Hy x Hf — R, (u,v)»—uz(u,v):/o k(z)u (x)v' (z) dz,

una funcién u € H} se dice que es una solucion débil de (PM) si la identidad
a(u,v) = < f,v>

se satisface para todo v € H{.

Todo lo anterior puede ser escrito de una forma mds general (la cual es muy
util en la préctica) de la siguiente forma:

Definicién 5 (Problema Variacional) Dado un espacio de Hilbert (H,|-||),
una forma lineal y continua f : H — R, y una forma bilineal a : H x H — R,
por problema variacional abstracto entendemos el problema de encontrar w € H
tal que

a(u,v)= < f,v> paratodov € H. (PV)

A este elemento uw € H se le llama solucion débil de (PV).

La existencia, unicidad, y dependencia continua respecto de los datos iniciales
de solucién débil para (PV) se obtiene a través del Teorema de Lax-Milgram. La

demostracién de este resultado puede encontrarse en [2, Corolario V.8, p. 84] y en
[3, T. 12.6, p. 224].

Teorema 1 (Lax-Milgram) Si la forma bilineal a(-,-) es continua (es decir,
existe M > 0 tal que |a (u,v)| < M |lu|| ||v|| para todo u,v € H) y coerciva (esto
significa que existe m > 0 tal que a (u,u) > m ||ul|® para todo u € H), entonces el
problema variacional (PV) tiene una tinica solucion débil. Ademds,

1
<
Jull < = 111,
donde ||| f||| =%/ sup {|< f,v >|, veE H, |v|| <1}.

Si ademds, a (-,-) es simétrica (es decir, a (u,v) = a (v,u) Y u,v € H), entonces
la solucion débil u es el punto donde el funcional de energia

1
J:H—R, U»—>J(v):§a(v,v)—<f,v>

alcanza su minimo.
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2.4 Aplicacién a la Resolucién de Problemas de Contorno

Consideremos el problema modelo unidimensional (PM). La forma de proceder en
el Método Variacional es esencialmente la siguiente: supongamos que u es una
solucidn clésica de (PM). Si multiplicamos la ecuacién diferencial por una funcién
v, que sea por ejemplo de clase C2, entonces

— (k') v = fu

e integrando ahora por partes en |0, L[,

— [k (x)d (x)u(x)]§+/0L m/v'_/OL fo.

Si la funcién v satisface que v (0) = v (L) = 0, entonces obtenemos

/OL ku'v' = /OL fo. (4)

Recuérdese también que en lugar de una funcién f € L? podrfamos poner de
forma general una forma lineal y continua, llamémosla también f : H} — R,y
cuya accién sobre una funcién v denotamos por < f,v > .

Definicién 6 Se dice que u : [0,L] — R es una solucién débil de (PM) si u €
H; (]0, L) y si

L
/ ku'v'de = < f,o> Vuve Hg(]0,L]), (5)
0

A esta formulacion del problema (PM) se le llama formulacion variacional o débil.

Las propiedades de existencia y unicidad de solucién débil asi como la depen-
dencia continua con los datos se obtienen como aplicacién directa del Teorema
de Lax-Milgram haciendo uso de las propiedades de los espacios de Sobolev. Los
detalles pueden encontrarse en [7].

2.4.1 Interpretacién Fisica de la Formulacién Variacional: Principio de
los Trabajos Virtuales y Principio de Minima Energia. Para poder inter-
pretar fisicamente este tipo de formulacién variacional, supongamos que u repre-
senta el desplazamiento vertical de una cuerda eldstica sujeta en los extremos y
sobre la que actia una fuerza, también en la direccién vertical, f. El término de la
derecha en la expresién (5) representa fisicamente el trabajo virtual (pues el des-
plazamiento v no es el real) ejercido por f. Por su parte, el término de la izquierda
representa el trabajo, también virtual, de deformacién interno. Recordemos que
en Elasticidad Lineal este trabajo se define como el producto de la tensién (en
nuestro caso, la tensién se corresponde con el término xu’) por la deformacién (en
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este caso, la deformacién virtual es v’). Asf pues, la identidad (5) exprime lo que
en Fisica se conoce con el nombre de Principio de los Trabajos Virtuales. Otra
interpretacion fisica la obtenemos a través del funcional de energia

L
J<v>:§/0 k() — < fou>,

el cual, en el caso que nos ocupa, representa la energia potencial eldstica del sistema
(esto es, energia interna de deformacién menos energfa potencial de las fuerzas
exteriores). Recordemos que, gracias al Teorema de Lax-Milgram, la solucién débil
u es el punto donde esta energia se hace minima. Haciendo uso del Principio de
Minima Energia y escribiendo la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al funcional
de energia anterior, tras unos cdlculos se puede comprobar que la condicién J' (u) =
0 es equivalente a la ecuacion diferencial

- ('%ul)l - f = 07

que es la ecuacién de estado de nuestro problema.

3 Analisis Numérico: el MEF

En esta seccién intentaremos mostrar las ideas bésicas subyacentes al Método de
los Elementos Finitos. Al igual que en la seccién anterior, prescindiremos de los
detalles mds técnicos y analizaremos con detalle tinicamente el caso unidimensional
estacionario. Para un estudio m4s en profundidad se recomienda [8, 11].

3.1 Descripciéon del Método

En la seccién anterior hemos visto que las soluciones débiles de nuestros problemas
de contorno habitan en espacios de Hilbert tales como H{ (0, L). Es por tanto en
estos espacios donde debemos buscar si queremos encontrar dichas soluciones. La
principal dificultad radica en el hecho de que estos espacios son enormemente gran-
des. De manera precisa, Hg (0, L) es un espacio vectorial de dimension infinita. La
idea basica del MEF consiste en aproximar estos espacios de Hilbert (llamémosles
genéricamente H) por algunos espacios apropiados de dimensién finita Hp,, con h
un pardmetro positivo, de modo que se cumplan las siguientes condiciones:

(a) Hh g H,

(b) en Hj, podemos formular y resolver facilmente el problema variacional, y de
esta forma encontrar una solucién u, € Hy, y

(c) cuando h \, 0, H;, /" H, o en otras palabras, limj,_o [|u — up| = 0, con u la
solucién débil del problema variacional en el espacio H y uy la solucién del
problema variacional en Hj,.



14 Fundamentos Matemdticos del MEF

Veamos c6mo funciona de manera concreta este método para el caso del proble-
ma (PM) considerado en la seccién anterior. Por tanto, en lo que sigue tomaremos
H=H}!0,L).

3.1.1 Construccién de los Espacios de Aproximaciéon H),

Sean n € Ny h = L/(n+1). El intervalo [0, L] puede ser descompuesto en la

forma
n

[O,L] = U [Ci7 Ci+1], C; = Zh, 0 S 7 <n.
=0

Consideremos ahora el espacio
Hy, = {v :[0,L] — R continua, v (0) =v (L) =0y v, .. € 771}

donde P; denota el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 1. Se
puede probar que H, C Hj. En lo que respecta a la dimensién de Hy, la familia
de funciones

Ci—1 << Ciqq

1 |z—c;]|
¢; (x) = ho .
0, en caso contrario

para 1 < i < n, son una base de Hy. Por tanto, dim(Hp) = n.

Una funcién ¢, de la base de Hy,.

En la terminologfa del MEF, las funciones ¢, se denominan funciones de
forma. Los puntos ¢; = ith, 0 < i < n+ 1, se llaman nodos, y los subintervalos
[¢i, ci+1] junto con sus correspondientes funciones de forma se llaman elementos
finitos (en este caso, elementos finitos de Lagrange de grado 1).

Nota 1 La construccién del espacio Hj, no es tnica. Otras muchas posibilidades,
de considerar por ejemplo polinomios de mayor grado, otro mallado del intervalo
o ambas, son igualmente vilidas.
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3.1.2 Discretizacién del Problema Variacional en el Espacio Hj,

El problema variacional (PM) en el espacio Hy, se formula en los siguientes térmi-
nos: encontrar

Up = Zuﬁlqbl S Hh, (6)
=1

tal que la identidad

L
a (up,vp) :def/ kupvpde = < fyup > (7)
0

se cumpla para todo v, € Hy,. Recordemos que si f € L?, entonces < f,v, >=
fOL fup, y si f es una Delta de Dirac en zg, entonces < f, v, >= vy () .
Todo lo que hemos de hacer pues es encontrar el vector

uj,

2

u

v=| " (8)
up

ya que al ser las funciones ¢; conocidas, una vez calculado U tendremos la solucién
aproximada uy. Nétese también que

un (¢;) = _uho; (¢;) = uj,
=1

es decir, las coordenadas del vector incdgnita U, que hemos de calcular, son los
valores de la solucion aproximada en los nodos.

Es evidente que si (7) se cumple para todo vy € Hy, entonces también se
cumple en particular para las funciones de forma ¢,;, 1 < i < n, de la base Hp,.
Y recfprocamente, como Hj es un espacio vectorial y {gbi}?:l una base de este
espacio, entonces si (7) se cumple para todo ¢;, 1 < i < n, entonces también se
cumple para todo vy, € Hj. De esta forma, la ecuacién (7) se transforma en el
sistema de ecuaciones lineales algebraico

Y uja(¢n ;) = <fip;> 1<j<n
=1

y teniendo en cuenta las propiedades de las funciones ¢, se obtiene

a(¢y,¢1)up, +a(py, dg) up +0 = < fip1>

O+a (¢m ¢i71) UZ_l +a (¢, ¢;) Uz +a (¢u ¢i+1) UZ—H +0 = < fi¢;>

O+a(¢n7¢n—l) u;;_l"i'a((bnv(bn) UZ < f’(bn >
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Escribimos este sistema en la forma
KU=F (9)

donde la matriz K, que en el lenguaje de los elementos finitos se llama matriz de
rigidez, estd dada por

K= [Kij =a(¢;,9) =/0 K (z) ¢; () 95 (2) dz|

nxn

U es el vector incognita dado en (8), y F' = [< f,¢; >];,,, es el término inde-
pendiente del sistema. Para hacernos una idea de la estructura de la matriz de
rigidez K vamos a calcular los elementos de las dos primeras filas de dicha matriz.
Teniendo en cuenta la definicién de las funciones de forma se tiene que

Kin = a(¢1,91)

- [ et 62

ot [on() @)
1

Kiz = a(¢y,¢5)
= /1K($)%Odl‘+/2%(l‘) <_Tl> %dw

1 [
= _ﬁ/ kK (x)dz,

yK13:K14:~-:K1n:0yaque
sop ¢1 Nsop ¢3 = {c2}, y sop ¢y Nsop ¢y =+ =sop ¢; Nsop ¢,, = 0.
Recordemos que sop ¢, = [c;—1,¢i+1] es el soporte de la funcién de forma ¢;,

1 <7 < n. Con respecto a la segunda fila de la matriz de rigidez, se tiene

Ky =a (¢2,¢1) = Ko,

ya que la forma bilineal a (-, ) es simétrica,

1 [ 1 [
Kgg—ﬁ k(x )dw—i—ﬁ Kk (x) dz,
1 [

K23 - F\Z(LU) d$7
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y al igual que antes Koy = Ko5 = --+ = Ka,, = 0. Observamos por tanto que la
matriz de rigidez presenta el siguiente aspecto
X X 0 0 -+ 0 0 ]
X X X 0 0 0 o0
0 X X X 0 0
K=10 o 0 0
0 0 X .0
o 0 0 0 X X X
| 0 0 0 0 X X |

donde por X denotamos elementos no nulos. Al tratarse de una matriz tridiagonal,
un método particularmente eficaz para resolver el sistema (9) es el de Gauss.
Notese también que para calcular los elementos de la matriz de rigidez, y tam-
bién del término no homogéneo F' hemos de calcular muchas integrales. El cédlculo
de estas integrales también se lleva a cabo a través de métodos de integraciéon nu-
mérica: trapecio, punto medio, Simpson,..., donde utilizaremos uno u otro método
dependiendo del tipo de funciones de forma que tengamos y también de las propie-
dades de las funciones kK y f que aparecen en dichas integrales. Una nueva mirada
al célculo de los elementos de la matriz de rigidez K nos permite percatarnos que
de hecho muchas de estas integrales se repiten. Por ejemplo, en el cédlculo de K7

y K2 se repite la integral
ca
/ K (x) dz.
c1

Esta repeticiéon de cédlculos supone un coste computacional que puede llegar a
desbordar, cuando se consideran muchos elementos finitos, la capacidad de cdlculo
de los ordenadores. Hemos pues de intentar ser ordenados para facilitar el trabajo
al ordenador. En la practica se suele proceder haciendo todos los cdlculos sobre un
unico elemento que se toma de referencia y luego esamblarios todos en la matriz
de rigidez.

3.2 Simulacion Numérica de Elementos Finitos con Matlab

En esta seccion utilizaremos el cédigo de elementos finitos de Matlab para calcular
de manera aproximada la solucién débil del problema modelo unidimensional que
venimos analizando a lo largo de estas notas.

Como ejemplo ilustrativo, consideremos el problema modelo (PM) con carga
puntual localizada en el punto medio de la cuerda. El modelo matema&tico es

{ —u" = =619 en 10,1]
uw(0)=u(1)=0

donde —0, /5 es, con signo cambiado, la Delta de Dirac centrada en x = 1/2. Como
yva sabemos, la formulacién variacional de este problema consiste en encontrar
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u € Hi (0,1) cumpliendo
1
/ o (z) v (z) de = —v(1/2) VYwve H(0,1).
0

La solucién exacta de este problema es

~L, 0<a<1/2
u(r) =

L1, 1/2<z<1

En la gréfica que sigue se muestran la solucién exacta u y dos aproximaciones
numéricas, obtenidas con Matlab, que se corresponden a tomar h = 0.33 y h = 0.1,
donde al igual que antes h = 1/(n+1) denota el tamaio de la particién del intervalo
[0,1].

11X

Q

oo
e

=0}

-0.1 B

0.2 E

-03 B

.0.35 L L L L L L L L L

3.3 Control del Error en el MEF

Lo acontecido en la seccién anterior (esto es, el conocer la solucién exacta del
problema) no es precisamente lo que suele suceder en la préctica donde, utiliza-
mos elementos finitos para calcular la solucién (que a priori desconocemos) de
un problema determinado. Hemos pues de disponer de resultados teéricos que nos
permitan tener una cierta fiabilidad de los resultados que obtenemos con elementos
finitos. Estos resultados sobre el control del error en el MEF no son en absoluto
faciles de probar e involucran de nuevo aspectos nada triviales y de alto calado
matemadtico. A modo ilustrativo, recogemos a continuacién un primer resultado
de convergencia del algoritmo MEF para el problema modelo (PM). Para més
detalles, [1, 8].

N

Teorema 2 Sea [0,L] = [ai, air1] y b = max (@i+1 — a;) . Entonces

=0

limn flu— w1 = 0.
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4 MEF para Problemas Evolutivos

Concluimos estas notas con una muy breve aproximacién al cdlculo con elementos
finitos de las soluciones de modelos que hacen intervenir de manera explicta la
variable temporal ¢. Nos limitaremos al caso de la ecuacién del calor aunque un
andlisis esencialmente andlogo puede llevarse a cabo en otros modelos como es el
caso de la ecuacién de ondas.

Consideremos el siguiente modelo para la ecuacién del calor

pcdt —div (kVu)=f en Qx(0,T)
u=0 en I'x(0,7)
u (x,0) = ug (x) en

donde p es densidad, ¢ calor especifico, k conductividad térmica, f la fuente de
generacioén interna de calor, y u = u (z,t) es la temperatura.

La formulacion variacional o débil de este problema consiste en encontrar una
funcién u = u(z,t), que llamaremos solucién débil del problema y que ha de
satisfacer:

(i) Paracadat >0, u(-,t) € Hg (),
(ii) Para cada t > 0 y para cada ¢ € H} (Q)

% Qpcuqb der/QHVu-Vqﬁ dx:/ﬂfgf) dx, (10)

(iii) w(x,0) = up (x).

Para la aproximacién por elementos finitos de la solucién débil se consideran
el mismo espacio de aproximacién Hp, y las mismas funciones de forma {¢;},,,,
que en el caso estacionario, y se busca la solucién aproximada uj en la forma

wn (e, t) = 3wl (1) 6 (%)
=1

Se formula entonces el problema variacional (10) en el espacio H}, y se concluye
que el vector incégnita

n
uj, (1)
ha de ser solucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

au _
MY L KU=F

U (0) = (Ui (0) = uo (x:))
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donde
M= [Mij = / PC@%}
Q nxn

se denomina matriz de masa,

K= [Kij =a (¢ia¢j) 2/0 K (2) Ve, (v) Vo, (v) dX] )

nxn

es la matriz de rigidez, F' = [< f, ¢; >],,,, es el término independiente, y x; son
los nodos de la malla.

Con la resolucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
anterior concluye el proceso.
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