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Resumen

El principal objetivo de este articulo es compartir con los lectores del
boletin de SEMA una primera experiencia de colaboracién industrial, ain
en curso, con la seccién de Anteproyectos de la empresa Navantia S.A.,
en su astillero de Cartagena. La necesidad de la empresa se centra en
el desarrollo de un software informético de simulacién numérica capaz
de dar una primera respuesta sobre la capacidad de maniobrabilidad
de los submarinos que se construyen en sus astilleros. Se pretende que
la informacién suministrada por dicho software sea utilizada durante
la fase previa de diseno del submarino. En términos matematicos, el
problema ha sido formulado como un problema de control éptimo con
restricciones en el estado y el control. La ley de estado subyacente
estd formada por un sistema de 12 ecuaciones diferenciales ordinarias
con fuertes no linealidades tanto en las variables de estado como en las de
control. El andlisis matematico del modelo se ha llevado a cabo usando
resultados de existencia de solucién para problemas de control éptimo
basados en técnicas de relajacién que han sido obtenidos recientemente
[15]. Para la resolucién numérica del problema, que constituye el motor
del software desarrollado, se ha utilizado un algoritmo de descenso tipo
gradiente. Ademés de los aspectos matematicos, pretendemos describir
las consecuencias académicas y laborales que de esta colaboracion se
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estdn derivando. Aunque algunos grupos de Matemadtica Aplicada en
nuestro pais tienen una amplia y muy brillante tradicién en colaboraciones
con empresas, pretendemos describir aqui la forma en que surgié una
tal colaboracién en el seno de un equipo pequeno y sin experiencia
previa en este ambito. Ojald esta experiencia sirva de estimulo a otros
grupos para intentar desarrollar esta parcela de la Matemética Aplicada
que desafortunadamente sigue siendo minoritaria en nuestra drea de
conocimiento.

Palabras clave : Submarino, maniobrabilidad, control dptimo, relajacion,

simulacion numérica.
Clasificacién por materias AMS : 49J15, 49M20, 93C15.

1. Introduccién

1.1. Un poco de historia para empezar!

La actualmente llamada Navantia S.A. (quizds mds conocida por uno de
sus anteriores nombres, Bazdn) es la empresa publica espanola de construccién
naval. Su origen debemos situarlo en 1730 con la creaciéon de los histéricos
arsenales militares de Ferrol, Cartagena y San Fernando, que estaban destinados
a construir y reparar los buques de la Armada Espanola. Al término de la Guerra
Civil, el Estado se hizo cargo de los arsenales militares y en 1947 se constituyo la
Empresa Nacional Bazan. En el ano 2000 se creé Izar, fruto de la unién de los
astilleros publicos militares (Bazén) y civiles (AESA), y en 2005 nace Navantia,
fruto del proceso de segregacién de Izar en dos companias.

Figura 1: Imagen del submarino Isaac Peral C-1 en su actual ubicacién en el
muelle de Cartagena.

En los mismos diques y gradas que hoy dan vida a los modernos submarinos
Scorpene operd, en otro tiempo, el primer submarino de propulsién eléctrica del

ILa mayor parte de la informacién contenida en esta seccién ha sido obtenida de los sitios
web: http://www.navantia.es/ y http://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Peral
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Figura 2: Imagen de Isaac Peral a la edad de 21 anos.

Figura 3: Imagen del submarino KD Tun Razak.

mundo, el Isaac Peral® C-1.

Actualmente, Navantia da empleo directo a mas de 5.000 trabajadores. Por
citar s6lo algunos datos, sefialemos la construcciéon de cuatro submarinos de
la clase Scorpene, dos para la Marina Chilena y dos para la Marina Malasia,
siendo el dltimo, el KD Tun Razak construido en colaboracién con la empresa
francesa DCNS, encargado en el 2003, puesto a flote el 8 de octubre del 2008
y entregado el 5 de Noviembre del 2009. Debido a su elevado automatismo y
capacidad téactica, dicho submarino es considerado como el representante més
avanzado de los submarinos convencionales actuales por lo que ha sido un diseno
exportado con éxito a India y Brasil.

Otro ejemplo es el submarino S-80 que actualmente Navantia-Cartagena
construye para la Armada Espafola. Con disefio autéctono, pasara a convertirse
en el submarino de propulsién hibrida (con capacidad anaerdbica para
permanecer varias semanas en inmersién) més avanzado del mundo.

2Tsaac Peral y Caballero (Cartagena, 1 de junio de 1851 - Berlin, 22 de mayo de 1895) fue
un cientifico, marino y militar espanol, teniente de navio de la Real Armada e inventor del
primer submarino torpedero, el Peral C-1 (1885) construido en el astillero de Cadiz. Gracias
al apoyo de la Reina Regente D* Maria Cristina, el submarino fue finalmente botado el 8 de
septiembre de 1888.
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1.2. Motivacion: ; qué necesita la empresa?

Durante la etapa preliminar de diseno de un submarino se ha de tomar
un numero importante de decisiones con el fin de optimizar, en empacho,
peso y consumo de energia por la actuacién de los timones y la hélice, el
comportamiento dindmico del prototipo. Centrandonos en submarinos militares
tripulados, es importante, entre otros, que estos vehiculos sean capaces de hacer
répidos y silenciosos cambios de rumbo y de profundidad (con lo que disminuye
la posibilidad de ser detectados). Pese a que se trata de vehiculos ocednicos, sin
embargo, algunas de las misiones se desarrollan en aguas litorales. Este tipo de
submarinos no son capaces de hacer un cambio de rumbo en un plano horizontal
sin abandonarlo pues, durante dicha maniobra, el submarino esta forzado por
los fenémenos hidrodinamicos cruzados a oscilar en su profundidad objetivo.
Es, por tanto, importante cuantificar y sobre todo optimizar (en este caso,
minimizar) la variacién en profundidad cuando la maniobra se realiza en aguas
litorales.

Para realizar dichas maniobras, los submarinos que se construyen en
Navantia incorporan una hélice y tres pares de timones. Estos elementos
son los que determinan la capacidad de maniobrabilidad del vehiculo. Y es,
precisamente durante la fase de diseno donde se toman las decisiones oportunas
sobre el tipo de timones y hélice que se instalardn en el futuro submarino.
Los ingenieros de diseno de Navantia sobre los que recae la responsibilidad
de tomar dichas decisiones, conscientes de la necesidad de disponer de una
herramienta sélida de simulacién numérica capaz de dar una primera respuesta
a las cuestiones de maniobrabilidad mencionadas anteriormente, iniciaron hace
unos anos el desarrollo de una tal herramienta de simulacién basada en el
tipico LQR (Linear Quadratic Regulator) para la resolucién de problemas
de control 6ptimo. La continuacion de este trabajo inicial en la direccién de
estudiar un modelo no lineal més complejo constituye la esencia principal de
esta colaboracién Universidad- Empresa que describimos a continuacién.

2. Modelizacion Matematica

2.1. Modelado del vehiculo: ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones tridimensionales de movimiento de un submarino se escriben
usando dos sistemas de referencia: el llamado sistema mundo, con ejes
ortogonales apuntando hacia el norte, este y profundidad, respectivamente, y
cuyo origen se sitia en un punto fijo del océano; y el sistema cuerpo, que se
mueve solidario con el vehiculo. Su origen es el punto medio del eje longitudinal
de simetria del submarino y sus ejes apuntan en direccién de avance, en la
direccion lateral y de nuevo en profundidad. De esta forma, el estado del
submarino queda definido por el vector de 12 componentes
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donde n = (z,vy,2;¢,0,v) indica la posicién y orientacién del vehiculo en el
sistema mundo, y v = (u,v,w;p,q,r) es el vector de velocidades lineales y
angulares medidas en el sistema cuerpo. Usando la notacién de la SNAME
(Society of Naval Architects and Marine Engineers) [3, 5, 7], las ecuaciones
(cineméticas y dindmicas) de movimiento se escriben en la forma

{ ' (t) = J(n(t)v(t) 2)
MY (t) +C (v (@) v(t)+Dw@)v(t)+g0n@)=7d).

J es la matriz de transformacién para las ecuaciones cinematicas de movimiento,
M = Mpp+ M 4 incluye la matriz de inercia del sélido rigido M gp mas la matriz
de masa anadida M4, C(v) =Crp(v) + Ca(v), con Crp la matriz centripeta y
de Coriolis del sélido rigido y C4 es la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis
debida a los efectos de masa afiadida, D(v) representa el damping hidrodindmico
debido al desprendimiento de vértices y friccién superficial, g (1) es el vector de
fuerzas y momentos de restauracién (gravitacionales y de flotabilidad), y 7 (u)
es el vector de fuerzas y momentos de control. En nuestro caso,

u(t) = (0 (t),0s (t) 0, () ,n (1)), (3)

donde &, y s representan, respectivamente, los angulos de los timones de vela
y popa, 6, es el angulo del timén para el cambio de rumbo y n modela las
revoluciones de la hélice. En el Apéndice A incluimos los detalles sobre las
ecuaciones dindmicas del sistema (2). Las ecuaciones cinemadticas son cldsicas y
pueden encontrarse por ejemplo en [5, 15].

La validez del modelo anterior estd limitada al caso en que la variable de
control u (t) toma valores en el conjunto compacto

A B o i O G B R TR (4)
36° 36 36° 36 36° 36
Respecto a la variable de estado x (t), es también realista considerar las

siguientes restricciones sobre los dngulos de Euler

—T<¢<g, —1<0<T 0<y<om

4 4’
Debido al cardcter acotado del océano, (z,y,z) deben tomar valores en un
conjunto acotado. Finalmente, la Fisica del problema impone unas restricciones

sobre las velocidades lineales (u, v, w) y angulares (p, ¢, 7). En resumen, podemos
asumir que el vector de estado debe verificar una restriccién del tipo

x(t)e QcR2,  t>0,

donde () es un conjunto acotado.

2.2. Formulacién del problema

Una vez que las variables de control que describimos en el punto anterior
aparecen en la dindmica de forma lineal y cuadratica (véase Anexo), podemos
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describir la accién de la variable de control a través de la aplicacion

®: K — R8 (5)
u — o(u)= (u,u2) = (5b,5s,5r,n,6§,6§,53,n2).
De este modo, es posible y deseable (por motivos teéricos que describiremos
més adelante) escribir la ley de estado (2) en la forma

X' (t) = Q(x(1) @ (u(t)) + Qo (x(¢)) (6)

con
Q . RIQ N M12><8 y QO . RIZ N RIQ.

En lo que sigue cambiaremos la notacién para las variables de estado y control
con el fin de adaptarlas a la notacién que es mas usual en Teoria de Control.
De esta forma,

x(t)=(z1(t), - ,212(t)) €ER¥Z vy u(t) = (us (t), -~ ,us(t)) € RL

Las capacidades de maniobrabilidad descritas anteriormente pueden ser
modelizadas a través del siguiente problema de control 6ptimo: dado un tiempo

final ¢y y un estado final x'f = (mi'f7~-~ ,CE?Q) € {2, encontrar un control

u (t) € K tal que en el tiempo t; la variable de estado x (t7) alcance (o al menos
esté cerca de) el estado final deseado x'/. Ademds, pretendemos que la maniobra
se desarrolle con un minimo gasto de control, es decir, minimizando el uso de
timones y hélice, lo que en primera aproximacién minimizard proporcionalmente
la potencia demandada y, por tanto, la energia acustica radiada que es funcién
de ésta, interés ultimo de los disenadores de submarinos militares. En términos
matematicos, tenemos el siguiente problema de control 6ptimo con restricciones
en el estado y el control que denotamos por (P, ):

Minimizar en u: I (u) = Z;il aj (x]- (tf) — x;f)Q + Z?Zl fotf Bju? (t)dt
sujeto a

") =Qx ()P (u(t) +Qo(x(t), 0<t<t;
0)=x"€Q

HeQ y u@) ek, 0<t<t;.

®oM X

Como de costumbre, a; > 0y B; > 0 son pardmetros de peso.

3. Analisis Matematico del Modelo

3.1. Un resultado de existencia local de solucion

Como es bien sabido por todo aquel que esté minimamente familiarizado con
los problemas de optimizacion, en éstos el tamano si que importa. En el caso
que nos ocupa, la ley de estado esta formada por un sistema de 12 ecuaciones
diferenciales ordinarias altamente acoplado y con fuertes no linealidades. Por
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tanto, ser capaces de chequear las condiciones suficientes para la existencia
de solucién en el problema (P;,) que propone la teorfa cldsica (por ejemplo,
la convexidad del campo de orientadores [2]) resulta tarea poco menos que
imposible. Afortunadamente, en nuestro caso hemos sido capaces de superar
esta dificultad haciendo uso de un resultado general de existencia [14] que
comentamos a continuacion. La aplicacién directa de dicho resultado nos ha
permitido probar el siguiente:

Teorema 1 Para ty > 0, suficientemente pequerio, (Ptf) tiene, al menos, una
solucion.

Resumimos a continuacién (algunas de) las ideas bésicas subyacentes a dicho
resultado. Para ello es preciso introducir un poco de notacién. Consideremos la
aplicacién

¥=(y;): R® — R
m \I/(m):(m%—m& m3 — me, m%—m% mi—mg)

donde m = (mq,--- ,mg). Es evidente que el conjunto
O (K)={P(u):uekK},

donde @ estd definido en (5), estd incluido en el conjunto de nivel cero de ¥, es
decir,
®(K) C {meR®: ¥ (m) =0} .

Siguiendo [14], sean

N (K, ®)={veR®:Vue K, VI (®(u)v=0 o3jt. q Vi;(®(u))v >0}

y
N(Q) ={veR*:Qv=0 y c-v<0}, (8)

donde en nuestro caso particular
c:(070707031817527ﬁ3754)7 (9)

con 8 > 0 los pardmetros de peso considerados en el problema (P;,), y la
matriz Q € M12*8 tiene la forma

O6xs
Qnaz  Qra? 0 Qrazr Q522 Qrez?  Qrraz  Qrs
0 0 Q8373 Qsaxy 0 0 0 Qss
Q= lefﬂ% ngx% 0 Qos7 Q95=’C% Q%fﬂ% Qgﬂg Qos
0 0 Q10372 Qroa7 0 0 0 Q108
Q12?3 Qr127? 0 Quuazr Qusr? Quier? Q1722 Quis
0 0 Q12323 Q2477 0 0 0 Q128

(10)
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Nétese que @ = @ (x) depende de la velocidad de avance x7 del vehiculo. Los
valores concretos del resto de componentes de @) se obtienen experimentalmente
usando un modelo a escala.

Como es facil de imaginar, la existencia de solucién para nuestro problema
de control 6ptimo depende de la forma en que estado y control se relacionan
tanto en la ley de estado como en la funcién coste. De manera precisa, si se
satisface la inclusién

N(c,Q(x)) CN (K, ®) (11)

para cada estado admisible x €2, entonces (P;,) tiene, al menos, una solucién.
Esta condicién suficiente fue introducida por primera vez en [14, Theorem
1.1]. Véase también [15, Theorem 2.1] para una versién adaptada a nuestro
caso concreto. La demostracion de este resultado tedrico se basa en varias
relajaciones del problema original que se obtienen haciendo uso de técnicas
usuales en medidas de Young [10, 11] y resultados clésicos de existencia de
solucién para problemas de control éptimo [2, 16]. Finalmente, la condicién
(11) nos permite probar que toda solucién del problema relajado en términos
de medidas de Young es de hecho una medida tipo masa de Dirac localizada
en un control u (¢) admisible para el problema original. Véase [14, 15] para los
detalles. Lo verdaderamente importante aqui es que la condicién a chequear (11)
es de naturaleza algebraica y por tanto, pese a que nuestro problema concreto es
de gran tamafnio y con fuertes acoplamientos y no linealidades, dicha condicién
es analiticamente chequeable. Lo sorprendente es que efectivamente la inclusién
(11) se da en nuestro modelo [13, 15]. Finalmente, mencionar que la restriccién
en ty es debida al cardcter Lipschitz local de la ley de estado y a las restricciones
en las variables de estado.

3.2. Resolucién numérica de (P;,)

El algoritmo numérico propuesto para la resolucién de (P, ) es un método de
descenso tipo gradiente con proyeccion y paso éptimo. El calculo del gradiente
se ha efectuado siguiendo el método adjunto. Dado que se trata de un algoritmo
bastante cldsico y conocido no lo describiremos aqui, pero si que nos gustaria
senalar algunos matices matematicos importantes que han aparecido en nuestro
modelo concreto. La dificultad esencial surge al resolver numéricamente la
ecuacion para el estado adjunto p (¢), la cual se escribe como

{ P’ (t) = — [Vaf (X1 (1), ub (1)) p (1), 0<t<t, (12)
p(ty) =G (x"* (t) — x')

donde
£ (" (1), u" (1) = Q (x"' () @ (u* () + Qo (X" (1))

es la ley de estado,
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Vx es el gradiente respecto a x y A7 denota la transpuesta de la matriz A.
El problema radica en el hecho de que la ley de estado incluye términos no
derivables, por ejemplo del tipo

|zg| \/ 2§ + 3.

De esta forma, V,f tiene discontinuidades de salto finito. En el caso anterior,
el calculo del gradiente genera el término

2
Lo 2 2 :
peww x§ + x5 si xg >0
2
xr .
2 — \Jzi+xd si a9 <O.
rg+x]

Por tanto, si xg cambia de signo en algiin tiempo t*, entonces (12) tiene una
discontinuidad sobre la superficie

S={tp):gtp) =t—t" =0}

Como es bien conocido [4, 8]), cuando la solucién de una EDO con término de
la derecha discontinuo encuentra un punto de discontinuidad se puede perder
la unicidad de solucién, la solucién puede ser atrapada en S, o bien, la solucién
puede atravesar la discontinuidad. Para analizar estas tres posibilidades, en [9]
se introduce la llamada condicidn de transversalidad. Véase también [8, Section
I1.6] y [1]. Se deben calcular en el punto (¢*,p (¢*)) las cantidades

{ GIZ%;-VpQ'p'_
arr = —%; — Vpg- P}y

donde p’_ corresponde al término de la derecha en (12) cuando g (t,p) < 0y
p’, para el caso g (t,p) > 0. En nuestro caso, af = 1y aj; = —1. Esto implica
que la solucién atraviesa S desde g < 0 hasta g > 0 y la solucién esta por tanto
bien definida.

4. El Software SIMUSUB

La implementacién en MatLab del algoritmo descrito en la seccién anterior
constituye el nicleo del software SIMUSUB que es lo que realmente interesa a la
empresa. Entre otros, SIMUSUB permite analizar la robustez del controlador,
comparar el comportamiento dinamico del vehiculo frente a cambios en algunos
de los elementos de disefio, estimar el ruido hidrodindmico generado en
determinadas maniobras, y generar una serie de trayectorias ideales que podrian
ser utilizadas por un futuro autopiloto a incorporar en un submarino tripulado
o auténomo.

Dado que este articulo esté dirigido a un posible lector con una formacién en
Matematicas no incluimos a continuacién ningin experimento numérico cuyo
interés seria mas bien propio del experto en maniobrabilidad de artefactos
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navales. El lector interesado puede sin embargo acudir a [12, 13]. Nos gustaria
eso si senalar que, como es habitual en los algoritmos de descenso, los
resultados dependen de la inicializacién (aunque con costes muy similares en
los experimentos que hemos realizado) y que la convergencia del algoritmo es
exponencial.

5. Algunos Comentarios Finales

Para finalizar, nos gustaria relatar brevemente la forma y el contenido en
que esta colaboracién universidad-empresa se esta llevando a cabo.

Todo empezé en el verano de 2006 cuando, en colaboracién con el grupo
OMEVA (http://matematicas.uclm.es/omeva/) de la Universidad de Castilla-
La Mancha e imitando a nuestros colegas gallegos, organizamos en Cartagena
una primera jornada de interaccién Matemadtica Aplicada - Industria donde
invitamos a 4 empresas a exponer algunos de los problemas (relacionados con
la Optimizacién en general) en que estaban interesados. En representacion de
Navantia asistié Javier Garcia Pelaez, jefe de la seccién de Anteproyectos.

Tras un intento fallido de pedir un proyecto PROFIT en el que debian
participar las Universidades de Castilla- La Mancha y Politécnica de Cartagena
(UPCT) junto con Navantia y otra de las empresas asistentes, se opté por otra
via mucho mas modesta. Simplemente, al amparo de una beca de proyecto fin
de carrera de 5 meses de duracién financiada por la UPCT, se inici6 el estudio
de un modelo mucho més simplificado que el presentado aqui. Este estudié [6]
se ejecutd sin ningln coste econdmico para la empresa pero dispusimos, eso si,
en todo momento con el asesoramiento, la motivacién y la disponibilidad de
Javier. El proyecto, presentado por Isabel Ainhoa Nieto (estudiante de Teleco
de la UPCT) fue defendido en Julio de 2007. Los modestos, como no podia ser
de otra manera en tan poco tiempo, resultados obtenidos suscitaron sin embargo
el interés de Navantia que se concreté en dos actuaciones:

1° Ainhoa, como parte de la Ingenieria Technopro ha continuado su
colaboracion desde el 2008 hasta la actualidad con la secciéon de Anteproyectos
en la modelizacion del diseno acustico de submarinos, y

2° Navantia propone firmar un contrato con la UPCT de un ano de duracién
para estudiar el modelo no lineal descrito en este articulo. La cuantia del
contrato permitié sacar una beca de investigacién (similar en cuantia a una
beca predoctoral) que fue adjudicada a Diana Ovalle.

Al acabar este primer contrato, la empresa decide renovarlo por un afio
mas, y en estos momentos se estd concretando una nueva prérroga por tres
anos que permita ampliar el estudio que se estd llevando a cabo actualmente.
En concreto, se pretende modelar, simular y usar como mecanismo de control
anadido los procesos de soplado y ventilacién de los tanques de lastre de los
submarinos (modelo de control no disponible en la literatura actual debido a
la complejidad intrinseca a la modelizacion de los fendmenos termodindmicos
involucrados).

Entre tanto, y gracias de nuevo a la estrecha colaboracién con nuestros
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amigos de Ciudad Real, se pudo abordar el estudio de la existencia de solucién
para el problema descrito anteriormente en colaboracién con Jorge Tiago, en
aquel momento, estudiante de doctorado de Pablo Pedregal.

A nivel académico, esta colaboracién ha generado un proyecto fin de carrera,
un articulo de investigacién ya publicado y dos en proceso de revisién. Confiamos
que en breve se una a esta lista el doctorado de Diana Ovalle y el inicio de los
estudios de doctorado de un nuevo estudiante.

En nuestra opinién, ha habido varios factores que han permitido hacer
realidad este proyecto: una cierta dosis inicial de curiosidad y altruismo
cientifico (vamos a invertir tiempo y esfuerzo en intentar entender el problemal)
unido a una gran motivaciéon por todas las partes implicadas para integrar
fructiferamente lo propio de cada disciplina , la matemdtica, la ingenieria de
sistemas de control y la hidrodindmica (pero vamos a intentarlo de verdad!), y
sobre todo la colaboracién con grupos més grandes (en este caso, el apoyo del
grupo OMEVA ha sido esencial: quizas lo mas llamativo haya sido el haber sido
capaces de aplicar los resultados tedricos de existencia de solucién de la tesis
de Jorge a nuestro modelo -de nuevo la interdependencia de las matemdticas
en accion-, pero dicho apoyo se ha manifestado también de otras maneras
diferentes).

Apéndice A: Ecuaciones dindmicas de movimiento

AXTAL FORCE EQUATION:

mli —or +wq — x6(4* +12) +ya(pg — 7) + 26 (pr + 4)]
p ’ ’ ’ ’ p ’, ’ ’
= §l4[quq2 + err2 + errp + Xq\q|q|q|] + 5[3[qu + ervr + quw(J]

’

LR X0+ X0 + X0 4 Xyl

Py / :
+512[X5T5Tu253 + X5, u%02 + X5,5,u*67] — (W — B) sen(0)
+pT(1—tp)

LATERAL FORCE EQUATION:

mlo —wp + ur = ya(r* + p*) + za(qr — p) + ve(qp +7)]

p ’, ’ ’ ’

— 514[}/;7“ +Y,p+ YTMTM + qupq]
+gl3[Yr/ur + Y;up + Y;i) + Y;pwp]
p ’ ’ ’ 1
S PV + Vyuw + ¥, nol(v® + w?) 2]
!

" c
—|—gl2YU/wva + (W — B) cos(f) sen(¢)

p ’ ’
+512[Y6TU26T + Yigrnuzér( )C]
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NORMAL FORCE EQUATION:

mlw —uq +vp = 26(0* + ¢*) + 26 (rp — 4) + ya(rq + p)]
14 ’, ’ ’ P 2 ’ ’ ’
= 514[qu + Zq|q|q|q| + err2] + 513[wa + unq + vavp + Zmﬂ)’l’}
+gl2[Z;u2 + Zouw + Z,, 07
+ 2212 ulw] 4+ Zy o] (0% + 0?)?]

ool , , 1
+§l2 Z6‘5u258 + Z&buzab + Zésnu25s < — C) C:|

+(W — B) cos(8) cos(¢)
ROLLING MOMENT EQUATION:

Izp + (Iz - Iy)qr - Izﬂ; - szpq + IszQ - Iyzq2 + Iacypr - Izyq
mycw — myguq + mygup — mzgl + mzgwp — mzgur
_ P Psps s Prsgs P 5 P 5
= 51 Kpp =+ §l K,,:’r + 5[ KqTqT + 51 Kp|p|p|p| + il KT‘T‘T|T|
p 4 / p 4 ’ p 4 ’, p 4 ’
+§l K,up+ El K,ur + 51 K0+ 5[ K,,,wp
+gz3K;u2 + §I3K;uu + gl?’K;‘vlvM + gl?’K:;TuQJT
+(YeW — YgB)cos(8) cos(¢) — (ZgW — ZpB) cos(0) sen(¢)
—pQ

PITCHING MOMENT EQUATION:

Iyq + (Ia: - Iz)rp - (p + qr)Ia:'q + (p2 - rz)lz:v + (qp - T)Iyz
tmlza (i — vr + wg) — 2w — ug + vp)]
p ’, ’ ’ ’ p o ’ ’
= 5l5[qu + M,,rp + M4 qlal + M, 7% + 514 [M i + M,ugq + M,,vr]

)

+gl3 {M,LUZ + Mq/ﬂuw + M;vv2 + M;‘www ‘(UQ + w2)%

+gl3[M;wvw + Ml/w|u|w| + Moy lw(v? +w?) 3]
1

p ’ ’ ’
+§l3 |:M55U2(55 + M5bu26b + M(ss’f?u255 ( — O) C:|

—(xgW —xpB) cos(0) cos(¢) — (2¢W — zpB) sen(6)

YAWING MOMENT EQUATION:
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Iz7;' + (Iy - Im)pq - ((] + 7117)]’yz + (q2 *pz)lmy + (Tq *p)Izm

+mlzg(v —wp + ur) — ya (i — vr + wq)]

p ’., ’ ’, ’ p ’ ’ ’,
= 515[1\7,;71 + Nyprlrl + Npp + Npgpal + §l4[Npup + N,ur + N,o]

p ’ ’ ’ 1
+ 2PN + Nywo + Ny v ‘(vz +w?)h]]

Pi3 ro9 2 1
+§l N(;TU 57~+N5M7u (Sr,« ( - C) O:|

+ngN;wNUw
+(xeW — xzpB) cos(0) sen(¢) + (yoW — ypB) sen(h)

La fuerza de empuje de la hélice (T') y sus correspondiente par de giro (Q) que
aparecen en dos de las ecuaciones anteriores pueden ser modelados de varias
maneras. El modelo méas usado es el siguiente:

{ T = KroD*n? (t) + Kry (1 — wy) D?u (t)n (t) + Kpy2 (1 —wy)® D2 (t

Q = KQ0D5’I7,2 (t) + KQJ (1 — wf) D4u (t) n (t) + KQJ2 (1 — wf)2 D3u2 (t) .
(13)

Aqui u (t) es la velocidad de avance (es decir, la séptima componente del vector

de estado (1)), D es el didmetro de la hélice, wy es un pardmetro llamado

coeficiente de estela, y los coeficientes K, se obtienen experimentalmente usando

un modelo a escala. Véase [5, Chapter 4] para més detalles.
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