Capitulo 9

La Transformada de Fourier

En este capitulo estudiaremos otra de las transformadas integrales que es ampliamente utilizada
tanto en matematicas puras y aplicadas como en algunos campos de la ingenieria. Nos referimos a
la transformada de Fourier la cual es, ademds, una potente herramienta para resolver ecuaciones
en derivadas parciales. La idea bésica de la transformada de Fourier en lo referente a las EDPs
es la misma que en el caso de la de Laplace, esto es, transformar un problema complicado en
otro mas facil de resolver y luego obtener la solucién del problema original como la transformada
de Fourier inversa de la solucién del problema transformado.

Veremos también que la transformada de Fourier es una herramienta bédsica en el analisis de
senales aperiédicas que tienen energia finita. En este sentido, la transformada de Fourier juega
el mismo papel que las series de Fourier para senales periédicas.

9.1 Definiciéon y Propiedades Basicas

Antes de dar la definicién rigurosa de transformada de Fourier, vamos a motivar dicha definicién
a partir de las series de Fourier. Sea f : R — C, una funcién dada. Para cada I > 0 pode-
mos calcular el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f el cual, en su forma compleja y
suponiendo suficiente regularidad en la funcién f, viene dado por

1 = . ! .
f(x)= % Z €™/ con ey = /l f(y)e v/t dy.

n=—oo

Con el cambio £, = “F las expresiones anteriores se reescriben como

+oo 1
1 oo B
@) =50 > eud T e | T dy (9.1)

Si suponemos que f decae muy rdapidamente cuando |z| — £o0, entonces

+oo .
Cnl f(y)e ¥ dy
o

y a medida que [ — oo la primera expresién en (9.1) tiene el aspecto de una suma de Riemann.
De esta forma, haciendo tender [ — oo se tiene que

oo A R +oo .
f@) =5 [ FO dn onf@= [ fwe

—00
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Los coeficientes de Fourier ¢,; pasan a tener la forma ]?(5) que es lo que enseguida llamaremos
transformada de Fourier de la funcién f. Tenemos pues que la transformada de Fourier es, en el
sentido anterior, lo que equivale a los coeficientes de Fourier de una funcién periédica. Dicho de
otra forma, la transformada de Fourier juega el mismo papel para funciones definidas en todo R
(o de periodo infinito si se quiere) que las series de Fourier para funciones periédicas o definidas
en un intervalo acotado. Todo lo anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 9.1.1 Dada una funcion f : R — C, se define formalmente su transformada de
Fourier como la funcion de variable real f : R — C, definida como

o~ +OO .
6= S / e X2 f () de, £eR. (9.2)

—00

Nota 9.1.1 La definicién anterior es formal en el sentido de que la integral que aparece en
dicha definicién no tiene porque existir para una f cualquiera. La convergencia de dicha integral
estd garantizada en caso de ser f absolutamente integrable, es decir, si consideramos el espacio

Ll(R)—{f:R—MC:/

—00

“+00

f (@) do < oo},

entonces la transformada de Fourier de f est4 bien definida siempre que f € L' (R) . Recordemos
que L' (R), equipado de la norma

+oo
Il = [ 1@ do

—00

es un espacio de Banach. En realidad, la integral que aparece en (9.2) no se entiende en sentido
de Riemann impropio sino en el sentido de Lebesgue. Lo mismo sucede en la definicién del
espacio L' (R). Sin embargo, si f es continua a trozos y si existen los limites y son finitos

0 b
lim / f@) dz y lim / f (@) de,
a——=00 [, b—-+o00 0

es decir, si |f| es integrable en sentido de Riemann impropio, entonces f € L! (R) y por tanto
existe la transformada de Fourier de f la cual viene dada por (9.2). A efectos de célculo, en
este capitulo entenderemos que las funciones que consideramos son absolutamente integrables
en sentido de Riemann impropio.

Nota 9.1.2 Senalemos también que hay una gran diversidad en la bibliografia en lo que hace
referencia al término % que aparece en la definicién de la transformada de Fourier. Hay autores
que incluyen esta constante y autores que prescinden de ella. Es una cuestién de gustos. Por
supuesto en nada afecta ésto a la teoria que desarrollaremos a continuacion.

Calcularemos ahora la transformada de Fourier de algunas funciones concretas.

Ejemplo 9.1.1 Consideremos la funcion caracteristica del intervalo [a,b], con —o0 < a < b <
400, esto es, la funcion

1 sta<x<b
Hag) () = { 0 en caso contrario
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Si aplicamos la formula (9.2) se tiene que

b .
[Xa]" (©) = = / e dy

T2

1 efiém b
T o g |,
o—ifa _ ,—ith

2mig

siempre que £ # 0, y [X[a’b]]A (0) = b;—a. En el caso particular de ser a = —b, b > 0, se tiene que

X

LG 0.
[X[—b,b]]A(f):{ p ™ Z éio.

T

_04 1 1 1 1 1 1 1

Figura 9.1: Gréfica de la funcién [X[—l,l]] " ().

Ejemplo 9.1.2 Consideremos ahora la funcion

+oo i\ 2 2
= QL 6_( +§) _% dx
™ oo
2 00 i
™
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Demostraremos ahora que

Para ello partimos de la identidad

+o00 2
/ e dr =7

—0o0

la cual es una consecuencia inmediata del hecho de ser

+oo +oo
/ / e~ (a%+v%) dxdy = .
—00 —00

Esta ultima identidad se demuestra facilmente haciendo un cambio a coordenadas polares. Vol-

i€ )2 . .
vamos al cdlculo de fjoooo e_(“'?) dx. Supongamos que & > 0. Si £ < 0, el razonamiento que

sigue es completamente andlogo. Para cada R > 0 consideremos el camino I'r formado por la
unidn de los segmentos

I'tL={2€C:2=2, —~R<z2<R},
I'2={2€C:2=R+iy,0<y<&/2},
F%I{ZGClZ:J}—Fi%, —Rgng},
I't={2€C:2=-R+iy,0<y<¢/2}

y orientado positivamente, esto es, en sentido contrario al de las agujas del reloj.

A
y C
P
v Iy
-R R T

L2
Dado que la funcion e™*

se tiene que

es holomorfa en todo el plano complejo, por el Teorema de Cauchy

0:/ e dz
g

:/ e dz+/ e dz—/ e dz—/ e dz.
r r r r

1 2 3 4
R R R R
Dado que sobre I% y sobre F%z se tiene que
’6_22 =e B0y <),
entonces facilmente se deduce que
. _ .2 . _ .2
lim e ? dz= lim e * dz=0.

R—o00 F% R—o0 FAIL?,
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Por otra parte,

2
lim # dz= lim dr =T
R—oo ri R—oo R
R
Y
R a2 o0 16\ 2
. _,2 . _ i€ _ ig

lim e % dz= lim e~ (T3) dp = e~ (=+5)" de.
R—oo F?I)% R—oo J_Rg — oo

Con todo ello se tiene que

y por tanto,

] @ = gt

Enunciamos a continuacién algunas de las propiedades bésicas de la transformada de Fourier.
Su demostracién es un sencillo ejercicio de cédlculo.

Proposicién 9.1.1
(a) Linealidad. Sean f,g € L' (R) y a, 3 € C. Entonces

[af + 89)" = af + 53.

(b) Translacion y cambio de escala. Sean f € L' (R) y a,b € R, con a # 0. Entonces la
funcion g (x) = f (ax +b) pertenece a L' (R) y ademds

§@r=ﬁf%f@m>

(c) Férmula de Modulacion. Sean f € L' (R) y a € R. Entonces la funcion !** f € L' (R)
Y

[ @] ©=Fie-a).

Como consecuencia,

[f (z) cosaa]” (€) =

fE-a)+f(E+a)
2

fle—a)—f(E+a)

[f (x)sinazx]" (£) = 5

9.1.1 La Transformada de Fourier y la Derivacién

Sea f : R — C una funcién de clase C! a trozos y supongamos que tanto f como f’ estdn en
L' (R). Del teorema fundamental del calculo y del hecho de estar f’ en L! (R) se deduce que

A T@ =70+ [0 a
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existe y es finito. Ademds, como f € L' (R), dicho limite ha de ser cero. De manera andloga
se prueba que lim,_,_ f (z) = 0. Como consecuencia de ésto, e integrando por partes, se tiene
que

1N = = / e

= % - e 4 f (x) dw

= if <£>.

En general se tiene que si f, f/,---, f™ € L' (R), entonces,
o @ = ey F o).

Por otra parte, si la funcién zf (z) estd en L' (R) y calculamos formalmente entonces

of @) = 5= [ e @) da

— L Oo;lg<l£xf( ))

d 1 [~ _.
R —ix
ldeW/ooe f(z) dx
/7
= i[f] ©.
En general, si 2" f (x) € L' (R), n € N, entonces,

" @) O =" F(©).

9.1.2 La Transformada de Fourier y el Producto de Convolucién

Nos ocuparemos a continuacién de estudiar el comportamiento de la transformada de Fourier
respecto del producto de convoluciéon. Recordemos que dadas dos funciones f,g : R — C se
define el producto de convolucién de f y g como

(f*9)( / fl@=y)g(y) dy

siempre que la integral anterior exista. Una condicién suficiente para la existencia de la con-
volucién de dos funciones es que una de ellas esté en L' (R) y la otra en LP (R) para algiin
1 < p < oo. De hecho, se puede probar (véase [1, Cap. IV]) que en este caso, es decir, si por
ejemplo f € L' (R) y g € LP(R), entonces f x g € LP(R). En particular, si f,g € L' (R),
entonces f*g € L' (R). Por tanto, tiene sentido calcular su transformada de Fourier. Aplicando
la definicién de transformada de Fourier y calculando formalmente se tiene que

1 o0

(f+9)" (&) = % 64‘5”” (f*g)(x) da

= % —1&’(/ fx—1y) )dy) dx
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= [ ([ ) e g0

_ /_o; (% /_o; e f (2) d2> e g (y) dy
= 27f(9)F(9)-

En resumen: si f,g € L' (R), entonces

(f*9)" (&) =2nf(£)F(£).

En la practica usaremos este resultado en sentido inverso, es decir, habitualmente nos en-
contraremos con f (§) g (§), donde f y g son conocidas, y estaremos interesados en calcular una
funcién h tal que h(§) = f(€) g (&) . El resultado anterior nos dice que esa tal funcién h no es

sino%(f*g).

9.2 El Teorema de Plancherel y la Transformada Inversa de Fou-
rier

En la seccién anterior hemos visto que el dominio natural para definir la transformada de Fourier

es el espacio de funciones L' (R) . Pero, jcudl es su imagen o rango? jes inyectiva la transformada

de Fourier? ;y sobreyectiva?. En este caso, jcéomo se calcula la transformada inversa?. De

responder a todas estas cuestiones nos ocuparemos en esta seccién.
Consideremos en primer lugar el espacio

COO(R)—{f:RHC,fcontinuay lim f(m)—O},

|z|—o00

el cual equipado con la norma

[flloe = sup{[f (2)] : € R}

es un espacio de Banach. El resultado que sigue establece que la transformada de Fourier del
espacio L' (R) estd contenida en Cy, (R) . Para una demostracién véase [8, p. 217].

Lema 9.2.1 (Riemann-Lebesgue) Si f € L' (R), entonces f € Co (R). Ademds,

17| <52 10

Nos ocuparemos ahora del problema de recuperar la funcién f a partir de su transformada
de Fourier f. Para ello, dada f € L' (R) se define su transformada inversa de Fourier como

fa=| T e (e) de

—00

Un primer resultado de inversién es el siguiente Teorema de Inversién de Fourier. Una demos-
tracién puede encontrarse en [8, p.p. 218-219).

~ AV
Teorema 9.2.2 Sea f € L' (R) y supongamos que f € L' (R). Entonces f = (f) , es decir,

f(z)= /00 eigmf(ﬁ) d¢  para todo x € R. (9.3)

—00



122 Capitulo 9. La Transformada de Fourier

Como consecuencia de este teorema se tiene que la transformada de Fourier es inyectiva. De
manera precisa:

Corolario 9.2.3 Sean f,g € L' (R) tales que f: g. Entonces f = g.

La férmula (9.3) expresa una funcién f como una superposicién continua de funciones expo-
nenciales. En este sentido, la transformada de Fourier proporciona un andlogo para funciones
no periédicas de las series de Fourier para funciones periédicas.

Son muchas las funciones de L' cuya transformada de Fourier estd también en L. Por ejem-
plo, si f € C2(R) y si f, f, f" € L*(R), entonces (f")" (&) = —&2f (€) es acotada. De esta
forma, ‘f(ﬁ)‘ < %, lo que garantiza que fe L' (R). Sin embargo, es importante sefialar tam-
bién que la transformada de Fourier de algunas funciones importantes en las aplicaciones, como
la considerada en el Ejemplo 9.1.1, no estdn en L' (ver Ejercicio 3). Resulta pues interesante
obtener alguna otra versién del teorema de inversién anterior. Presentamos a continuacién una
de estas versiones que hace uso del concepto de valor principal (de Cauchy) de una integral.
Dada una funcién f : R — C, se llama valor principal de f al nimero

M—o0

lim /A;f(x) dz

que denotamos por P.V. ffooo f(z) dx. Es importante senalar que puede existir y ser finito
P.V.[%_f(x) dz y sin embargo no existir [*_f(x) dz. Sin embargo, si f € L' (R), enton-
ces existe P.V. [ f(z) dz y ademés

/_Zf(:r)dx:P.V./_Zf(x)d:c.

Ya estamos en condiciones de enunciar una segunda versién del Teorema de Inversién de Fourier.
Para la demostracién véase [8, p.p. 220-221].

Teorema 9.2.4 Sea f € L' (R) y supongamos que f es diferenciable a trozos. Entonces

flat) + f(x-)
2 Y

P.V. / €T f (&) de =

—00

donde

flt)=lim f(+h) gy f(e=)=lim f (o).

Nota 9.2.1 Nétese que dentro del teorema anterior si que tienen cabida funciones como la
considerada en el Ejemplo 9.1.1.

Hasta ahora hemos desarrollado toda la teoria de la transformada de Fourier en el marco del
espacio L! (R). Sin embargo, nuestra experiencia con las series de Fourier sugiere que el espacio
L? (R) también ha de jugar algin papel importante en toda esta teoria de la transformada de
Fourier. Esto es efectivamente cierto. Como veremos enseguida, es L? (R) y no L' (R) el espacio
en el que la transformada de Fourier tiene un mejor comportamiento.

Veamos, en primer lugar, que la identidad de Parseval de las series de Fourier tiene también
su andlogo para la transformada de Fourier. Supongamos que f,g, f,g € L' (R). Entonces no
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es dificil probar que también f, g, ]?,ﬁ € L?(R). Vamos a calcular el producto escalar de fy g
en L?. Haciendo uso del Teorema de Inversién de Fourier y calculando formalmente se tiene que

—00

- [ i@ (% | e dm) €
- o wy@)(/mﬂs)ei@d&) dx
- 5[ @i

:—< >r2.
o f,9>12

< ﬁ§>Lz:/°° 770 de

En particular, si tomamos f = g, entonces

171 = 5= 118 94)

La identidad (9.4) es entendida en Teorfa de la Sefial como un principio de conservacion de
la energia. En efecto: | f||3 representa fisicamente la energia de la sefial f en el dominio del

tiempo, mientras que H]?H representa la energia en el dominio de las frecuencias.
2

Concluimos esta seccién con el que es, a nivel tedrico, el resultado més importante en la teoria
de la transformada de Fourier. Una demostracién puede encontrarse en [10, p.p. 158-161].

Teorema 9.2.5 (Plancherel) La transformada de Fourier, definida en principio sobre L'N L2,
se extiende de manera tinica a una aplicacion de L? en L?. Ademds, esta aplicacion es biyectiva

Y
— 2
HHL 27( HfH2 I ’CdafGL .

El resultado de este teorema (como otros muchos en la teoria de la transformada de Fourier)
se establece en primer lugar sobre el espacio de Schwartz

d’I’L

T )

xn

S(R) = {f R—C: feC®y sup|x

zeR

< Cpm < 00, n,mEN},

y posteriormente se extiende por densidad a L2. Por supuesto, S (R) es denso en L2. Es impor-
tante sefialar también que para funciones de S (R) es vadlida la formula (9.2) mediante la cual se
define la transformada de Fourier. Sin embargo, para funciones de L? que no estdn en L' no es,
en general, vélida esta férmula. A la extensién de la transformada de Fourier al espacio L? se le
denomina transformada de Fourier-Plancharel.

9.3 Algunas Aplicaciones de la Transformada de Fourier

En esta seccién estudiaremos algunas aplicaciones de la transformada de Fourier. En concre-
to, usaremos dicha transformada para resolver ciertos problemas de ecuaciones en derivadas
parciales y también veremos alguna aplicaciéon en Teorfa de la Senal.
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9.3.1 Teoria de la Senal

Supongamos que f (t) representa la amplitud de una senal (una onda de sonido o una onda
electromagnética, por ejemplo) en el instante de tiempo ¢. La férmula

f(t)Z/f(w)ei“t a J?(W)Z%/f(t)e‘i‘”t it

describe a f como una superposicién de las ondas periédicas simples e*, donde w cubre el
rango de todas las posibles frecuencias. Esta representacion es bédsica en el andlisis de senales
en ingenieria eléctrica. En esta secciéon nos limitaremos a mostrar algunas ideas subyacentes a
la Teoria de la Senal y, en particular, veremos como las series de Fourier y la transformada de
Fourier son una herramienta bédsica en este campo de la ingenierfa.

En primer lugar, la potencia de la senal f (t) es proporcional al cuadrado de su amplitud
| (t)]?, y por tanto, la energfa total de una sefial es proporcional a [If (t)]? dt. De esta forma,
la condicién de ser finita la energfa total de la sefial f significa simplemente que f € L?. Vemos,
por tanto, que L? es un espacio que no sélo tiene muy buenas propiedades desde un punto de
vista matemadtico (es un Hilbert, y eso es mucho) sino que también tiene una realidad fisica
clara: es, en particular, el espacio de las seriales que tienen energia finita.

En segundo lugar, los sistemas eléctricos pueden ser modelizados matematicamente como
operadores A que transforman una senal de entrada f en una senal de salida Af. Muchos de
estos sistemas son (al menos en una primera aproximacion) lineales, lo cual significa que el
operador A es lineal. Ademds, la accién de estos sistemas no se ve afectada por el paso del
tiempo (para una misma entrada f, la senal de salida es la misma hoy que manana). Esto
significa que el operador A conmuta con las translaciones, es decir, si (Af) (z) = g (z), entonces
(Af) (z +s) = g(x + s) para cualquier s € R. Se puede demostrar (ver [8, p.p. 225-226]) que
entonces el operador A es del tipo

NV

Af = (hf) , 0 lo que es equivalente, Af =H % f (9.5)

donde h: R — C y H es su transformada inversa de Fourier. La funcién h se denomina funcion
del sistema y H se suele llamar la respuesta impulso. Si escribimos h (w) en forma polar como
h(w) = A(w) e’ entonces A (w) y 6 (w) representan, respectivamente, la amplitud y la fase
debidos al operador A en la frecuencia w. Los operadores del tipo (9.5) han sido y son amplia-
mente estudiados en matemadticas puras, especialmente a partir de los trabajos de A. Zygmund
y A. Calderén quienes crearon a principios del siglo XX en la universidad de Chicago una muy
fructifera escuela de matemadticos que se ocupd, entre otras cosas, del estudio de este tipo de
operadores.

Pero volvamos a las senales. Supongamos que estamos interesados en conocer una senal f a
partir del conocimiento de los valores de la amplitud de dicha sefial en una sucesién de tiempos
t1 < te < ---. (Es ésto posible? Por supuesto, para una funcién arbitraria f(¢), el conocer
f(t1), f(t2),--- nos dice absolutamente nada sobre f (t) para un t # t1,tg,--- . Sin embargo,
si la senal f involucra frecuencias w limitadas es un cierto rango, es decir, si w € [—L, L], para
un cierto L > 0, entonces si que vamos a poder describir apropiadamente la sefial f. Para ello
necesitaremos hacer uso de técnicas que involucran a las series de Fourier y a la transformada
de Fourier. Antes de seguir adelante, diremos que una senal f es limitada en banda si f (w)=0
para w & [=L,L]. Si f € L? y es limitada en banda, entonces f € L? (teorema de Plancharel)
y ademds f (w) = 0 para w ¢ [—L,L]. Por tanto, f € L' y vale el Teorema de Inversién de
Fourier.
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Recordemos también que dada una funcién 2L —periédica f, su serie de Fourier asociada se
escribe en la forma

A St nwx nwx
70 + ; (An COS T + BTL sin T) . (96)
Usando las identidades trigonométricas
cos T T 4 e T gin T o O
= 11 - )
L 2 ’ L 2

la expresion (9.6) se transforma en

> .
Z Cnelmrz/L’ (97)

n=—oo
donde
_Ag A —iB, A +iB,
—g 0 T T Y T
Con todo esto en mente ya estamos en condiciones de enunciar y probar uno de los resultados
mds importantes en Teoria de la Senal, el Teorema del Muestreo de Shannon.

€o

Teorema 9.3.1 (del muestreo de Shannon) Supongamos que f es continua a trozos, f €
L? (R)N LY (R) y que f (w) =0 para w ¢ [—~L, L]. Entonces

o= 1() e

n=—oo

es decir, f estd completamente determinada por los valores de f en los puntos “F.

La demostracién es muy formativa pues hace intervenir algunos de los resultados més im-
portantes del Analisis de Fourier. La esbozamos a continuacion. R

Como f € L?, podemos calcular la serie de Fourier asociada a f, la cual en su forma compleja
viene dada por

Fw= 3" cpe™/t (o] <L) (9-8)

n=—oo

donde los coeficientes de Fourier ¢_,, estdn dados por

1 nmw

Cop = % /_LL F(w) "™/ E dyy = Y4 <T> . (9.9)

Nétese que la identidad (9.8) es consecuencia del teorema de convergencia puntual para series
de Fourier (ya que f es diferenciable a trozos al ser f continua a trozos, y f es continua por el
Lema de Riemann-Lebesgue) y que (9.9) es consecuencia del Teorema de Inversién de Fourier
(yva que f y f estdn en L' (R)). Usando de nuevo este mismo argumento se tiene que

L o~ .
ft) = /_Lf(W)e“”t o

1 & nmw i L i
_ i/ Z f <T> 6—m7rw/ @t do
—L n=—oo

eilLt—nmw/L |F

= %n;mf(n%) i

o nm\ sin (Lt — nm)
N Zf(f) Lt —nm

n=—oo
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donde la integracién término a término es consecuencia del teorema de integracién para series
de Fourier. W

Como hemos mencionado anteriormente, este teorema nos dice que es posible recuperar una
senal limitada en banda f (¢) a partir de los datos f ("—g) , n € N. Ademds, el teorema nos da
una férmula explicita para calcular f (¢).

Nota 9.3.1 Existe otra versién de este teorema para sefiales que son limitadas en tiempo. En
esta versién dual uno determina f (w) a partir de los datos f (nm/L). La prueba de este nuevo
teorema es esencialmente la misma debido a la simetrfa entre tiempos y frecuencias, o lo que es
lo mismo, entre f y f.

9.3.2 Ecuaciones en Derivadas Parciales

En capitulos anteriores usamos las series de Fourier para resolver ciertos problemas de EDPs en
dominios acotados. En esta seccién usaremos la transformada de Fourier para resolver problemas
similares pero en dominios no acotados. Al igual que en el caso de la transformada de Laplace,
la transformada de Fourier transforma una ecuacién en derivadas parciales en una ecuacién
diferencial ordinaria, la cual es mucho mads sencilla de resolver.

El problema de Cauchy para la ecuacién del calor

Consideremos el problema de valor inicial para la ecuacién del calor

ug (t,7) = auge (t,x), t>0, —co <z <00
u(0,2) = f(2), —00 < & < 00

No imponemos condiciones de frontera porque, en realidad, no tenemos frontera. Sin embargo,
para que tenga sentido calcular la tranformada de Fourier, respecto de la variable espacial z,
de la funcién u, suponemos implicitamente que dicha funcién tiende a cero rapidamente cuando
x — +oo. Si calculamos formalmente la transformada de Fourier de la EDP anterior y de su
condicién inicial obtenemos el problema

{ 9u (t,6) = —a?€%u(t,€), t>0

~

u(0,8) = f (&)

Para cada ¢ fijo, el problema anterior es un problema sencillo de ecuaciones diferenciales ordi-
narias cuya solucién es

(€)= F(§e ™.
Sélo nos resta calcular la transformada inversa de Fourier de esta funcién para obtener la solucién
del problema original. Teniendo en cuenta el Ejemplo 9.1.2 y el apartado (b) de la Proposicién
9.1.1, no es dificil comprobar que la transformada de Fourier inversa de e~ o5 1a funcién

(& 4a,t7

que se denomina nicleo del calor (o también nicleo de Dirichlet). Por tanto,

_(z—y)?

a2t dy. (9.10)

ut) = 5= (1K) @) =—=== [ FWwe
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Usando el teorema de derivacién para integrales paramétricas y suponiendo, por ejemplo, que
f € L' (R), se puede probar que la funcién dada en (9.10) es solucién clésica de la ecuacién del
calor. Esto es debido al rapido decaimiento del niicleo de Dirichlet cuando || — 400. De nuevo
aqui nos encontramos con el efecto regularizante de la ecuacién del calor. Para obtener unicidad
y estabilidad de soluciones es preciso suponer, ademds, que f estd acotada.

El problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un semiplano

Consideremos ahora el problema de Dirichlet en un semiplano, es decir, se trata de encontrar
una funcién v = u (z,y), con —co < x < 0o e y > 0, de clase C? y que satisfaga la EDP y la
condicién de frontera

{ Ugy (xay)"‘“yy <x7y):07 —00 <x <00, y>0 (911)

u(z,0) = f(x), —00 < T < 00

Para obtener unicidad de soluciones es preciso suponer alguna condicién de acotacién sobre u. El
motivo es sencillo: si u (x,y) es solucién del problema anterior, entonces la funcién u (z,y) + y
también es solucién de dicho problema. Supondremos, por el momento, que f es acotada e
integrable y buscaremos una solucién acotada del problema anterior. Al igual que en el caso de
la ecuacién del calor, si aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacién de Laplace y a la
condicién de contorno obtenemos el problema

~2(Ey) + @EY),, =0, y>0
(6,0 = 7 (©)

La solucién de este problema es

U y) =c1 (&) el 4 ¢y (&) eIl

donde ademds se satisface que

c1(6) +c2(6) = F(€)

Con el fin de obtener una solucién acotada ponemos ¢; = 0. Como la transformada inversa de
e I8l es 1a funcion

2y
Py(z) = xz—erQ,

que se denomina nicleo de Poisson, la solucién de nuestro problema original es

oo

u(w,y)—%(f*Py)(x)—/ooﬁf(x—t) dt.

Se puede demostrar que si f es continua y acotada, entonces esta funcién es la tinica solucién
clésica del problema (9.11).
9.4 Ejercicios

1. Demostrar el Corolario 9.2.3.

2. Comprobar que la funcién f(z) = x, * € R, no estd en L' (R), y que sin embargo
PV.[* 2 dz =0.
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10.

Demuestra que para cada n € N se tiene que

/(n+1)7r

Deducir de ello que la funcién f (z) = S2£ no estd en L' (R).

sinx

2
dx >

T “(n+1)7m

Probar que si f, f € L! (R), entonces f € L? (R).

1

Demostrar que la transformada de Fourier de la funcién f (z) = e~1#l es f(¢) = ey

Sea f € L? (R) y supongamos que f (x) = 0 para todo |z| > L > 0. Probar que entonces
f € LY (R). Indicacion: usar la desigualdad de Cauchy-Schwartz para espacios de Hilbert.
Consideremos las funciones
723 s 0<z<1 723 s oz >1
ro={5 AT e {5 S
Comprueba que f € L' (R), f ¢ L?(R) y que g ¢ L' (R), g € L? (R).

Usar la transformada de Fourier para resolver el siguiente problema de EDPs para la
ecuacion del calor

ut (t,x) = dugg (¢, ), t>0, —oco<x <00

1 oStz <2
u(O,x)—{O si x| >2

Para cada € > 0 consideremos la funcion
I si —e<z<e

fs(x)_{é si|z| >e€

Demostrar que para cada £ € R, fg (&) converge a 1 cuando € — 0. Por ello se suele decir
que la transformada de Fourier de la delta de Dirac es 1. Sin embargo, esto contradice la
conclusién del Lema de Riemann-Lebesgue que afirma que la transformada de Fourier de
cualquier funcién de L' se anula en infinito. El motivo de ésto es que la delta de Dirac no
es una funcién de L.

Consideremos el siguiente problema de valores iniciales para la ecuacién de ondas

ug (t, ) = gy (t, 1), t>0, —c0o<zT<o0

Suponiendo que todas las transformadas de Fourier existen, demuestra que
(1) = f(§) cos (ct) + G (&) (c&) ' sin (cté).

Usando las propiedades de la transformada de Fourier, deduce la férmula de d’Alembert
para la ecuacién de ondas, esto es,

x+ct
Wt z) = 2 f(:r+ct)+f(x—ct)+—/ 9 () dy]

2 c —ct
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11. La transformada discreta de Fourier. En este ejercicio estudiaremos el problema de
la aproximacién numérica de la transformada de Fourier. El objetivo es aproximar

00 .
/ e X2 f (1) da
—0o0

por algo que involucre Unicamente un nimero finito de operaciones algebraicas efectuadas
sobre un conjunto finito de datos.

En primer lugar, sustituiremos el intervalo infinito | — oo, co[ por un intervalo finito [a,a + L] .
Podemos suponer que a = 0. ;Por qué?

En segundo lugar, intentaremos calcular f(f), no en todo £ € R, sino en una sucesién
de puntos contenida en algin intervalo [—C, C]. La eleccién de C puede ser determinada
aproximadamente si conocemos la velocidad a la que j/"\se anula cuando £ — oo. Pero, jqué
sucesion elegimos? Es suficiente tomar la sucesion &, = 2nrm/L, m € N. ;Por qué? Por
tanto, hemos de calcular

~(2mm L —omimz CL
f<T>=/O e 2mmelL f (z) da, |m| < =

Finalmente, reemplazamos la integral que aparece en la expresién anterior por una su-
ma parcial de Riemann que obtenemos dividiendo el intervalo [0, L] en N subintervalos

obtenidos a partir de los puntos nL/N (n =0,---,N). De esta forma tenemos:
N-1
~( 2mm —~ —2mimn/N nlL\ L
/ ( L ) ~ HZ_:O ¢ Nw)~

Para que esta aproximacion sea aceptablemente buena es preciso tomar N >> CL/ (27).

En resumen: si denotamos por a,, = f (%) , entonces

']/c\ 2mTm N£,\
L ) N™

N-1
QU = § :6727r1mn/Nan'

n=0

donde

Noétese que @y N = Am. Por qué? Por tanto, toda la informacién esta contenida en la
sucesion finita ag,ay, -+, ay_1. De esta forma hemos generado una aplicacién

Fn: CN — CV

a — Fya=a=(ap, - ,am)
donde
N-1
a=(ag,  ,an—1) , Qm= Z e~ 2mimn/Ng (0<m<N).
n=0

Esta aplicacién se denomina transformada discreta de Fourier de N —puntos.

Nos ocuparemos a continuacién de la férmula de inversién para la transformada discreta
de Fourier. Para m =0,---, N — 1, denotemos por

e, = <1’ eQmm/N’ 627r12m/N’ — e271'1(N—1)'m/N> )
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Probar que {em}g;é es una base ortogonal de CV, y que ||, ||* = N para todo m.

Una vez probado este resultado se tiene que para todo a € CV,

N-1
a=— <a,eyn > en.
m=0

Probar que entonces las componentes del vector a, que denotamos por a,,, estdn dadas por

N—
ay = % Z 7r1mn/NA
m=0

donde a@,, =< a, e,, > . La féormula anterior es la férmula de inversién para la transformada
discreta de Fourier.

9.5 Objetivos

e Estudiar las propiedades bésicas de la transformada de Fourier.

e Mostrar la aplicacién de la transformada de Fourier en la resolucién de EDPs y en proble-
mas relacionados con la Teoria de la Senal.

9.6 Comentarios sobre la Bibliografia

En la exposicién de este tema hemos seguido bédsicamente el libro de Folland [8, Ch. 7]. Una
presentacién también muy directa y asequible al nivel del alumno medio es la dada en [19, Ch.
3] donde se trabaja en todo momento con funciones continuas a trozos y con la integral de
Riemann. Es, por tanto, una excelente referencia.

Como se ha mencionado a lo largo del capitulo, la transformada de Fourier hace un uso
continuo de las propiedades de la integral de Lebesgue. Por ello, en la exposicién del tema no
hemos justificado adecuadamente algunos célculos. El alumno que desee conocer todos estos
matices matemdticos ha de acudir necesariamente a libros més especializados como por ejemplo
[1, 10, 17]. El libro de Gasquet-Witomski estd especialmente enfocado a la aplicacién de la
transformada de Fourier a la Teoria de la Senal y, aunque el nivel matemé&tico es bastante
elevado, puede ser interesante para conectar los aspectos tedricos de la transformada de Fourier
con algunas de sus aplicaciones.



