Capitulo 7

Funciones de Bessel y su Aplicacion
a la Resolucion de EDPs

En este capitulo pretendemos estudiar EDPs que dependen de dos variables espaciales (ademds
de la variable temporal) y veremos que el método de separacion de variables es también aplicable
para estudiar dichas ecuaciones. Ello nos permitird poder estudiar problemas tales como el de la
difusién de calor en recintos circulares, la vibracién de una membrana circular sujeta en el borde,
o el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un cilindro. Desde un punto de vista
matemadtico, la diferencia fundamental con el caso unidimensional estriba en el hecho de que el
problema de Sturm-Liouville al que conduce la aplicacién del método de separacién de variables
es lo que llamamos singular, lo cual bdsicamente significa que la ecuacién diferencial ordinaria
que nos aparecerd es de coeficientes no constantes. Las autofunciones asociadas a estos nuevos
problemas de Sturm-Liouville serdn bastante més complicadas que las funciones seno y coseno,
y son lo que se llaman funciones de Bessel. Este capitulo nos servird ademds para constatar
un hecho bastante comin en ingenierfa: el hecho de que a medida que complicamos méds los
modelos matematicos para estudiar problemas de ingenierfa, también se complican en igual o
mayor medida las matemaéticas involucradas en dichos problemas.

Para ilustrar con un poco méis de detalle lo que estamos diciendo en esta introduccién,
consideremos el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un cilindro y veamos qué
sucede si intentamos resolver dicho problema por el método de separacién de variables. Siendo

Q:{(x,y,z)ER3:x2+y2<b2,0<z<a}

el interior de un cilindro, se trata de encontrar una funcién u € C2(Q)NC (ﬁ) de modo que

Au=0 en{
u=f  sobre 02

siendo f € C' (09) una funcién dada. Debido a la geometria del dominio en el que estudiamos este
problema, parece razonable usar coordenadas cilindricas. Si suponemos ademds, para simplificar,
que f se anula sobre la tapa inferior del cilindro y sobre su borde, entonces el problema anterior
se convierte en

Upr + 7 Y + 7 2ugp + Uy =0, en

u(b,8,z) =0, 0<f<2mr,0<z2<a
u(r,0,a) =g(r,0), 0<r<b,0<60<2m
u(r,0,0) =0, 0<r<b,0<0<2m
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siendo g una funcién continua. Como siempre en el método de separacién de variables propone-
mos una solucién que se pueda escribir en la forma

u(r,0,2) =R(r)©(0) Z (2).
Derivando y sustituyendo en la ecuacién de Laplace obtenemos que
Rl/ R/ @/l Zl/
RTTRTPe T 7
Por tanto, la expresién anterior ha de ser igual a una cierta constante, llamémosle —u2. Con

ello,
R/I RI @l/
7" _ 27 — — 2
K 0y R + rR + r20 H

La segunda de las ecuaciones se puede escribir en la forma

De nuevo estos términos han de ser igual a otra constante 1/2, de forma que
@I,+V2@:O y 7'2R”+T'R,+(7’2,U/2_V2)R:0-

La ecuaciones para las incégnitas Z y © ya las conocemos y las sabemos resolver, pero la ecuacién
para la funcién R es nueva, se llama ecuaciéon de Bessel, y no la sabemos resolver, al menos de
momento. Finalmente, la condicién de contorno w (b, 0, z) = 0 se traduce en que R (b) = 0. El
problema

2 o1t / 2.2 o\ p_
{T’R +rR + (P2 =) R=0, 0<r<b (71)

R(b) =0

es lo que se llama un sistema de Sturm-Liouville para la ecuacién de Bessel y de su estudio nos
ocuparemos en este capitulo.
7.1 La Ecuacién de Bessel. Funciones de Bessel
En esta seccién nos ocuparemos del estudio de la ecuacion diferencial ordinaria
v (z) + 2’ () + (22 — v?) u(2) =0, (7.2)

con v > 0, que se denomina ecuacién de Bessel de orden v. Se trata de una ecuacién diferencial
ordinaria de orden dos con coeficientes no contantes. Nétese en primer lugar que la ecuacion
dada en (7.1) se reduce a la ecuacién (7.2) con el cambio R (r) = u(z), x = rp.

Para resolver la ecuacion (7.2) se propone una solucién que se pueda escribir en la forma

w(z) = ap**? (g #0) (7.3)
k=0

donde el exponente b y los coeficientes aj han de ser calculados. Sustituyendo (7.3) en (7.2) y
tras hacer algunos cédlculos se llega a que la funcién

s (=1 N 2k+v
PO gy (3) 74
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que se denomina funcién de Bessel de primera especie de orden v, es solucién de la ecuacién
(7.2).

Si v ¢ N, entonces las funciones J, y J_, son linealmente independientes y forman una base
del espacio de soluciones de (7.2), es decir, que la solucién general de la ecuacién de Bessel (7.2)
es combinacién lineal de J, y J_,.

Si v € N, entonces las funciones J, y J_, son linealmente dependientes. De hecho, se verifica
que J_, = (—1)” J,. Para resolver este problema se introduce la llamada funcién de Weber o
funcién de Bessel de segunda especie Y,,, la cual se define como

Y, (z) = cos (vm) J, (z) — J_, (x)

(v ¢ N)

sin (v)

y finalmente
Y,(z)=1lmY,(z) (neN).

v—n
Las funciones J, e Y, son linealmente independientes y por tanto, la solucién general de (7.2),
en el caso v =n € N, es combinacién lineal de J, e Y.
En la proposicién que sigue recogemos algunas de las principales propiedades de las funciones
de Bessel. En particular, estudiaremos el comportamiento de dichas funciones cuando x — 0 y
x — o0. La demostracién de estos resultados puede encontrarse en [8, p.p. 133-136].

Proposicién 7.1.1

(a) SivégNyaxz— 0, entonces

(b) SiveNyx— 0, entonces

Y,Am)ﬁ:ﬁ—@(%)n (n>1) e %(:r)%%logg.

(c) Para cada v € R existe una constante Cy, > 0 tal que si x > 1, entonces

2 VT T C,
_ ] T < .
Jy () — cos (ZL‘ 5 4> + E,(z) donde |E, (x)| < 3

Como consecuencia, si x — 00, entonces

[ 2 [2
Sy (z) ~ Ecos(x"‘%—%) e Y, (v)~ %sin(x—%—gy

(d) Para todo = y v se verifican las siguientes identidades:

d%c (27", (2)] = =27V Ty (2),
d% Wy (2)] = 2%y 1 (),

xJ, (z) —vd, () = =241 (2),
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xJ), (x) +vd, (z) = xJ,_1 (x),
Jll*l (l‘) - Jl/+1 (l’) = 2J1,/ (.’L‘),

92 /2
JIn () = ;/ cos (zsinf) cosnf df sin es par
0
Y
9 /2
I (x) = ;/ sin (zsin@)sinnd df  si n es impar.
0

Del apartado (c) de la proposicién anterior se deduce que los ceros de la funcién de Bessel
Jy, (x) estan localizados muy cerca de los ceros de la funcién cos (33 e %) . Esto es importante
porque como veremos a continuacién los autovalores de algunos problemas de Sturm-Liouville
asociados a la ecuacién de Bessel son precisamente los ceros de la funcién J, (x).

En el grifico siguiente mostramos las grificas de las funciones de Bessel de primera y segunda

especie.

7.2 Sistemas de Sturm-Liouville Asociados a Ecuaciones de Bes-
sel

Recordemos que la ecuacién diferencial que nos interesa es
22" (x) 4 zu’ (x) + (u2x2 — 1) u(z) =0, (7.5)
y que las soluciones de esta ecuacién son u (x) = g (ux) donde g satisface la ecuacién (7.2). Si
dividimos en (7.5) por z, entonces
" / 2 V2 / / V2 2
zu” (z) +u' (x) + pzu (z) — ;u(m) = (zu (z)) — —u (x) + pzu (x) = 0.
Esto permite escribir la ecuacién de Bessel en la forma cldsica que consideramos en el capitulo
dedicado a los problemas de Sturm-Liouville, esto es,

1/2

— (zu/ (m))/ +—u (x) = pPxu ().
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Usando la notacién de los problemas regulares de Sturm-Liouville tenemos que

Si consideramos esta ecuacién sobre un intervalo [a,b], con 0 < a < b e imponemos condiciones
de contorno separadas o periédicas, entonces llegamos a un problema regular de Sturm-Liouville,
al servicio del cual disponemos de una teoria general que ya hemos estudiado en este curso. Sin
embargo, el caso que nos va a interesar en este capitulo es cuando el intervalo es [0,b] y v > 0.
En este caso, p no es una funcién positiva, contrariamente a lo que sucedia en el caso regular
y g no es continua en cero. Por estos motivos, tampoco tiene sentido imponer una condicién
de contorno en el punto z = 0. Todo ello nos lleva a considerar lo que llamamos un problema
singular de Sturm-Liouville, el cual se escribe en la forma

— (2! (2)) + V;u () = p2zu(z), O0<x<b
au (b) 4+ pu’ (b) =0
y en el que la condicién de contorno en cero la sustituimos por la condicién de regularidad de

existir y ser finito el lim, o+ u (z). Por lo visto en la seccién anterior, esta tdltima condicién de
regularidad implica que la solucién general de la ecuacién anterior es de la forma

u(z) = epdy (n),

ya que tanto J_, (z) como Y,, (x) explotan cuando  — 0. Al imponer la condicién de contorno
en el punto x = b llegamos a la ecuacién

aly, (ub) + BuJ,, (ub) = 0.

Se puede demostrar que si v > 0y (o, ) # (0,0), entonces las soluciones positivas de esta
ecuacién pueden escribirse como una sucesion estrictamente creciente

D<M < < <A<

de forma que A\, — oo, cuando n — oco. Ademads, si «, § > 0, entonces v < .

Concluimos esta seccién con el andlogo al Teorema de Sturm-Liouville que vimos en el
capitulo dedicado a los problemas regulares de Sturm-Liouville. Para una demostracién véase
[25, Ch. XVIII].

Teorema 7.2.1 Seanv >0,b>0 y s(z) = x. Entonces:

(a) Si{Am}o_; esla sucesion de ceros positivos de la funcion de Bessel J,, entonces la familia
de funciones é,, (r) = J, (Amx/b), m > 1, es una base ortogonal de L? ([0,b]) y ademds

b2

l6mllzz = 5 (Jos1 (Am))*

(b) Si {y, }oo_y es la sucesion de soluciones positivas de la ecuacion aJ, (x) + xJ), (z) = 0,
con o > —v, entonces la familia de funciones ¥, (x) = J, (ft,,x/b), m > 1, es una base

ortogonal de L2 ([0,b]) y ademds

B (12, — 1% + o?)

2 2
Sia = —v, entonces a la familia anterior hay que anadir la funcién ¥ (x) = =¥ para tener
una base ortogonal de L2 ([0,b]). Se tiene también que ||1/10H%§ = %.
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Del teorema anterior se deduce que si u € L2 ([0,5]), entonces

U= by ¥ u= Y dmiby,
m=1 m=1

donde
1 1

TR =2
[6mll2: [l 2

Es importante tener presente que la convergencia de las series anteriores es en el espacio
L2([0,b]). En el caso de la segunda serie habria que afiadir el sumando correspondiente a )
si a = —v. Estas series se denominan series de Fourier-Bessel, aunque la segunda también es
conocida como serie de Dini. Si imponemos més condiciones de regularidad sobre la funcién u,
entonces se puede obtener una convergencia méas fuerte de dichas series. En particular, si u es
continua y diferenciable a trozos, entonces las series de Fourier-Bessel convergen a u puntual-
mente en el intervalo |0, b[. La demostracién de estos resultados puede encontrarse en el tratado
de Watson [25, Ch, XVIII].

b b
Cm /0 zu(x) d,, (x) de y dpy /0 zu (x) Y, (z) dz.

7.3 Aplicacién de las Funciones de Bessel a la Resolucién de
EDPs

En esta seccién veremos algunos ejemplos de problemas de ecuaciones en derivadas parciales que
se pueden resolver utilizando la teoria que hemos desarrollado en las secciones anteriores. En
concreto, consideraremos el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un cilindro,
el problema de la difusién de calor en un recinto circular y el problema de las vibraciones de
una membrana circular sujeta en el borde. Calcularemos, usando el método de separacién de
variables, la solucién formal de dichos problemas.

7.3.1 El Problema de Dirichlet para la Ecuacién de Laplace en un Cilindro

Volvamos a considerar el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un cilindro, que
en coordenadas cilindricas se escribe como

Upr + 170 + 17 2Ugg + Uz, =0, en Q

u(b,0,2) =0, 0<f<2m,0<z<a
u(r,0,a) =g(r,0), 0<r<b,0<60<2m
u(r,0,0) =0, 0<r<b,0<0<2m

siendo ¢ una funcién continua. Al aplicar el método de separacién de variables obtuvimos que
si

u(r,0,z) =R(r)0(0) Z (2)

es la solucién propuesta, entonces las funciones R, © y Z han de ser soluciones de las ecuaciones
diferenciales
0" +120=0 , Z'—u*Z=0

y del problema singular de Sturm-Liouville

r?R"+rR + (r’p> —v*) R=0
R(b) =0
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donde la condicién R (b) = 0 es consecuencia de la condicién de contorno u (b, 6, z) = 0.

Observemos en primer lugar que, debido a la naturaleza de las coordenadas cilindricas, la
funcién © ha de ser 2mr—periddica. Esto fuerza a que v = n € N. Por tanto, la solucién de la
ecuacién para la funcién © es

O (0) = a,, cosnb + by, sinnb.

En el problema singular de Sturm-Liouville es natural exigir que R sea continua en cero. Por
lo visto en la seccién anterior, esto implica que la solucién general de dicho problema es una
constante multiplicada por la funcién

R(r)=Jn <%7’> donde J, (A\) =0y u=\/b.

Finalmente, si denotamos por A1 n, A2 pn, A3 p, - - - los ceros positivos de la funcién J;, () , entonces
la solucién general de la ecuacién para Z es

Mon Akyn
Z (z) = cj,pn cosh <%z> + dj n, sinh < IZ’ z) .

La condicién de contorno u (r,8,0) = 0 se traduce en que Z (0) = 0 y por consiguiente ¢y, = 0.
En resumen, la solucién formal del problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace es

2= . . Ak,n Ak,n
u(r,0,z) = Z Z (Ag,n cosnl + By, ,, sinnb) sinh p 7 Jn 5 "

k=1n=0

donde hemos escrito Ay, = andpn ¥ Bryn = bpdy .
Finalmente, si imponemos la condicién de contorno u (r,0,a) = g (r,0) obtenemos la identi-
dad formal

g(r,0) = Z Z (Ag,n cosnl + By, sinnb) sinh <%a> Jn (%r) i (7.6)

k=1n=0

Nuestro objetivo es calcular ahora los coeficientes Ay, y Bg,. Para ello recordemos que si
AMns A2, A3 0, - - - son los ceros positivos de la funcién J, (x), entonces, por el Teorema 7.2.1,
la familia {J,, (\k,n7/b)}oc, es una base ortogonal de L2 ([0,d]), donde s (r) = r. Recordemos
también que la familia {cosnf} ,U{sinnf}>- ; es una base ortogonal de L? ([—m, 7]) . Teniendo
ademds en cuenta que al efectuar un cambio de coordenadas a polares en una integral doble el
valor absoluto de la matriz jacobiana del cambio coincide con la funcién peso s (r) = r, es decir,

dxdy = rdrdf, entonces se puede probar el siguiente resultado (ver [8, Th. 5.4, p. 151]).

Teorema 7.3.1 Sean Aipn,A2n, A3 p, - los ceros positivos de la funcion Jp (z). Entonces la
familia

{In Mgnr/b)cosnl:n>0yk>1}U{J, (Agynr/b)sinnd :n k> 1}
es una base ortogonal de L? (), donde Q = {(z,y) € R? : 2% + y* < b?}.

Como consecuencia de este teorema se tiene que si la funcién g € L? (Q2) , entonces la igualdad
(7.6) tiene sentido en el espacio L? () y ademds,

1

Ao =
sinh </\Lb’0a> 7Tb2J1 ()\]ﬂ)

™ b
)2 / /0 g (7'7 9) JIn ()\k,or/b) r drdf (k > 1) ,
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92 ™ b
A = 3 / / g (r,0) cosnbJ, (Agnr/b)r drdd (k,n > 1)
sinh ( b a> 721 App)? /= Jo
y
9 i b
B = X / / g (r,0)sinnbJ, (\gnr/b)r drdd (k,n>1).
sinh ( ’;;"a) T2t (Ap)? /= Jo

Respecto del célculo efectivo de las integrales anteriores, dnicamente para funciones g muy
particulares, usando las propiedades de recurrencia de las funciones de Bessel, las podremos
calcular de manera exacta. En general, habrd que recurrir a métodos de integracién numérica.

7.3.2 Difusién de Calor en un Recinto Circular

En esta seccion estudiaremos el problema de la difusion de calor en un recinto circular suponiendo
conocida la distribucién inicial de temperaturas y asumiendo la ley de enfriamiento de Newton
como condicién de contorno. El modelo matemaético para este problema se escribe como

ug = a?Au en |0, +oo[ x £
u(0,:) =up en§
ku+ 9% =0 sobre ]0,+oo x 09

siendo k una constante, {2 = {(m,y) eR2: 22 +9% < 62} y % la derivada direccional de u en
la direccién marcada por el vector normal unitario exterior a 9€). Si consideramos coordenadas
polares, el problema anterior se escribe como

ut:az(urr+r_1ur+r_2ue9), t>0,0<r<b 0<0<2rx
u (0,-) = wo, 0<r<b 0<6<2m
ku+ u, =0, t>0,r=0b 0<6<2rm

Como siempre en el método de separacién de variables proponemos una solucién que se pueda
escribir en la forma

u(t,r,0) =T (t)R(r)©(0).
Al derivar y sustituir en la ecuacién anterior obtenemos que se han de verificar las ecuaciones
T (t)+a®p*T (1) =0 , 0"(0)+1*0(0) =0
y el problema singular de Sturm-Liouville

{ r2R" (r) +rR (r) + (,uzr2 — 1/2) R(r)=0
kR(b) + R (b) =0

Al igual que en el ejemplo anterior, la funcién © ha de ser 2r—periédica. Esto fuerza a que
v=n¢cNy 0O (0) = apcosnb + b, sinnf. Por tanto, la ecuacién para R es la ecuacién de Bessel
de orden n. Como buscamos una solucién definida en todo el conjunto €2, hemos de prohibir
que R explote en cero, lo cual implica, por lo visto en la seccién anterior, que la solucién de
la ecuacién de Bessel es, salvo una constante, la funcién de Bessel R (r) = Jp, (Ag,7/b), donde
Ak, son los ceros positivos de la ecuacién kJy, (x) + xJ), (x) = 0. Finalmente, la solucién general
de la ecuacién para la funcién T es T (t) = ck,ne*)‘im“%/b2
problema que estamos abordando es

. En resumen, la solucién formal del

w(t,R,0) = Y 3 (an cos (n8) + by sin (n)) cipe 50" Ty (N /0)
k=1n=0
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Si imponemos la condicién inicial u (0, <) = ug llegamos a la identidad

ug (r,0) =Y ) (Agpcos (n8) + By ysin (n)) Jn (Agnr/b)
k=1n=0

donde hemos escrito Ay, = ancrn ¥ Bin = bnckn. El cdlculo de las constantes Ay, v Bg,pn se
efectia como en el ejemplo anterior.

7.3.3 Vibraciones de una Membrana Circular

Consideremos a continuacién el problema de estudiar las vibraciones de una membrana circular,
flexible y eldstica, sujeta en el borde y de la que conocemos su posicién y velocidad iniciales. En
coordenadas cartesianas, el modelo matema&tico que describe este problema es

uy = c*Au, en |0, 4o0[ x Q
U(O,'):’LLO ;ut(0>'):U07 en )
u=0, sobre ]0, +oo[ x 09

donde © = {(x,y) eRZ: 2?2 +9% < bz}. Supondremos a partir de ahora, para simplificar el
modelo, que la velocidad inicial de la membrana es cero, esto es, vg = 0. En coordenadas polares
este problema se escribe como

Uy = > (ur,ﬂ—l—r*lur—i-r*zu@g) t>0,0<r<bd 0<0<2rm
u(0,) =g ; u (0,-) =0 0<r<b 0<60<2n
u=20 t>0,r=0, 0<60<2rm

Si proponemos una solucién que se pueda escribir en la forma w (¢,7,0) = T (t)R(r)© (0), y
aplicamos el método de separacién de variables obtenemos las ecuaciones

() + AT () =0 , 0" (0)+v20(0) =0
y el problema de Sturm-Liouville

{ r2R" (r) +rR (r) + (u27‘2 — 1/2) R(r)=0
R(b) =0

Como O ha de ser 2r—periddica y R continua en cero, obtenemos que
© (0) = ap cosnb + by, sinnd,
R(r) = Jn (Agpnr/b) donde Jp (Aky) =0.

A Ct Ag.nct
T (t) = cg,pncos k’;c + dj p sin k’;jc .

La solucién propuesta es

aigad AenCl AenCt
u(t,r,0) = Z Z (ap, cosnb + by, sinnd) <ck,n cos kb L dj, n, Sin ch> In (N1 /b) .
n=0 k=1

La condicién inicial u; (0,-) = 0 conduce a que di,, = 0, esto es,

u (t’ " 0) - Z Z (Ak’" cosnb + Bkvn sin nQ) Cos kglc Jn O‘k,nr/b)
n=0 k=1
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donde Ay, = anCryn ¥ Brn = bncrn. Por su parte, la condicién u (0, -) = ug implica que

oo o0

ug (r,0) = Z Z (Agn cosnl + By, sinnb) Jy, (Mg pnr/b)
n=0k=1

donde los coeficientes Ay, y By, se calculan al igual que en los casos anteriores.

7.4 Ejercicios

1.

Resolver la ecuacion z?u” (z)+zu’ (x)+ (2* — v?) u () = 0, suponiendo que dicha solucién

se puede escribir en la forma
o0
u(x) = Z arz*tl (a9 #0).
k=0

Un cilindro de radio b estd inicialmente a temperatura constante A. Encontrar cémo evolu-
ciona la temperatura en el cilindro si suponemos que sus tapas estdan aisladas y su superficie
circular obedece la ley de enfriamiento de Newton ku + u, = 0.

Estudiar el problema de la difusién de calor en el recinto
Q={(r0):0<r<b,0<6<a},

siendo 0 < a < 2w, y suponiendo que la temperatura inicial es conocida y que el borde
estd aislado, esto es, obtener la solucién formal del problema

ut:aQ(urr+r_1ur+r_2ueg), t>0,0<r<b 0<O<a
u (0, ) = uo, 0<r<bh 0<fb<a
ug (t,7,0) = ug (t,7,) = uy (£,0,0) =0, t>0,0<r<db, 0<O<a«

Supongamos que en el ejercicio anterior & = w/2 y que la temperatura inicial es ug (r,6) =

r2 cos 260. Usar las propiedades de las funciones de Bessel para calcular explicitamente los

coeficientes del desarrollo que se obtiene al imponer la condicién inicial (0, -) = wuo.

Probar que los autovalores del problema de Sturm-Liouville

{ —(xu’(x))/%—’fn—Qu(x)=u2xu($), 0<a<z<b
u(a) =u(b) =0

son los niimeros 2 que satisfacen que
Ju (pa) Yy, (ub) = Jy (ub) Yy (na) .
. Quienes son las autofunciones de este problema?

Aplicar los resultados del ejercicio anterior para estudiar el problema de la difusién de
calor en el recinto
Q= {(:U,y) eR?:a? < 2?4472 <b2}.
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7. Consideremos la ecuacién
aPu (z) + prP 1 () + (az? + baP ") u(z) =0 (7.7)

donde (1 —p)2 —4b>0,9g—p+2>0ya>0. Denotemos por

_q—p+2 \ 2\/a (1-p)* —4b

Q= —" ) ) = 5 )
p 2 q—p+2 q—p—+2

Probar que la solucién general de (7.7) es
u(z) = z° [cljy (Aa:ﬂ) Y, (w)] . (7.8)

Indicacién: efectuar el cambio u (x) = z%f (z) y x = (y/ )\)1/ A en (7.7) para reducir dicha
ecuacién a una ecuacién de Bessel.

8. Estudiaremos ahora un modelo de ondas en el que se asume simetria esférica en las on-
das. Esto sucede por ejemplo en las ondas que emite un saxofén cuando estd sonando.
Supondremos, por tanto, que la onda se puede escribir en la forma

u(t,z,y,z) =v(t,r) , conr= \/m
Se pide:
(a) Probar que en coordenadas esféricas se tiene que
Au = vy + 2r o, (7.9)

(b) Usar el método de separacién de variables, esto es, escribir v (¢,r) =T (t) R (r), para
probar que las funciones

in A A
v(t,r)= 01 SIMAT + G2 COS AT (b1 cos Act 4 by sin Act)
r

son soluciones de la ecuacién vy = vy + 2r 1v,.. Indicacién: usar la férmula (7.8) y
la identidad

017‘71/2J1/2 () + 027"71/21/1/2 () = a1 sin A\r + ag cos )\r'

r

(c) Usar los resultados anteriores para probar que la solucién general del problema

vy = v + 2r 1, t,r >0
v (t,0) = cte t>0
v(t,l)=0 t>0

tiene la forma

> nmct . nmet\ 1 . nar
v(t,r)zz i, €08 — +bnsmT ~sin——.

n=1
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7.5 Objetivos

El objetivo bésico de este tema es que el alumno adquiera habilidad de célculo en la resolucién
de los problemas de EDPs considerados asi como que conozca las principales propiedades de las
funciones de Bessel.

7.6 Comentarios sobre la Bibliografia

En la elaboracién de este capitulo hemos seguido el libro de Folland [8, Ch. 5]. Es en esta
referencia y sobre todo en el extenso tratado de Watson [25] donde pueden encontrarse las
demostraciones de los resultados enunciados en este capitulo.

En el libro de Pedregal [16] también aparece algiin problema resuelto. En concreto, se estudia
el problema de la resonancia en una membrana circular.



