Capitulo 3

Espacios de Hilbert

Uno de los objetivos de este curso es presentar métodos generales que nos permitan resolver al
menos las ecuaciones del calor, ondas y Laplace asi como EDPs lineales de segundo orden con
coeficientes constantes las cuales mediante cambios de coordenadas adecuados son equivalentes
a aquellas.

Uno de los primeros métodos que se usé para resolver estas ecuaciones es el Método de
Separacién de Variables el cual, en una primera aproximacion, esbozaremos en este capitulo.
Como veremos enseguida, dicho método involucra el hecho de que tengamos que escribir una
funcién dada como combinacion lineal infinita de determinadas funciones, por ejemplo funciones
trigonométricas, que forman la base de un cierto espacio vectorial. Ello hace que tengamos que
extender la nocién de base de un espacio vectorial de dimension finita a la dimensién infinita.
Todo ello se hace en el marco de lo que llamaremos un espacio de Hilbert. El estudio de estos
espacios es el objetivo bésico de este capitulo.

Pero si como hemos dicho anteriormente el Método de Separaciéon de Variables fue el primer
método que se usé para resolver un problema de EDPs, uno de los métodos mas modernos que
se usan actualmente de manera profesional en las empresas de ingenieria, a saber el Método
de los Elementos Finitos, necesita de nuevo de manera esencial un conocimiento cuanto menos
elemental de los espacios de Hilbert.

Todo ello justifica sobradamente el estudio abstracto de los espacios de Hilbert que nos
proponemos desarrollar en este capitulo.

3.1 Una Primera Aproximacion al Método de Separacién de
Variables

Para ilustrar este método (y también para justificar el estudio de algunos temas que abordaremos
en los préximos capitulos) consideremos el problema de la difusién del calor en una barra acotada.
Nos proponemos encontrar una funciéon u = u (t,x) € C?(]0,00[ x ]0,1[) N C ([0, 00[ x [0,1]) ¥y
que satisfaga la EDP y las condiciones iniciales y de contorno

ug (t,7) = a*uge (t,x) t>0, 0<z <l
u(0,x) = f(x) 0<z<l (3.1)
u(t,0) =u(t,l)=0 t>0

siendo f : [0,{] — R una funcién dada. En el método de separacién de variables se supone que
la solucién de este problema se puede escribir en la forma

u(t,z) =T (t) X (2)
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es decir, que la solucién de (3.1) se puede expresar como producto de dos funciones, una de las
cuales depende tunicamente de una de las dos variables independientes, y la otra sélo de la otra
variable independiente. Con ello se tiene que u; (t,x) = T" (t) X () y Uz (t,2) =T (t) X" (2) .
Por tanto, si sustituimos en la ecuacién del calor se tiene que

T (t) X (z) = a®T (t) X" (z) .
Las variables de esta ecuacién se pueden separar dividiendo por a?T (t) X () para obtener

T () _ X"(x)

a?T () X (z)°

El término de la izquierda de esta ecuacién depende unicamente de la variable ¢ mientras que
el término de la derecha depende sélo de z; ademds ambos son iguales, con lo cual deben ser
iguales a una constante, llamémosla —\. Por tanto

T (t) = —Xa®T (t) (3.2)

X" (z) = =AX (x). (3.3)

La solucién general de la ecuacién diferencial ordinaria (3.2) es
T (t) = Coe 1,
siendo Cp una constante arbitraria, y la solucién de (3.3) es
X (z) = C cos (\/X a:) + O sin (\/X x) (3.4)

siendo C7 y Cs dos constantes arbitrarias, y suponiendo que A es positivo. Nétese que si A es
negativo, entonces

X () = CreV™ + Che V7

y al imponer las condiciones de contorno X (0) = X (I) = 0 (las cuales provienen de u (¢,0) =
u(t,l) = 0) se obtiene que X = 0 y por tanto u = 0. También se obtiene la solucién nula si
A = 0. Descartamos esta solucién porque estamos buscando soluciones no triviales. Ademés, la
solucién v = 0 no verifica la condicién inicial u (0,x) = f (x) a menos que f = 0; pero éste es
un caso trivial que no tiene interés fisico alguno.

Por tanto nos centraremos en la solucién dada en (3.4). Como hemos dicho anteriormente,
las condiciones de contorno u(t,0) = w(¢,l) = 0 se traducen en que X (0) = X (I) = 0. La
condicién X (0) = 0 implica que C; = 0 mientras que la condicién X (I) = 0 fuerza a que

Cs sin (\/X l) = 0. Si tomamos Cy = 0 obtenemos que X (z) = 0 lo que a su vez implica que u

es idénticamente nula. Por tanto, si tomamos Ca # 0 se ha de verificar que sin (\/X l) =0y asf

nm 2
= (7)
l
para algiin nimero entero n. (Podemos tomar n positivo ya que si n = 0 se obtiene la solucién

nula y si n es negativo el cambio n por —n dnicamente produce el cambio Cy por —Cs, con lo
cual se obtiene la misma solucién).
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En resumen, para cada entero positivo n hemos obtenido una solucién u, de la ecuacién del
calor que se escribe en la forma
_(mma\2, . NTX
up (t,x) =e (=7%) tsmT.
(Hemos tomado Cy = Cy = 1. Otras elecciones de Cy y Cy proporcionan multiplos de uy,).
Sin embargo, esta funcién no satisface la condicién inicial w (0, z) = f (z) a menos que f(x) =
sin “7%. ;Cémo solucionar ésto? Como la ecuacién del calor (asi como todas las ecuaciones
que estudiaremos en este curso) es lineal, cualquier combinacién lineal finita de u, también

proporciona una solucién de la ecuacion del calor, esto es, la funcién
_(kma)2, . kmx
un (t,z) = E ape” (1) T gin 208 (3.5)

también es solucién de la ecuacién u; = a?ug,. Nos encontramos de nuevo con que esta funcién
satisface la condicién inicial u (0, x) = f (x) dnicamente si f se puede escribir como combinacién
lineal finita de funciones seno. Con el fin de solventar este problema obtamos finalmente por
pasar al limite en (3.5) cuando N — oo para obtener formalmente la solucién

0. 9]
u(t,x) = Zakef(@)% sin@. (3.6)
k=1 !

Fl significado de la palabra formalmente que acabamos de mencionar hace referencia a que
no nos hemos planteado (hasta ahora) si la serie en cuestién es convergente, ni tampoco si la
funcién que define dicha serie es solucién clédsica de nuestra ecuacién. Por tanto, hasta ahora
s6lo podemos hablar de solucion formal.

Finalmente, hemos de imponer en nuestro esquema de separacién de variables la condicién
inicial u (0,z) = f (z) . Sustituyendo esta condicién en (3.6) obtenemos

f(x)= 3 ag sin@. (3.7)

k=1 ¢

Esta condicién nos permitird, bajo ciertas hipétesis sobre la funcién f, determinar de manera
univoca los coeficientes ay y obtener de esta forma una unica solucion clasica (de momento sélo
solucién formal) de la ecuacién del calor.

A modo de resumen: si repasamos todo lo que hemos visto en esta seccién, para llevar a
cabo el esquema de separacién de variables hemos de:

o Averiguar qué funciones pueden ser desarrolladas en series infinitas de senos y/o cosenos,
es decir, series del tipo (3.7). Para aquellas funciones para las que la respuesta sea afirma-
tiva hemos de preguntarnos seguidamente cémo calcular los coeficientes ay que aparecen
en (3.7) y entender bien el significado del signo = en la férmula (3.7). Este tipo de series
se denominan series de Fourier y su estudio se engloba dentro del marco de los espacios
de Hilbert.

e FEstudiar propiedades de convergencia y de derivabilidad de series infinitas del tipo (3.6)
con el fin de poder averiguar si las soluciones formales que obtenemos por medio del método
de separacién de variables son de hecho soluciones cldsicas.
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e Resolver uno (o dos) problemas de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden dos. Recordemos que las condiciones de contorno del problema para la ecuacién del
calor se transforman en condiciones de contorno para la EDO (3.3). Este tipo de problemas
se conocen con el nombre de problemas de Sturm-Liouville.

Daremos cumplida respuesta a cada una de estas tres cuestiones en este capitulo y en los
dos siguientes.

3.2 Espacios Prehilbertianos

Como hemos visto en la seccién anterior, la identidad (3.7) nos dice que la funcién f es com-
binacion lineal infinita de las funciones seno, las cuales tienen el aspecto de ser la base de un
cierto espacio vectorial. Esta seccién es un primer paso hacia el concepto de base en un espacio
vectorial de dimensién infinita.

Definicién 3.2.1 Sea X un espacio vectorial sobre C (o sobre R). Se llama norma sobre X a

toda aplicacion
Il: X — R
x ~ X

que satisface las siguientes propiedades:
G [[x|>0VxeX y|x||=0&x=0.
(ii) [Jox| =|al|x]|Vxe X yV aeC.
(iii) flx+yl <|xl+lyll Vx vy € X.
Al par (X, ||-]]) se le llama espacio vectorial normado.
Por supuesto, en un mismo espacio vectorial se pueden definir diferentes normas.

Definicién 3.2.2 Sea H un espacio vectorial sobre C (eventualmente sobre R). Llamaremos
producto interior o escalar sobre H a toda aplicacion

<,>» HxH — C

que satisface las siguientes propiedades:

(i) <x,x>>0VxeHy<x,x>=0&x=0.

(i) <ax+py,z>=a<xz>+4+0<y,z>Va,pecCyVxyecH.

(iii) <x,y > =<y, x> Vx,y € H.

Nota 3.2.1 Nétese que como consecuencia de (ii) y (iii) se verifica que
<x,ay+fz>=a<xy>+0<x2z>.

Definicién 3.2.3 (Espacio prehilbertiano) Se llama espacio prehilbertiano al par formado
por un espacio vectorial y un producto interior. Lo denotaremos por (H,<,>).
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En los espacios prehilbertianos se puede definir una norma a partir del producto interior del

siguiente modo:
%] = +v<x,x>. (3.8)

Es inmediato comprobar que (3.8) satisface las tres propiedades exigidas en la Definicién 3.2.1.
A lo largo de este capitulo, siempre que hablemos de norma en un espacio prehilbertiano en-
tenderemos que esta norma es la asociada al producto interior del espacio mediante la férmula
(3.8). Algunos ejemplos importantes de espacios prehilbertianos son los siguientes:

Ejemplo 3.2.1 R" dotado del producto interior
<,> R*"xXR" — R

n
(x,y)  ~ <Xy >=)0 miyi
=1

siendo x = (x1,x2, - +,2n) €y = (Y1,Y2,**,Yn) las coordenadas de los vectores x ey en la
base candnica de R™, es un espacio prehilbertiano. Obsérvese que la norma asociada a través del
producto interior es la norma euclidea.

Ejemplo 3.2.2 Sea

b
2 (thi0) = {1:latl = €: [ f @ do <o
Dicho espacio, dotado del producto interior

<,> L*’xL? — C L
(f,9) ~ <fig>=["f(@)g(x) do

también es un espacio prehilbertiano. Ndotese que debido a que

st< - (s°+t%) Vs,teR

| =

(ya que s2 + 12 —2st = (s — )2 > 0) , entonces

F @@ <5 (1F@F +1g@)P)

y por tanto, la integral mediante la cual se define el producto interior en L? es convergente. La
norma asociada a este producto escalar estd dada por

1£ll, = ( / 1 @) daz>1/2.

Nos ocuparemos mds adelante de este espacio que juega un papel esencial en el mundo de las
EDPs. A lo largo de esta seccion (H,<,>) serd un espacio prehilbertiano.

Definicién 3.2.4 Se dice que x es ortogonal a'y si se cumple que < x,y >= 0. Ndtese que
debido a la propiedad (iii) en la definicion de producto interior se tiene que si x es ortogonal a
y entonces 'y también es ortogonal a x. Por ello hablaremos siempre de que un par de vectores
es 0 no ortogonal.
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Proposicién 3.2.1
(a) (Teorema de Pitdgoras) Six1,X2,---,%n € H son ortogonales dos a dos, entonces

%1 + %2 + - + %57 = [xa]]® + %2l + -+ [[xa?

(b) (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

[<xy > <[yl vVxyeH.

(c) (Desigualdad Triangular)

Ix+yll <lxll+ Iyl VxyeH

El Teorema de Pitdgoras es consecuencia inmediata de la definicién de producto interior.
Haremos a continuacién la demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwartz debido a la
importancia de este resultado.

Si < x,y >= 0 el resultado es obvio. Por tanto, supondremos que < x,y > 0. Sean

a_—<x,y> Z=q
Texys] U

Para todo nimero real ¢ se tiene que

0 < <x-—-tz,x—1z>
= <x,x—1tz>—-1t<z,x—1tz>
= <x,x>—t<x,z>—t<z,x>+t2<z,z>
= |x|P—t(<x2z2>+<x2>)+t2 <ay,ay >
= |x]|* —2tRe < x,z > +t2aa < y,y >
<X,y >
[<x,y >
<X,y >
|<x,y >

= x|? -2t < x,y >+ |yl

= |x|* — 2tRe < x, y >+t [l |y

= HxH2 —2tRe <X,y > +t? HyH2

Consideremos la funcién g (¢) = ||x||> — 2t|< x,y >| + t2||y||*, la cual acabamos de ver es no

negativa. El minimo de la funcién g se alcanza en el punto ty = % Por tanto

g(%)ég(ﬂ VteR
y

y como g es no negativa, g <%> > 0, es decir,

’<X,y>|2 |<X’y>|2 :HXHQ_ |<Xay>|2

>0
2 2 2
Iyl Iyl lyll

2
[1x[" -2

de donde se obtiene la desigualdad buscada.



3.2. Espacios Prehilbertianos 37

Finalmente, demostraremos la desigualdad triangular. Para x,y € H se tiene que

\|X+YH2 = <x+y,x+y>
= <XX>+<Xy>+<y,x>+<<y,y >
x|+ <x,y > +<x5y > + |l
Ix|* +2Re < x,y > + ||y’
Ixl* +2|< %,y > + Iy
e[l + 2 1] Iy 1l + [l I*
(IIell + lly1)?

la dltima desigualdad siendo consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. B

IN N

Definicién 3.2.5 Sea {x;:i € I} C H un conjunto (finito o infinito) de vectores. Se dice que
{x; :i € I} es un sistema ortogonal si < x;,x; >= 0 Vi # j. Si ademds < x;,x; >=1Vi € I,
entonces se dice que {x; : 1 € I} es un sistema ortonormal.

Ejemplo 3.2.3 Consideremos en L? ([—m,7];R) el sistema
S = {1, cosz,sinx, cos 2z,sin 2z, - - - ,cos nx, sinnx, - - -} .

Veamos que se trata de un sistema ortogonal. En efecto: para cada n € N se tiene que

™
< 1,cosnz >:/ cosnx dxr =0

—T

™
< 1,sinnx >:/ sinnx dr = 0.
—T
Sin # m, entonces
™
< cosnz,cosmr >= / cosnx cosmx dx = 0,
—T
s
< sinnx,sinmx >= / sinnzsinmax dr =0
—T

y para todo n,m € N,

™

< cosnx,sinmx >= / cos nx sinmx dx = 0.
—T

Ademds,

™
<1,1 >:/ dx = 27,
—T
™
< COSNT, COSNT >= / cos’nz dr =
—T

™
< sinnz,sin nx >—/ sin

—T

2ng do = .

Para efectuar el cdlculo de cada una de las integrales anteriores es suficiente con tener en cuenta
las formulas trigonométricas

1 1
sinacos f = Esin(a+ﬁ)+gsin(a—ﬁ),
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sinasin 8 = %cos(a—ﬁ) - %COS(OJ+IB)

1 1
cosacos ff = §cos(a+ﬁ)+§cos(oe—ﬁ).

Por tanto, el sistema

g { 1 cosz sinz cos2z sin2x cosnz sinnz }
\/%7 ﬁ M ﬁ ) ﬁ b ﬁ M b ﬁ ) ﬁ )

es un sistema ortonormal en L* ([—7, 7] ;R).

Los resultados que siguen a continuacién son un primer paso hacia la teorfa de aproximacién
en espacios prehilbertianos.

Definicién 3.2.6 Sea S un subespacio vectorial de un espacio prehilbertiano H. Un elemento
x € H se dice ortogonal a S si < x,y >= 0 para todoy € S. Se llama complemento ortogonal
a S, denotado por S+ al conjunto

St ={yecH: y es ortogonal a S}
No es dificil comprobar que ST es un subespacio vectorial (ver ejercicio 5).

Teorema 3.2.1 (de la proyeccion) Sea S un subespacio vectorial de dimension finita m de
un espacio prehilbertiano (H,<,>). Sea {x1,X2,-,Xm} una base ortonormal de S. Entonces
todo vector x € H se expresa de modo tinico como x = Xs+(x — X;) donde xs € S yx—X5 € St
El elemento x, estd dado por X = ;e < X,X; > X; Y se le llama proyeccion ortogonal de
x sobre S. Ademds, o

Ix —xs|| <||lx—y|| VyesS cony#xs (3.9)

es decir, X5 es la mejor aproximacion de x por elementos de S.

Figura 3.1: Proyeccién del vector x sobre el espacio S.

Se trata de una demostracién constructiva y por tanto resulta interesante hacerla. La unici-
dad se obtiene del siguiente modo: supongamos que

X = Xg + (x — Xg) conxs €Syx—x5€St
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y que también
X=Xs+(x—X5) conXs €Sy x—Xs e St

Hemos de probar que x, = X,. Debido a que tanto S como S son subespacios vectoriales de H
se tiene que x5 — X, € Sy (x — X5) — (X — X5) = X5 — X € S+, Por tanto,

0 =< X5 —Xs,Xs — X5 >= [|x5 — §S||2

lo que implica que X = X;.
Veamos ahora la existencia. Sea {x1,X2,‘,X;,} una base ortonormal de S. Entonces el
elemento

m
XSZZ<X7Xi>xi€S'
i=1

Veamos que X — X € S*. Es evidente que es suficiente con demostrar que X — X, es ortogonal a
todos los elementos de la base {x1,%2, -+,%xn}. Para cada 1 < j < m se tiene que

< X —XgXj >=<X,X; > — <X Xj >

m
= <X,Xj5 > —Z <X, X >< X, X5 >

i=1
= <XX; > — <XXj >
=0
debido a la ortogonalidad de la base {x1,%2, -, Xm}.

Finalmente, veamos que se satisface (3.9). Sea y € S, y # x,. Entonces
2 2
[x=ylI" = [lx=x%s)+ (xs =yl
= fx = xsl? + IIxs = yI?
> x = x?

donde la segunda igualdad se debe al teorema de Pitdgoras. W

Concluimos esta secciéon con uno de los resultados mas importantes de la teoria de espacios
prehilbertianos, la desigualdad de Bessel.

Teorema 3.2.2 Sea {x, : n € N} un sistema ortonormal en H. Entonces

o0

Z |l<x,x, > <|x|® VxeH. (Desigualdad de Bessel) (3.10)

n=1

A los numeros < x,xp > se les llama coeficientes de Fourier de x respecto al sistema {x, : n € N}.

3.3 Espacios de Hilbert. Definicion y Propiedades Basicas

En esta seccién, (X, [|]|) serd un espacio vectorial normado.

Definicién 3.3.1 Sea (xp),,cy C X una sucesion.
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(a) Se dice que (xp),cy €s convergente si existe un x € X tal que para todo € > 0 existe un
ng = no(e) € N wverificando que si n > ng, entonces ||x, — x|| < e. El elemento x se
denomina limite de la sucesion (Xp),cy ¥ no es dificil comprobar que dicho elemento, caso
de existir, es unico.

(b) Se dice que (Xp),cy €s una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe un ng = ng (¢) € N
tal que si n,m > ng, entonces ||x, — Xn|| < &.

No es dificil demostrar que toda sucesién convergente es de Cauchy. El reciproco no es, en
general, cierto, es decir, existen espacios vectoriales normados que poseen sucesiones de Cauchy
que no son convergentes. Aquellos espacios vectoriales normados para los cuales toda sucesién
de Cauchy es convergente se denominan espacios completos o también se dice que son espacios
de Banach. Un tipo particularmente importante de espacios de Banach son aquellos donde la
norma procede de un producto escalar. Son los llamados espacios de Hilbert.

Definicién 3.3.2 (Espacio de Hilbert) Sea (H, <,>) un espacio prehilbertiano. Se dice que
(H,<,>) es un espacio de Hilbert si es completo, es decir, si toda sucesion de Cauchy en H
converge (respecto a la norma asociada al producto interior) a un elemento x € H.

Los ejemplos més destacados de espacios de Banach son los espacios LP ([a,b];C), 1 < p < co.
Dichos espacios se definen del siguiente modo. Sea [a,b] C R un intervalo y 1 < p < oo. Entonces

LP ([a, ] ;C) = {f: [a,0] = C: /ab\f(w)lp dm<00}

L ([a,b];C) ={f : [a,b] = C: existe M >0: |f(z)| <M ct.p. z € [a,b]}.

El simbolo c.t.p. (en inglés se suele escribir a.e., almost everywhere) significa casi por todas
partes, es decir, en todos los puntos de [a, b] salvo en un conjunto de medida cero.
Se puede demostrar que los espacios LP ([a,b];C), 1 < p < oo, equipados con la norma

1/p
1l = </Q\f(w)l” dm) §1<p<oo

| flloo =inf {M >0:|f(x)] < M ct.p. x € [a,b]}

son espacios de Banach.
Ademds, en el caso p = 2, la norma ||-||, es la norma asociada al producto interior

<f,g>=/9f(w)mdw V f,g€L?

con lo cual L2 ([a,b];C) es un espacio de Hilbert.

Nota 3.3.1 La demostracién de la completitud de L2 no es sencilla, pero si que es una propiedad
importante, y por tanto, es algo que debemos guardar en mente: L? ([a,b];C) es un espacio de
Hilbert. En la seccién Comentarios sobre el Capitulo volveremos sobre esta cuestién.

Ya estamos en condiciones de poder enunciar y estudiar algunas propiedades del concepto
de base de Hilbert.
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Definicién 3.3.3 (Base de Hilbert) Un sistema ortonormal {x, : n € N} en un espacio de
Hilbert H se dice que es una base ortonormal o base de Hilbert si es un sistema ortonormal
maximal, es decir, st no existe ningun otro sistema ortonormal que contiene estrictamente a

{xn :n €N}.
Las bases de Hilbert se pueden caracterizar del siguiente modo.

Teorema 3.3.1 Sea {x, :n € N} un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(1) {xn :n € N} es una base de Hilbert.
(ii) Si existe un x € H tal que < x,x, >= 0V n € N, entonces x = 0.

(iii) Para todo x € H se verifica que

(e}
X:Z<X,Xn > Xp. (3.11)
n=1
iv) Para todo x € H se cumple
(iv)
o0
|x||* = Z < x,x, >|>. (Identidad de Parseval) (3.12)
n=1

Esbozamos a continuacion la demostracion de este resultado.

(i)=(ii) Supongamos que existe un x € H, x # 0, y que satisface que < x,x, >=0V n € N.
Debemos probar que entonces {x, :n € N} no es una base de Hilbert. Sea X = H_ill Dicho
elemento es unitario y ortogonal a todo elemento del sistema {z,, : n € N}. Por tanto, el sistema

{x, :n e N} U{x}

es un sistema ortonormal que contiene estrictamente a {x, : n € N} con lo cual este sistema no
es una base de Hilbert.
(ii)=-(iii) Fijado x € H, consideremos la sucesién

n
ynzz<x,xk>xk.
k=1

Veamos que (yn),cy €s de Cauchy. Para todo n,m € N, con n < m, un sencillo calculo muestra

que
m

HYn_'YmH2:: E::|<:Xaxk>42'
k=n+1

Recordemos que, por la desigualdad de Bessel, la serie

o
> l<x x>
k=1

es convergente y por tanto,
m

lim E < x,x, >|* = 0.
N,M—00
k=n+1
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Sea y = lim y,, y veamos que y = x. En virtud de (ii), tinicamente debemos probar que
m—0o0

<xX—-y,x,>=0 VnéeN.
Para ello observemos en primer lugar que

Yoy <X, Xp >< Xp, Xp >=<X,Xp, > sl m>n
< Ymaxn >=
0 si m<n

Por tanto,

< XY, Xp >=<x— lim yn,Xx, >

m—0o0
= <X, X, >— lim <y,,x, >
m—0o0
= <X7X7’L>_<X5XTL>
pu— ()7

donde la segunda igualdad es debida a la linealidad del producto interior y a la desigualdad de
Cauchy-Schwarz.
(iii)=-(iv) Siendo
n
yn:Z<X,Xk>Xk
k=1
se tiene que

n n

<X—Z<X,Xk>Xk,X—Z<X,Xk>Xk>
k=1 k=1

I = yal®

n n
= <x,x>—2Z\< X, Xk >|2+Z<x,xk><x,xk><xk,xk>
k=1 k=1

n
= xIP =)< x x>
k=1
y tomando limites cuando n — oo,
[e.e]
0=x|> = |<x,x >
k=1

(iv)=(i) Procedamos por reduccién al absurdo y supongamos que existe un sistema ortonor-
mal S que contiene estrictamente a {x,, : n € N}. Seaz € S,z # x,, Vn € N. Por la identidad
de Parseval se tiene que

o0
Iz)> =" |< z, %, >[> =0
k=1

debido a que < z,x; >=0 V k € N. Por tanto z = 0 lo que es un absurdo ya que z ha de ser
un vector unitario. W

Nota 3.3.2 Notese que la equivalencia (iii) es la que generaliza al caso infinito dimensional una
de las dos propiedades exigidas en la definicién de base en un espacio vectorial de dimensién
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finita: la de ser un sistema generador. Por supuesto, todo sistema finito y ortogonal de vectores
es libre (ver ejercicio 2). También es importante tener presente que la identidad (3.11) significa
que la serie

o0
E < X,Xp > Xp
n=1

converge en norma al elemento x.

Anteriormente hemos visto que el sistema

g { 1 cosz sinx cos2z sin2x cosnx sinnz }
\/ﬁ? ﬁ b ﬁ ) ﬁ ) ﬁ b b ﬁ ) ﬁ )

es un sistema ortonormal en L2 ([=m, 7] ;R). Se puede demostrar, aunque esto tampoco es facil
(ver [8, Th. 3.5, p. 78]), que dicho sistema es una base de Hilbert de L* ([—m,7];R). Por tanto,
para toda funcién f € L? ([—7,7];R) se tiene que

o= <y 1 - 1 +i(<f Cosnx>cosnx+<f sinnm>sinnm>
Vo T Ve vz N T N
[e.e]
a )
= EO%-Z(ancosnmijnsmnx) (3.13)
n=1
donde
1 ™
ap = — f(x)cosnx dr , n>0
m —Tr
y
1 s
b = — f(z)sinnx de , n>1.
™ —T

es decir, toda funcion de L? ([—m,w];R) admite un desarrollo en serie trigonométrica de senos
y cosenos la cual es convergente en L? (también se dice en media cuadrdtica) a la funcion f.
En el préximo capitulo nos dedicaremos a estudiar méds en detalle estas series.

3.4 Comentarios sobre el Capitulo

Es importante sefialar que la completitud de L? se establece en el marco de una teorfa de
integracién mds general que la de Riemann. En concreto, en el marco de la integral de Lebesgue.
Por tanto, para ser absolutamente precisos, al definir L? (y también LP, 1 < p < oo) deberfamos
haber dicho que este espacio estd formado por funciones medibles de modo que la integral (de
Lebesgue claro estd) del médulo al cuadrado (o elevado a p en caso de LP) de la funcién es finito.
No debe, sin embargo, asustarse el lector por este hecho. En efecto, si denotamos por PC ([a, b])
al conjunto de las funciones f : [a,b] — C que son continuas a trozos, es decir, continuas en todo
el intervalo [a, b] salvo a lo sumo en un nimero finito de puntos donde tienen discontinuidades
de salto finito, entonces este espacio PC es “practicamente igual” a L?. Para ser mas precisos, el
término “practicamente igual” significa que PC' es denso en L?, es decir, que cualquier funcién de
L? puede ser aproximada por funciones de PC. Por ello, algunos libros de EDPs para ingenieros,
como el de Pinkus-Zafrany, prefieren trabajar en el espacio PC. De esta forma se evita tener
que hablar de la integral de Lebesgue, pues, de hecho, para funciones del espacio PC' coinciden
los conceptos de integral de Riemann y de Lebesgue. El problema estd en que el espacio PC,
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equipado de la norma ||-||,, no es completo. Una prueba de la completitud de L? (en general de
LP) puede encontrarse en [1, Teorema IV.8, p.57]).

Por el contrario, otros autores como de la Rosa, Folland y Marcelldn-Casasus Zarzo, prefieren
hablar directamente de L? pese a que la integral de Lebesgue es en este punto un acto de fe.
Esta es la opcién que también hemos adoptado en este capitulo.

Respecto de la integral de Lebesgue, una presentaciéon muy directa y sencilla sobre este tema
puede encontrarse en [3, 5] y en [10]. En este curso no entraremos en el estudio de dicha integral.
Es algo que excede el nivel de este curso. No obstante, senalaremos a continuacién algunas de
las diferencias mads significativas entre la integral de Riemann y la de Lebesgue.

e Una funcién f : [a,b] — R es integrable Lebesgue si y sélo si |f| lo es. En integracién
Riemann esta propiedad es falsa. Por ejemplo, la funcién f : [0,1] — R definida como

-1 si z€Q
f(x):{l si ¢ Q

no es integrable Riemann, y sin embargo | f| si que lo es.

e Si f:[a,b] — R es integrable Lebesgue y si g : [a,b] — R es igual casi por todas partes a
f, es decir en todo punto de [a,b] excepto en un conjunto de medida cero, entonces g es
integrable Lebesgue y ademds f f= f g. Esta propiedad tampoco se cumple en integracion
Riemann. Las funciones f y |f| consideradas en el punto anterior son un claro ejemplo
de este hecho. Por tanto, mientras la integracién Riemann es invariante por conjuntos de
contenido nulo, la integracién Lebesgue lo es por conjuntos de medida nula. Por ello, dos
funciones de LP que son iguales c.t.p. se dice que son iguales en LP.

e Otra de las diferencias importantes entre ambos conceptos de integraciéon es su compor-
tamiento frente a procesos de paso al limite. Por ejemplo, supongamos ordenados los
nimeros racionales del intervalo [0, 1], esto es, QN [0,1] = {q1,¢2,q3, -} y consideremos
la sucesién de funciones

_ L si xe{qlanaq&""%l}
fn(w)_{() si ¢ Q

Esta sucesién converge puntualmente a la funcién

[ 1 st z€Q
f(x)_{O si z¢Q

la cual no es integrable Riemann. FKEste tipo de patologias no suceden en integracién
Lebesgue donde se dispone del siguiente Teorema de la Convergencia Dominada. Sea
{fn : [a,b] — R}>°, una sucesién de funciones integrables Lebesgue que converge c.t.p. a
una funcién f. Supongamos ademds que f, estd dominada por una funcién integrable
(Lebesgue) g (es decir, |f, ()] < g(z) Vn € Ny c.t.p. = € [a,b]). Entonces f es integrable
y ademas

n—oo

lim bfn(x) dx—/bf(x) dx
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3.5 Ejercicios

1.

. Hallar el polinomio de segundo grado que més se aproxima a la funcién f (z) = x

Sea (H, <,>) un espacio prehilbertiano. Supongamos que x,y € H son linealmente de-
pendientes. Demuestra que
[<x,y > =[] [yl

es decir, en caso de vectores linealmente dependientes, la desigualdad de Cauchy-Schwarz
es en realidad una igualdad.

. Sea S = {x1,%2, +,X,} un sistema ortonormal en un espacio prehilbertiano. Demuestra

que los vectores {x1,X2, ", X, } son linealmente independientes.

. Sea H un espacio prehilbertiano de dimensién finita n y sea x € H. Demuestra que la

coordenada i—ésima de x respecto de una base ortonormal {x1,X2, -+, Xp} es < X,x; > .

(Método de ortogonalizacién de Gram-Schmith) Sea H un espacio prehilbertiano y sea
{x1,%X2,"++,Xp, -} C H una sucesién de vectores linealmente independientes. Demuestra
que la sucesién de vectores

y1=x1

n
Ynil = Xni1— lyi
i:1 y’L

<Xn41,¥i>
m H721 y’l

es un sistema ortogonal. Indicacion: la demostracién se hace por induccién en n.

. Sea S un subespacio vectorial de un espacio prehilbertiano H. Demuestra que el comple-

mento ortogonal de S, es decir el conjunto,
St ={y e H: y es ortogonal a S}
es un subespacio vectorial de H.

1/3 en el

intervalo [0, 1] con la norma asociada al producto escalar
1
<fo>= [ T@a@ o ¥ ge(01:R),

Comprueba que los conjuntos
{cosnz}>>, y {sinnz} >,

son sistemas ortogonales en L? ([0, 7];R).

{eim in € Z}

es un sistema ortogonal en L? ([—7,7];C).

. Comprueba que el conjunto

. Lema de Riemann-Lebesgue. Sea {x, : n € N} un sistema ortonormal en un espacio

de Hilbert (H, <,>). Demuestra que para cada x € H se cumple que

lim <x,x, >=0.
n—oo

Indicacién: usar la desigualdad de Bessel.
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3.6 Objetivos

El objetivo bésico de este capitulo es hacer una primera aproximacion a la teoria de los espacios
de Hilbert. Como se ha puesto de manifiesto a lo largo del capitulo, un estudio riguroso de este
tema excede con mucho el nivel de este curso. Sin embargo, es preciso hacer esta introduccién
con el fin de poder justificar adecuadamente algunos temas que se desarrollardn mas adelante
(por ejemplo, las series de Fourier, el método de separacién de variables y el método variacional)
y algunos otros que se estudian en otras asignaturas (por ejemplo, la teorfa de aproximacién en
Célculo Numérico). En particular, en el método de separaciéon de variables podremos conside-
rar problemas que engloben condiciones de contorno mads generales que las usuales condiciones
Dirichlet y Neumann.

No se pretende, por tanto, que el alumno adquiera unos conocimientos profundos sobre los
espacios de Hilbert, pero si que empiece a familiarizarse (aunque sea de un modo un tanto
informal) con algunos conceptos importantes como son:

e base en un espacio de Hilbert,
e el espacio L2,y

e la convergencia en media cuadrética.

3.7 Comentarios sobre la Bibliografia

Para el desarrollo de este capitulo hemos seguido esencialmente [8, Ch. 3|. Otra referencia que
recoge también los resultados (y sus demostraciones) enunciados en este capitulo es [19, Ch.
1]. Es una referencia esta tltima muy accesible al nivel del alumno medio. Una referencia en
castellano que también aborda este tema es [13, Cap. 11]

Finalmente, tal y como hemos anticipado en la seccién Comentarios sobre el Capitulo, para
obtener con rigor toda la informacién relativa a la integral de Lebesgue es preciso acudir a textos
més especializados, por ejemplo [3].



